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SYMBOLER

I afhandlingen anvendes de symboler, man traditionelt anvender
i Danmark. Det har betydet, at enkelte bliver anvendt i flere
betydninger, dog aldrig samme sted i afhandlingen. Ulempen ved
dette menes opvejet af, at symbolerne og deres betydning vil
vere velkendt af de fleste.

Nedenfor gives en oversigt over de hyppigst anvendte symboler
og den betydning, de oftest er anvendt i.

a Lengde
b Lengde
c Langde
Kohasion
c' Kohasion, reduceret i forhold til c
£ Armeringsforholdeﬁ %

Belastet areal ved koncentreret last

Funktion
h Langdé
k Tising i Coulombs brudhypotese

1T=-siny
Konstant < 1

e Langde

p Belastning pr. langdeenhed, evt.fﬁi;TArealenhed
t Laengde

A Betonareal

Ai Indre arbejde

Aia Indre arbejde fra armering

Aib Indre arbejde fra beton

Ay Ydre arbejde e

B Tversnit fra "tenderne" i den foffé;ééde vegfuge .
F Armeringstvaersnit

"Aktivt" areal ved koncentreret last.
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Rraft |

Kraft

Brudkraft

Kraft

Deformationsvektor

Indre arbejde pr. volumenenhed ;

Indre arbejde pr. langdeenhed af dféigntinuitetslinie
Vinklen imellem V og diskontinuitetslinie

Vinkel, der angiver haldning p& diskontinuitetslinie
Hgjde af deformationszone

Langdetgjning

Hovedtgjninger

Positiv hovedtgijning

T¢jningstensor

Positiv konstant

Friktionskoefficient

Poissons forhold
Effektivitetskoefficient

Normalspanding
Hovedspandinger

Enakset trykstyrke. Ved beton sat llg med cylinder-
trykstyrken

Brudspaznding ved koncentreret last
Spandingstensor

Enakset trakstyrke
Adskillelsesstyrke

Flydesp®nding for armering
Ved koncentreret last ogsi brudstyrkehn: n&r hele arealet

~F belastes

"N

A
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Xy
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Terningtrykstyrke for beton

Brudbelastning bestemt ved en gvrevardilgsning

Trazkstyrke reduceret i forhold til Op

N ¥
VA

Brudbelastning bestemt ved en nedrevérdil¢sning

Forskydningsspanding

P

A

Pbr
A

P'br
VA

Friktionsvinkel
Friktionsvinkel reduceret i forhold til ©
Vinkelandring i Xy-planen

Vinkel
Airys spandingsfunktion

Topvinkel i logaritmisk spiral

FOF
- Armeringsgrad Ao
c
FGF
vAoc

o]
Ekvivalent armeringsgrad & - EE

C
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INDLEDNING

I forbindelse med nogle forsgg med moment-
overfgrende bgjlesamlinger imellem arme-
rede betonbjalker opétod min interesse

for brudberegninger i beton, specielt i
forbindelse med samliﬁger imellem prafa-
brikerede betonelementer.

Brudberegninger i beton er vanskelige,
bl.a. fordi beton ikke kan betegnes som
udpraget elastisk éllér“udpraget plastisk.
I denne afhandling betragtes beton imid-
lertid som et stift;plastisk materiale,
der som flydebetingelse har Coulombs mo-
dificerede brudhypotese.

Hvis der tages et passende hensyn til den
begransede flydeevne for beton, viser det
sig, at man kan n& overordentlig langt
med bereevneberegnlnger ved hjelp af pla-
stlcltetsteorlen. P& den anden side er

den begransede flydeevne &rsag til at re-
sultater, fundet ved hjazlp af plastici-
tetsteorien, skal ahvendes med megen for-
sigtighed, indtil de er verificeret ved
forsgg.

Plasticitetsteorienfhffver her nasten ude-
lukkende anvendt til:at finde gvrevardier
for bareevner. Dette;g¢res ved at regne
P& brudmekanismer, der i mange tilfzlde
kun kan valges pd fi fornuftige mader.
Hvis man fra forsgg har erfaret, hVorle-
des et legeme bryder, har man herved ofte
et godt skgn pi& en brudmekanisme. Et ud-
merket eksempel herﬁéwérvbrud ved en kon-
centreret last pi et betonprisme, se fig.
1.1,

Blot dette at betragte’ en brudmekanisme
kan give vardifulde resultater. Et eksem-
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pel er igen deﬁAkoncentferede belastning.
Som det er beskrevet i kapitel 7, ser man
let, at en tvargiende armering er lige
virksom imod brud, uanset om den anbrin-
ges, hvor en elasticitetsteoretisk bereg-
ning giver tv&rgéende(pfak, eller der
hvor den giver tvargiende tryk, se figqg.
1.2.

Som fg¢r navnt, er Coulqﬁbs modificerede
brudhypotese anvendt Sngbrudbetingelse
for beton. Sivel denné:méom den alminde-
lige brudhypotese af Coulomb, er gennem-
gdet i kapitel 2. Den modificerede brud-
betingelse er sammenlignet med brudfor-
sg¢g for beton, og betons arbejdslinie ved
enakset tryk og enakset trzk er omtalt.
Kapitlet indeholder intet nyt og er kun
medtaget for at vise, at den modificerede
brudhypotese kan anvendes for beton.

I kapitel 3 er udledt udtryk for det in-
dre arbejde'pr, volumenenhed for materia-
ler, der fglger Coulombs brudhypotese og
Coulombs modificerede brudhypotese. I af-
snittet er der lagt speciel vagt pd dis-
kontinuitetslinier i flytninger ved plan
spandingstilstand og plan’ deformationstil-
stand.

Kapitlet er et af afhandlingens vasentlig-
ste, idet det giver en samlet fremstilling
af plasticitetsteorien for Coulomb-mate-
rialer samt indeholder adskilligt origi-
nalt arbejde. De opstillede udtryk i ka-
pitlet er baggrunden for de plastiske be-
regninger senere i afhandlingen.

Kapitel 4 er et lille kapitel, som formo-
dentlig kun har teoreti§k¢interesse. Det
viser, hvorledes man ved hjelp af plasti-



citetsteorien kan finde bzreevnen af et
stgbeskel i uarmeret beton. Kun for steg-
beskel, hvori der ikke forekommer et rent
glidningsbrud, indeholder afsnittet nog-
le egentlig nye betragtninger.

I kapitel 5 opstilles fardige formler for
forskydningsbareevnen i armeret beton,
hvor armeringen er vinkelret pad forskyd-
ningssnittet. I kapitlet indfgres en stgr-
relse, der tager hensyh til den begranse-
de flydeevne. Dette blev fgrste gang gjort
af Nielsen [69.1] ved plastiske forskyd-
ningsberegninger af armerede betonbjal-
ker.

Indholdet er stort set originalt, hvori-
mod princippet ved opstilling af formler-
ne fglger det af Nielsen og Brastrup i
[75.1] anvendte ved gvrevardiberegning af
jernbetonbjalkers forskydningsbareeﬁne.

Koncentrerede belastninger p& uarmerede
‘betonprismer behandles i kapitel 6. Det
indeholder en plastisk, elastisk og empi-
risk behandling af problemet.

De plastiske brudberegninger fgrer nasten
alle til formler, der kun er en variant
af &n, som tidligere er fundet af Chen

og Drucker [69.2]. Dette afsnit indehol-
der siledes kun lidt nyt. Brudbareevnen
ved koncentrerede belastninger p& beton
kan desvarre ikke bestemmes ved hjzlp af
de udledte formler.

Bareevneberegninger ved hijzlp af elastici—
tetsteorien viser sig. ogsa at vare umulig.
Det elastiske beregnlnger viser i ¢gvrigt,
at trakstyrken for beton er mindre betyd-
ningsfuld end hidtil antaget, idet brud
indledes med glidningsbrud.



Man er sdledes g¢jensynlig stadig henvist
til at bestemme bareevnen ved hjalp af
empiriske formler. En'tidligere offent-
liggjort formel er medtaget i det empiri-
ske afsnit, hvor ogsd betydningen af smi
Prismehgjder er diskuteret.

I kapitel 7 behandles det tilsvarende pro-
blem med armering i betonprismet. I kapit-
let er pd baggrund af plasticitetsteorien
opstillet en tilnarmegiﬁq;mel for bareev-
nen. Denne formel skaibimidlertid anven-
des med forsigtighed, idet den endnu ikke
er tilstrakkelig verificeret.




2. BETONS BRUDBETINGELSE OG ARBEJDSLINIER

2.1 Coulombs brudhypotese

(2-1)

Coulombs brudhypotese (ogsid kaldet frik-
tionshypotesen) blev fremsat i 1773 af
C.A. Coulomb [1773.1], der havde bemer-
ket, at brud i stenprismer pavirket med
enakset tryk forlgb langs visse flader,
et forhold der ogsd gjaldt brud i jord
bag stgttemure, nar disse gav efter for
trykket. Disse fladerékaldes.glideflader,
og brud af denne type kaldes glidnings-
brud. Coulomb antog, at der i glidefla~-
den skulle overvindes dels en indre ko-
hesion, der er konstant, og dels en in-
dre friktion, der er prbportional med
normaltrykket pa glidéfiaden.

Denne antagelse kan formuleres
Itl = ¢ - yo = ¢ - otane

hvor

T = forskydningsspandingen langs
glidefladen

¢ = koha&sion

u o= friktionskoeffi_

0 = normalspandingen vinkelret pé&
glidefladen (positiv som trek)

¢ = friktionsvinklen

Den matematiske formuléfing af Coulombs
brudhypotese blev dogiférst foretaget af
O. Mohr i forbindelse.med dennes generel-
le brudhypotese fra 1882 [1882.1].

Efter Mohrs brudhypotese anatages spandin-

gerne 1 en glideflade at opfylde betingel-
sen:



(2-2)

(2-3)

(2-4)

(2-5)

f(o,7) = 0

hvor f(o,t) er en for materialet karakte-
ristisk funktion. Coulombs brudhypotese
er sédledes et specialtilfzlde af Mohrs.

P4 fig. 2.1 er Coulombs brudhypotese af-

bildet i et o,t~koordinatsystem. P& figu-
ren er endvidere indtegnet Mohrs cirkler
for spandingerne i et punkt, hvor brudhy-
potesen er opfyldt. Det er forudsat, at

0y > 0y > 0ge 3 |
Ved hjzlp af figuren ser man, at (2-1) kan
skrives pa hovedspandingsform: |

1 . 1
—01U+mmw 50

> (1~sin@)=-c cos¢p = 0

3
som gelder for G4 > 0y > Oge Endres ho-
vedspandingernes indbyrdes stgrrelse skal
(2-3) @®ndres tilsvarende. P& hovedspan-
dingsform kommer brudhypotesen derfor til
at bestd af 6 ligninger, der har samme
form som (2-3). I et 01,02,03—koordinat-
system udggr brudhypotesen en irregular
hexagonal pyramide méd‘akSe i retningen
(1,1,1). Pyramidens toppunkt er 0, =0, =
03 = ccotw.

(2-3) kan skrives pad den enklere form:

ko, - oy = 2cvk

hvor konstanten k er givet ved:

_ 1+sinm

k = (7905ec) % = tan?(] + % = T-sine

1~sing

Den enaksede trykstyrke O indfgres som
den spandingstilstand, der er givet ved




(61,02,03) = (0,0,-0_), og som netop gi=
ver brud efter hypotesen. Af (2-4) og
(2-5) finder man, at der galder:

- = 2C cosy
(2-6) % 1-sing

og at (2-4) nu kan skrives: .

(2=7) ko, - o, = ¢

Pa tilsvarende m&de som den enaksede tryk-
styrke kan den enaksede trakstyrke Op ind-
fgres som den spazndingstilstand, der er
givet ved (01,02,03) = (ct,0,0) Oog som gi-
ver brud efter hypotesen. Af (2-7) finder
man

(2-8) ko, = ¢

Brudhypotesen kan herefter skrives:

o (o}
(2-9) -2 =
t c

Coulombs brudhypotese er fuldstandig be-
stemt af to parametre;-f.eks. cog Y i

(2-1) eller af O, 09 o, i (2-9).

t
P4 fig. 2.2 er brudhypotesen afbildet sam-
men med Mohrs cirkler for spa&ndingstilstan-
dene ved enakset trykbrud og enakset trak-
brud.

2.2 Coulombs modificerede brudhypotese

Den af Coulomb antagne glidningshypotese
kan suppleres med endnu en hypotese, nem-
lig adskillelsesbrudhypotesen. Ved et ad-



skillelsesbrud bevager brudfladerne sig

(2-10)

2.3 Brudbetingelse for

fra hinanden vinkelret pa& brudsnittet. Ad-
skillelsesbrud indtrader, nidr den stgrste
trekspanding bliver lig med adskillelses-
modstanden Opr d.v.s.

Den brudhypotese, der fremkommer ved kom-
bination af (2-7) og (2-10) kaldes Coulombs
modificerede brudhygotese. Brudhypotesen

er p& fig. 2.3 afbildet i et o, t-koordi-
natsystem, og bestir af en cirkelbue, der
gar gennem (o,t1) = (oA,O) Og som tangerer
de rette linier, der ligger til venstre

for tangeringspunktérne.

I et 0410,,0,-koordinatsystem udggr
Coulombs modificerede brudhypotese en ir-
regular pyramide med akse i retningen
(1,1,1), og afskdret af tre planer paral-
lelt med koordinatplanerne.

Det bemarkes, at den enaksede trakstyrke
Op kan vare mindre end eller lig med Op-
og at Coulombs modificerede brudbetingel-
se kraver 3 parametre for at vare bestemt,
f.eks. k, o, og Ope

beton

Ved brud- og flydebetingelser forstis de
kriterier, der skal vare opfyldt for at
brud eller flydning indledes.

Formalet med at opstille brud- og flyde-

‘betingelser er, at man ved hjalp af simp-

le prgvemetoder kan bestemme parametrene
i brud- og flydebetingelserne, hvorefter
faren for brud eller flydning i konstruk-
tioner med komplicerede Spandingstilstan-



de kan vurderes.

Vi vil her se pd, hvor velegnet Coulombs
modificerede brudhypotese med Op = Op er
som brudbetingelse for beton, idet hypote-
sen vil blive sammenlignet med resultater-
ne fra nogle simple prgvemetoder. Fgrst

er det imidlertid ngdvendigt at knytte
nogle f4 velkendte bemarkninger til prg-
vemetoderne, idet disse nok er simple at

udfgre, men ikke altid er helt p&lidelige.

De styrkeparametre, prgvemetoderne resul-
terer i, er afhangige af bl.a. prgvele-~
gemets form, stgrrelse, alder og lagring.
De malte styrkeparametre er ogsa afhan-
gige af prgveomstandighederne, f.eks.{i
form af fugtighed og belastningshastighed.

Den valgte prgvemetode har betydning. Det
er sdledes velkendt, at den milte trak-
styrke for beton er afhangig af, om den
findes ved spalteforsgg, bgjeforsgg eller
ved enaksede trakforsgg. Endelig er det
ogsad et spgrgsmdl, om prgvelegemet er
tilstrekkeligt reprasentativt for beton-
en i den fardige konstruktion. Alt i alt
kan man sige, at de resultater, man fin-
der ved simple prgvninger, afviger en del
fra egenskaberne for betonen i den fardi-
ge konstruktion. Den brudbetingelse, man
anvender for beton, skal std i et rime-
ligt forhold hertil.

Et af de forholdsvis simple forsg¢gg med be-
ton er treaksede trykforsgg, hvor et cy-
linderformet pr¢ve1egeme udsettes for et
hydrostatisk tryk, der overlejres af trak
eller tryk i cylinderaksens retning. For-
s¢g udfgrt af Richart m.fl. [28.1] er af-
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bildet pa fig. 2.4. P& figuren er ogsa af-
bildet forsgg med spiralarmerede cylindre
af Richart m.fl. [29.1]. Ved afbildningen
er cylindertrykstyrken sat lig O, ©9

04 > 0, > 0g. Til sammenligning er (2-7)
indtegnet med k = 4 og overensstemmelsen
ses at vare god.

Richart m.fl. foresl8r selv k = 4,1. For-
slaget k = 4,0 skyldes Johansen [58.1].
Nielsen [55.1] foresldr k = 5, ligeledes
p& baggrund af forsgg der, som de her re-
ferede, har to af hovedspandingerne ens.

Endebrock og Traina [72.1] har udfgrt tre-
aksede forsgg pd& terningformede prgvelege-
mer, hvor alle tre hovedspandinger kunne
varieres uafhangigt af hinanden. Prgvele-
gemets form er uheldig, idet den ekaksede
trykstyrke bestemmes som terningstyrken.
Ssattes k = 4 bliver friktionsvinklen

@ = 37°. Ved enakset tryk er brudbetin-
gelsen opfyldt i snit, der danner vinklen
% - % med kraftretningen, se fig. 2.5.

il

Brud kan s&ledes kun udvikles frit, hvis
h > 2d, hvor betydningen af h og d frem-
gérvaf fig. 2.5. Terningtrykstyrken er
defor stgrre end cylindertrykstyrken, nor-
malt ca. 25%. ‘ '

Pa fig. 2.6 er Endebrock og Trainas for-
spg afbildet sammen med (2-7), hvor k = 4,
idet terningtrykstyrken dog er sat lig o,
og o, > 0y > Og- Overensstemmelsen er her
knap sd god som i fig. 2.4, men méd siges
at vare acceptabel.

Efter Coulombs brudhypotese har den mel-
lemste hovedspanding ingen indflydelse pé
bareevnen. Forsgg viser imidlertid, at
den har, hvilket f.eks. ses ved toaksede
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trykforsgg. Pa fig. 2.7 er optegnet det
principielle forlgb af brudbetingelsen,
som den er fundet ved toaksede trykforsgg
af bl.a. Liu m.fl. [72.2], Endebrock og
Traina [72.1] og Kupfer [73.1]. Til sam-
menligning er Coulombs brudhypotese for
tryk og plan spandingstilstand indtegnet.
Af figuren ses tydeligt den mellemste ho-
vedspandings betydning, som dog er for-
holdsvis behersket. Forsggene viser sile-
des, at for 01/00 = 30,6 er 03/oc = 1,2
- +1,4, hvor Coulombs brudhypotese siger

03/Gc = +1,0.

Forsggsmangden til bestemmelse af brudbe-
tingelsen for beton, ndr der indglr trak,
er ikke sa stor som ved tryk. P& fig. 2.8
er afbildet det principielle udseende, som
det er fundet i [72.1] og [73.1] ved to-
aksede forsgg. Til sammenligning er Cou-
lombs modificerede brudhypotese indteg-
net, og man ser, at brudhypotesen ¢jen-
synlig er 1lidt p& den usikre side, ndr
der optrader trakspandinger.

Det kan sdledes konstateres, at Coulombs
modificerede brudhypotese ikke fuldstean-
dig beskriver betons brudbetingelse.
Brudhypotesen er alligevel anvendelig som
brudbetingelse for beton, da afvigelser-
ne er beherskede, hvilket som tidligere
nevnt skal ses i sammenh@&ng med styrke-
egenskabernes store afhéngighed af pregve-
omstandighederne.

Nar de resultater, der i det fgplgende ud-
ledes af brudhypotesen, sammenlignes med

fors¢g, vil ¢ normalt blive sat til 370,

svarende til k = 4,0. For den enaksede



trykstyrke oc'Viiﬂé§iindertrykstyren bli-
ve anvendt, idet forsg¢gg viser, at tryk-
brudstyrken kun falder lidt med voksende
h for h > 24, jfr. fig. 2.5. Den enaksede
trakstyrke o, er sjeldent mdlt, og det er
derfor vanskeligt at angive en anvendelig
verdi, idet sdvel bgjletrazkforsgget som
det oftest anvendte spaltetrakforsgg gi-
ver for store vardier, se f.eks. Wright
[52.2] og Jensen og Nielsen [75.2]. I far-
dige konstruktioner kompliceres dette
yderligere, ved at trakstyrken nogle ste-
der kan vare nul p& grund af revner. Of-
te regnes‘qttilnul;'men f.eks. ved kon-
centrerede belastninger giver dette mis-
visende resultater, se kapitel 6. I de

fa tilfzlde hvor oy bliver anvendt, vil

den valgte vardi vare yderligere kommente-
ret.

2.4 Arbejdslinier for beton

Arbejdslinien ved enakset . trak og enak-
set tryk er den grafiske afbildning af
sammenha&ngen mellem den enaksede spanding
Og tg¢jningen i samme retning som spandin-
gen.

Ligesom mange faktorer har indflydelse p&
brudbetingelsen, har mange faktorer ind-
flydelse p& arbejdslinien. P& trods af
dette kan der dog peges pé nogle generel-
le trzk for arbejdslinierne.

Ved enakset trak er beton nasten linear-
elastisk indtil brud. Ved tryk er arbejds-
linien krum (nedad hul) bg maximal tryk-
spending opnds for en tgjning pd ca. 2%.
Efter maximum falder arbejdslinien, og
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brud indtrader ved en tgjning pd :3 - :5%.
For beton med stor trykstyrke, er arbejds~-
linien normalt mindre krum 0g brudtgjnin-
gen er ogséd mindre. En meget stark beton
har sdledes et nasten ske¢rt trykbrud. Ty-
Piske arbejdslinier er vist pa fig. 2.9.

Der kan imidlertid optrade arbejdslinier,
der afviger vasentligt fra de her beskrev-
ne. Nylander og Sahlin [55.2] har ved bgj-
ningsforsgg milt brudtgjninger pd +40 -
#50%. Andre ekstreme arbejdslinier er

vist pd fig. 2.10, efter Hughes og Chap-
mann [66.1]. Ved disse forsgg bestod til-
slaget i de enkelte betontyper dog af korn
med stort set samme stgrrelse.

En idealisering af beton til et stift,
idealplastisk materiale ses siledes at va-
re et meget drastisk skridt. Idealiserin-
gen kan dog retferdigggres, hvis den sam-
men med den valgte brudbetingelse fgrer
til simple og anvendelige beregningsme-
toder. De efterfglgende afsnit vil vise,
at idealiseringen i mange tilfazlde er ac-
ceptabel. |
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3. PLASTICITETSTEORI FOR COULOMB-MATERTALER

3.1 Forudsatninger

(3-1)

I dette afsnit vil der blive givet en

kort gennemgang af teorien for stift-pla-
stiske materialer. I de efterfglgende af-
snit vil der blive udledt udtryk for det
indre virtuelle arbejde pr. volumenenﬁed
for stift-plastiske materialer, hvis fly-
debetingelse fglger Coulombs brudhypote~-
se eller Coulombs modificerede brudhypote-
se. Sadanne materialer vil blive benavnt
Coulomb-materialer eller modificerede Cou-
lomb-materialer. I afsnit 3.6 vil mulighe-
derne for plastiske beregninger af beton
og jernbéton kort blive diskuteret.

Ved en flydebetingelse for et materiale
vil vi her forstd den spandingskombina-
tion, der kan give flydning i materialet.
Udtrykt ved hovedspandingerne kan flyde-
betingelsen skrives som

f(o1,02,o3) =

Fortegnene i f(o1,02,q3) valges sédan,

at man har f < 0 for spandingstilstande,
hvor der ikke kan forekomme flydning. N&r
vi som her arbejder med den stift-plasti~
ske materialemodel, betyder det, at der
ikke er nogen deformation for f < 0. N&r

f = 0 betyder det, at flydning, d.v.s.
blivende deformation netop kan finde sted.
f > 0 svarer til spandingstilstande, der
ikke kan forekomme.

I en rumlig afbildning med 040 0y 0g 04

som koordinatakser fremstiller (3-1) en

flade, den sdkaldte flydeflade. Den til-
svarende kurve for en plan spandingstil-
stand kaldes flydekurven.




(3-2)
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Den indbyrdes sammenhzng mellem de tgj-
ninger, der kan forekomme ved en given
spandingstilstand, der tilfredsstiller
(3-1), bestemmes af flydeloven

of .
€, = A m—
i Boi

(i= 1,2,3)

Opfatter man (3-2) som en vektor i Oqr
02,03-koordinatsystemet, er det en nor-
malvektor til flydefladen. Kraves det
plastiske arbejde 0;0€5 > 0, fas 1 > 0.
(3-2) er altsd en udadrettet normal til
flydefladen (3-1), og flydeloven kaldes
derfor ofte normalitetsbetihgelsen. Man
bemerker, at deformationernes retning,
men ikke deres stgrrelse, er bestemt.

Normalitetsbetingelsen er en forudsatning,
der g¢res i plasticitetsteorien. Den er
pé& forskellig vis begrundet af v. Mises
[28.2], Gvozdev [38.1] og Drucker [51.1].
Disse begrundelser kraver, at flydefladen
er konveks, hvilket er opfyldt for Cou-
lomb-materialer og modificerede Coulomb-
materialer.

Flydebetingelse og flydelov er her omtalt

med hovedspandinger og hovedtgjninger. De

kan imidlertid udtrykkes mere generelt ved
hjzlp af generaliserede spandinger og tgj-
ninger, sddan som Gvozdev [38.1] og Prager
[52.2] har gjort det.

Hvis flydefladen er en differentiabel fla-
de, bestemmer normalitetsbetingelsén enty-
digt retningen af tgjningsvektoren til en
given spandingstilstand p& flydefladen.
Hvis flydefladen bestir af stykvis diffe-
rentiable flader, skal tgpjningsvektoren
for spandingstilstande, der ligger pd to
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fladers skaringskurve, ligge i vinkelrum-
met imellem normalerne til de tilstgdende
flader.

Vi vil nu definere nogle begreber, der i
det fglgende vil vise sig at vare prak-
tiske.

En statisk tilladelig spandingstilstand
er en spandingstilstand, som opfylder 1li-
gevagtsbetingelserne og de statiske rand-
betingelser.

En sikker spandingstilstand er en span-
dingstilstand, hvor man overalt har
f < 0.

En geometrisk mulig brudfigur er en de-~
formationstilstand, der opfylder kompabi-
litetsbetingelserne og de geometriske
randbetingelser.

Bareevnen af et legeme, der bestir af et
stift-plastisk materiale, er den belast-
ning, ved hvilke deformationer bliver mu-
lige. Bareevnen kaldes ogsd flydelasten.

Herefter vil vi se p& ekstremalprincipper-
ne, der udgg¢r et vigtigt vaerktgj ved bare-
evnebestemmelse af_legemér, der bestar af
idealt-plastiske materialer (herunder og-
s& stift-plastiske materialer). Ekstremal-
principperne er vist af Gvozdev [38.1],
Hill [51.2] og Drucker m.fl. [52.3].

Ekstremalprincipperne kan f.eks. formule-
res saledes:

Den belastning, man finder af arbejdslig-
ningen for en vilkidrlig geometrisk mulig
brudfigur, er stgrre end eller lig med le-
gemets flydelast.
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Den til en sikker og statisk tilladelig
spendingstilstand hgrende belastning er
mindre end eller lig med legemets flyde-
last.

Entydighedss®tningen:

Hvis der til en belastning svarer en geo-
metrisk mulig brudfigur samt en sikker og
statisk tilladelig spandingstilstand, er
belastningen lig med legemets flydelast.

En belastning, der er stgrre end eller
lig med et legemes flydelast, kaldes en
gvrevardi for flydelasten. Tilsvarende er
en nedre vardi en verdi, der er mindre
end eller lig med flydelasten.

I denne afhandling vil der vasentligst
blive brugt den teknik, der fgrer til ¢v-
re vaerdier, ¢vrevaerditeknikken. Til det-
te bruges, som navnt i ¢gvrevardisatnin-
gen, arbejdsligningen, og der vil i det
fglgende blive udledt udtryk for det in-
dre virtuelle arbejde for Coulomb-mate-
rialer og modificerede CoulOmb—matefialer,
der udsattes for deformationer. Arbejds-
ligningen er ikke identisk med det vir-
tuelle arbejdes princip, idet spandinger-
ne, der hgrer til en valgt deformation, .
ikke behgver at tilfredsstille ligevagts-—
betingeliserne. '

3.2 Indre arbejde for Coulomb-materialer

Flydebetingelsen for et Coulomb-materia-
le kan ifglge (2-3) skrives som

f(o1,02,o3)

%01(1+sinw)—%o3(1-sin¢)-ccosw =0
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o
nayYy s
dclL

(3-4)

(3-5)

(3-6)

(3-7)

(3-8)

(3-9)

v
v

“1 V2 ch

Man ser at, (3-3) er af samme form som
(3-1), hvorved de tilhgrende tgjninger
umiddelbart kan findes af normalitetsbe-
tingelsen (3-2). Her f&r man

1 .
€, = A1 3(1+s1n¢), €, = o,
€, = A 1(1-sinm}
3 12

Det indre arbejde for et materiale, der
deformeres med tgjningerne (61,62,53) er

A= (0,4 + 0,6

v 2

) * 0363)dV = ‘f,WdV

hvor W er det indre arbejde pr. volumen-
enhed, pd engelsk: dissipation.

Med (3-4) far man her
W= X, (50, (1+51n9) =50, (1-sing))

som ved hjzlp af (3-3) kan skrives som
W = X, ccose

Ved hjalp af den positive t@¢jning i (3-4)
kan (3-7) skrives som

- cosQ _
W= 2 1+sing 81__5. 

2c tan (-g- - %) 6'1_

For den fgrste tgjningsinvariant I€ far
man '

I, =g, +¢e, + €4 = Ay sing
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(3-10)

(3-11)

(3-12)

(3-13)

(3-14)

Af (3-9) kan man altsi slutte:

Coulomb-materialer flyder

under volumenudvidelse.

Man kan ved hjalp af (3-9) ogsi skrive
(3-7) som ‘

W = c cote Ie

3’
d.v.s. for en af de seks sider i den py-

Ovenstdende er udledt for 0, 20,2>0

ramide, som flydefladen»udg¢r i et 01,02,
03—koordinatsystem. For de ¢vrige sider
kan analoge formler til (3-8) - (3-10)
opstilles, nar man i (3-8) erstatter 61
med den tilsvarende positive tgjning.

Ved skeringslinien imellem to sider i fly-
defladen vil tgjningsvektoren vare en vil-
kdrlig positiv linearkombination af tgj-
ningsvektorerne hgrende til de to sider.

- Vi betragter nu skaringslinien imellem

(3-4) og
%gz(1+sinm)—%o3(1—sin¢)—r:cosw =0
De tilhgrende t¢jninger.findes til
€, = A l(1+sih¢)}i’€ = A l(1+sincp)
1 1 2° - 2 2 2
€3 =-~(A1}A25 %(1—sinw)
Analogt med (3-7) kan man finde
W = >\1 ccosqﬁ + A2?c08cp

Ved hjalp af de positive tgjninger i
(3-12) kan (3-13) skrives som

W= 2c -S089

T+sing )

(eq4te,



(3-15)

(3-16)

,g Eksempel 3.1. Enakset

A et g
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Den fgrste tgjningsinvariant I€ findes
af (3-12), og ved indsattelse i (3-13)
ser man, at (3-10) ogsd galder her.

Lignende beregninger kan ggres ved de gv-
rige skaringslinier. N&r der bortses fra

= g =
2 3
c coty), kan det indre arbejde pr. volu-

flydefladens toppunkt (01 =g

menenhed skrives som

_ cos@ +
W= 2 95tne = €
W= coote I_

Her betyder e¢' de positive hovedtgjnin-
ger. '

I flydefladens toppunkt galder (3-16) og-
sd, hvorimod (3-15) ikke galder, hvilket
umiddelbart ses ved at betragte tgjnings-
vektoren €y = e, = €4 > 0, som hgrer til
i toppunktet. I dette tilfalde er summen
af de positive tgjninger lig ﬁed den fgr-
ste tgjningsinvariant, og (3-15) giver
dermed et andet resultat end (3-16).
(3-15) er angivet af Chen [69.3], som dog
ikke ggr opmerksom p&, at den ikke galder
i toppunktet. g

Generelt kan det indre arbejde pr. volu-
menenhed for et Coﬁiomb—materiale derfor
skrives som (3-16).

strak

Et terningsformet legeme af et Coulomb-
materiale pdfgres pa den ene side en be-
lastning o. Legemet er fastholdt, s& det
kun kan deformere sig i samme retning,
som den pafgrte spanding virker, se fig.
3.1. . :



(a)

(b)

(c)

(da)

For at finde en ¢vré Véfdi g =90 for

bereevnen tankes den frie side bgzeget
stykket Al i spandingens positive retning.
Med legemets kantlengde lig 1 findes ho-
vedtgjningerne til

- Al - -
81—T,€2‘€3‘,‘0

Vi har s8ledes enakset strak.

Nu bruges arbejdsligningen, hvor det ydre
arbejde Ay sattes ;igadet,indre arbejde
Ai' Til at finde-Aiwanvendes (3-16), og
idet legemets volumen er l3 findes

= Al 3
Ohr 1l Al-—ccotcp(«-i-+ 0+ 0)1 |
Flydespandingen findes siledes til
Opy = C coty
Denne verdi er en gvre vardi for flydela~
sten; men vi finder let en nedre veardi,
ved at lade legemet vare udsat for et hy-

drostatisk trak. Det hydrostatiske trak,
der netop opfylder flydebetingelsen er

@vre og nedre vardien er altsd sammenfal-
dende og flydelasten er dermed bestemt af
(c). |

Til deformationstilstanden enakset strak
hgrer derfor~spandingétiistanden hydro-
statisk trazk, hvorimod vi naturligvis ik-
ke kan slutte omvendt.
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3.3 Plan deformationstilstand i Coulomb-materiale

(3-17)

(3-18)

(3-19)

(3-20)

(3-21)

(3-22)

(3-23)

Det ses af (3-4), at den ene af hovedtgj-
ningerne er nul, ndr man befinder sig pa
en af siderne pd flydefladen for et Cou-
lomb-materiale.

Vi vil i det fglgende betragte det til-

falde, hvor' e, = 0, og hvor flydebetin-

gelsen er
%01(1+sin¢) - %02(1—sinw) - ccosp = 0
Beregninger som dé“efterf¢lgende kan na-

turligvis udfgres for alle 6 sider p&
flydefladen. |

For tgjningerne til (3-17) galder

_ 1 . = o e
€, = An§(1+51nm)., €5 = A 2(1 slnw)

For tgjningerne i et X,y-koordinatsystem
vinkelret pd 3. hovedakse galder

= 1 ‘ 2 2
—_2(ex+ey + V%exgey) + wxy

Ppax = (€q7€y)
Ved at indsatte (3-19) i (3-7) og ved an-
vendelse af (3-20) og (3-21) kan det in-
dre arbejde pr. volumenenhed ved plan de-
formationstilstand ogsd skrives som

W = (e1-e‘2)c cosq_g

il

W=g9

nax © €OS®
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(2= - _ 2 2
(3-24) W ccoswl/(ex ey) + (pxy
Ovenstdende formler er angivet af Chen
[69.3]. Som (3-15) galder heller ikke

disse for 04 = 0y = 03
Chen ikke ggr opmerksom pd. For plan de-

= ¢ coty, hvilket

formationstilstand bgr derfor anvendes
det generelle udtryk (3-16).

Vi vil nu betragte en plan homogen defor-
mationstilstand, som finder sted i en
smal zone med hgjden & imellem to stive
dele, market I og II p& fig. 3.2.

Del ITI bevages V i forhold til del I,
som vist pad fig. 3.2. I deformationszo-
nen findes tgjningerne

- = _Y i ' = =
(3-25) Ey = 3 sina , e o, wxy

ol

cosa

Hovedtgjningerne bliver

-V s
(3-26) = 33 (sina % 1)

Af (3-26) far man

. . £ .
o 1 _ sina+1
(3-27) €, sino-1

Ser man bort fra flydefladens toppunkt,
skal (3-18) samtidig vare opfyldt, og ved
at danne det tilsvarende forhold med tgi-
ningerne i (3-18) som i'(3-27) findes be-
tingelsen o = 9.

Sazttes tykkelsen lig med 1 i deformations-
zonen i fig. 3.2 kan det indre arbejde pr.
lengdeenhed Wy = WS opskrives ved anvendel-
se af (3-26) og a = ¢. For W anvendes (3-16).



(3-28)

(3-29)
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Wl' = V ccosy

(3-28) er uafhangig af hgjden §, hvilket
har fg¢grt til indfg¢grelse af de regnings-
messigt bekvemme diskontinuitetslinier,
hvor § - 0, men V bibeholdes og (3-28)
stadig er et udtryk for det indre arbej-
de pr. langdeenhed. Diskontinuitetslini-
er kan betragtes som idealiserede tilkstan-
de pad linie med de velkendte flydelinier

i pladeteorien.

Diskontinuitetslinier med o > ¢ eksiste-
rer ogsa, idet de hgrer til spendingstil-
standen i flydefladens toppunkt. For sa-
danne linier skal i stedet for (3-28) an-
vendes

W1 = Vccoty sino

Betingelsen o > ¢ ved plan deformations-
tilstand betyder, at:

Ved plan deformationstilstand i et
Coulomb-materiale er forskydning
langs en diskontinuitetslinie altid

ledsaget af bevagelse vinkelret pa
linien.

Eksempel 3.2. Liniebrud langs logaritmisk spiral

En geometrisk mulig brudfigur ved plan
deformationstilstand i et Coulomb-mate-
riale er et brud langs en diskontinuitets-
linie, der har form som en logaritmisk
spiral, se_fig. 3.3. Bruddet velges sadan,
at legemet drejes som et stift legeme om
spiralens pol, og vinklen imellem bevagel-

sen i et punkt og den logaritmiske spiral
er o.




(a)

(b)

(c)

(a)

(e)
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Den logaritmiske spiral er givet ved

Ethvert sted langs spiralen har en beva-
gelse V, der er proportional med langden
af r det pdgazldende sted, og som stir vin-

kelret pd r, d.v.s.

V= voewtanw

Vi vil nu opskrive et udtryk for det in-
dre arbejde 1angé en spiralformet diskon-
tinuitetslinie, idet betegnelserne fra
fig. 3.3 anvendes.

En lille vinkel dy betragtes.

Den tilhgrende lengde af spiralen er

For dy findes det indre arbejde af (c)
og (3-28)

dW = Vcrdy

Ved anvendelse af (a) og (b) og ved inte-
gration fra 0 til O findes det indre ar-
bejde for brud langs en spiral med top-
vinklen © til

26tan¢_1]

W = %¢ Vor0 coty [e

Tykkelsen er her sat til 1.

Det bemarkes, at en logaritmisk spiral
(herunder en ret linie) opfylder kravet
om en konstant vinkel ¢ imellem bevagel-
se og diskontinuitetslinie. Et krav der




(£)

ved plan deformation galder overalt pa
flydefladen undtagen i toppunktet.

Den betragtede brudform er den samme som
den man i geotekniske beregninger kalder
liniebrud.

Har man derimod zonebrud i en logaritmisk
spiral, d.v.s. en brudform, hvor hele spi-
ralen er i brud, galder der fglgende ud-
tryk for det indre arbejde

W= cVBrocotw [ezetanw_1]

For V galder ogsi& her (b).

Udtrykket er bl.a. fundet af Chen [69.3].

Eksempel 3.3. Bareevne af skrdning (stabilitet)

(a)

En belastning p anbragt pi en overflade
ner en skranende kant betragtes. En gv-
revaerdi fdr:pjkan findes ved at antage

en brudfigur, som vist p& fig. 3.4. Brud-
figuren er en logaritmisk spiral, der som
et stift legeme drejer sig om polen 0. 0
fastlegges af parametrene 8 og ro. v, i

A danner vinklen ¢ med spiralens tangent
ia.

Med betegﬁéiééfne i fig. 3.4 kan arbejds-
ligningen opskrives. Det bemarkes dog, at
© er en afhangig variabel. © afhanger af
B, r, og det belastede legemes geometri.

Den gennemsﬁitlige lodrette flytning af
p er

b

V_ = Vo cosa (1l - 5525353

P )

Det ydre arbejde bliver




(b)
|
|
} (c)

(d)

(e)

(£)

(9)
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b
2rocosa

A =pr0¢osa(1 - )

y

Det indre arbejde findes af (e) fra ek-
sempel 3.2.

= ‘ 20tany@_
A, = ¥c VQI0 coty [e 11
Af Ay = A, finder man fglgende gvreverdi
for p
LS 20t
an
= [e =y

P = ccote 2ro b cosa~-b*

En ‘geoteknisk stabilitetsberegning efter
Harremoé&s m.fl. [70.1] eller Lundgren og
Brinch Hansen [58.2] ville for samme pro-
blem i et vagtlgst materiale se siledes
ud:

En logaritmisk spiral valges som brudfi-
gur og polen fastlegges (0 i fig. 3.4).

Som»drivende‘moment er der kun belastnin-
gen p, der giver momentet

- bx _b
My = pb (r_cosa 5)

Til det stabiliserende moment bidrager

kun ¢ langs spiralen. Momentet af c kan

efter [58.2] eller [70.1] skrives som

M =

2 .2
s (r1 ro)ccotw

Nf -

Man har, at

- 6tang

r, =r e’

Ved nu at satte M, = M_ findes en gvrevar-
di for p. @vreverdien findes til at vare
bestemt ved (d).
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En geoteknisk stabilitetsberegning byg-
ger altsa pa, at normalitetsbetingelsen
er opfyldt, hvilket man normalt ikke me-
ner er tilfzldet ved geotekniske proble-
mer.

Eksempel 3.4. Bareevne af skrdning

(a)

(b)

(c)

Nu betragtes en skrdning, der er belastet
som vist pd fig. 3.5. Som brudfigur val-
ges to ligebenede trekanter, der bevages

som stive legemer. Imellem dem anbringes

en logaritmisk spiral, som skal have zo-
nebrud.

Langs strakningen AB er bevagelsen Vb,-
som danner vinklen ¢ med diskontinuitets-
linien. Langs BC vokser V samtidig med,
at den drejes, og langs CD har den var-
dien

V= v eetanw
o
Det ydre arbejde findes til

= U -(r 4+ @
Ay p 2r  cos(y +»2)VOCOS(90 (7 + 5) +0)

p‘ r, Vo (1=-siny)

Til det indre arbejde f&s 3 bidrag. Bi-
dragene fra diskontinuitetslinierne AB og

CD findes af (3-28),6g bidraget fra zone-
bruddet i OBC findes'af (f) i eksempel

3.2.

Idet der gzlder
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(a)

(e)

(£)

(g)

A, = cxr V_cosp + c.r,veetancpv e@tantp
o o e} 0

cos
i ®

+ ¢ r, Vo coty [ezetan(p_1 ]

Ved anvendelse af Ay = Ai finder man

C

2®tanw]
1-sin@

p = [cosw-coty+ (cosp—-coty) e
Efter nogen omskrivning og ved indfgrel-
se af 6 = B - % finder man

P =(:cot@[tan2(% + %)Q(ZB*W)tanw*1]

I det tilfzlde hvor B = m, bliver (f)
til

g)eﬂtanm-1]

p = ccotw{tanz(% + 5

hvilket er identisk med den lgsning
Prandtl fandt i 1920 [20.1]. Ovenstéaende
eksempel er gengivet efter Chen [69.3].

3.4 Plan deformationstilstand i modificeret Coulomb-materiale

(3-30)

(3-31)

Ved plah deformationstilstand i et modi-
ficeret Coulomb-materiale, hvor 63 =0
°og ¢, > 0, > 0g4,er flydebetingelsen sam-

mensat af fglgende to betingelser

%01(1+sin¢)~%02(1—sinw)—ccosm = 0

Her svarer (3-30) til glidningsbrud, og

det tilhgrende arbejde pr. volumenenhed

findes af (3-16). For diskontinuitetsli-
nier galder (3-28). (3-31) svarer til et
adskillelsesbrud, og de tilhgrende tgj-

ninger findes v.h.a. (3-2) til



(3-32)

(3-33)

(3-34)

(3-35)

(3-36)

(3-37)
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€4 = At €y, = 0

For adskillelsesbruddet bliver det in-
dre arbejde pr. volumenenhed

Betragter vi deformationszonen i fig.
3.2, ser vi af (3-26), at der som ventet
er adskillelsesbrud for o = %. Det indre
arbejde pr. l@zngdeenhed findes af (3-33)
Og (3-26) til at vare uafhangigt af §
Oog det bliver

1'

Nar béde (3-30) og (3-31) er opfyldt sam-
tidig, findes de tilhgrende tgjninger af
(3-18) og (3-32) til at vere

€, = 50 (1+sing@)+)"' €y = =% (1=-sing)
Det indre arbejde pr. volumenenhed er

18,‘] +02€2

Ved inds@ttelse af (3-35) i (3-36), og
idet bade (3-30) og (3-31) er opfyldt,
finder man '

W = )\c cosy +_A'GA
Igen betragtés deformationszonen i fig.
3.2, hvor (3-26) og (3-35) skal vare op-
fyldt. '

Hvis A' = 0 f&r man det rene glidnings—
brud, og (3-28) er galdende. Hvis \ = 0,
far man adskillelsesbrud, og (3-34) er
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gaeldende. Hvis b8de A' # 0 og A *# 0, bli-
ver 7 > o > @. Af (3-26) og (3-35) kan

A og A' findes, og ved indsattelse i
(3-37) f4r man, at arbejdet pr. lengde-
enhed er uafhengig af §. Man finder

. - v(l=sina sina-sing .
(3 38) Wl = V(m C cosyp+ 1-sina OA)’ OL_>_tD

Det ses, at (3-28) ogsd galder i de til-
felde, hvor a = ¢ og o = %. Formlen giver
altsd det indre arbejde pr. langdeenhed
af en diskontinuitetslinie i et modifice-
ret Coulomb-materiale. .

En omskrivning af (3-38), s& den enaksede
trykstyrke o_ indgdr, kan foretages v.h.a.
(2-6) . Man finder dermed

—ad sing-sin
- V(1 sina =, sing @

(3-39) 1w, 2 c T-sinp C°A’’

a>e

I ovenstiende er anvendt adskillelsesstyr-
ken Op * Hvis det enaksede trakbrud er et
adskillelsesbrud, er Op = Oy 09 o, kan i
s§ fald indsattes i (3-38) og (3-39).

Eksempel 3.5. Drucker, Prager og Chens lgsning

Drucker og Prager [52.4] har fundet (3-28)
og (3-38) for 0p = 0 ved at se pd brudbe-
tingelsen for et Coulomb-materiale og et
modificeret Coulomb-materiale i et g, T
koordinatsystem. P4 samme m&de har Chen
og Drucker [69.2] fundet (3-38).

Normalitetsbetingelsen sammen med (3-25)
viser, at V skal danne en vinkel a >0

med diskontinuitetslinien, se fig. 3.6.
Det indre arbejde pr. langdeenhed af en
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diskontinuitetslinie findes som § multi-
Pliceret med vektorproduktet af spandings-—
vektoren og tgjningsvektoren.

_ v
(a) Wl— (So_b'g

Resultaterne fra plan deformationstil-
stand i diskontinuitetslinier er sdledes
ikke nye men har ikke fgr varet udledt
pPd baggrund af flydebetingelsen p& ho-
vedspandingsform.

3.5 Plan spandingstilstand

Nu betragtes igen deformationszonen i
fig. 3.2. Vi antager, at sdvel den plane
spandingstilstand som deformationstil-
standen i deformationszonen er homogen.
Problemet kan nu behandles som et plant
problem, idet vi kun ser p& det, der sker
i papirets plan.

For et Coulomb-materiale eller modifice-

ret Coulomb—materiale, hvor Op > Op

flydebetingelsen ved plan spandingstil~

er

stand, hvor ¢, = 0, optegnet p& fig. 3.7.
Der indlagges et tgjningskoordinatsystem
sammenfaldende med spandingskoordinatsy-
stemet, og det kan nu let afggres, hvor
en forelagt tgjningstilstand hgrer til,
idet tgjningsvektoren skal vare normal
til flydekurven.

Tg¢jningerne i den betragtede deformations-
zone er igen givet ved (3-26), og man

ser, at €y > 0 og €, < 0, d.v.s. man pé&
fig. 3.7 befinder sig i omr&det 1-2-3. I
punkt 1 kan tgjningsvektoren dog kun va-
re parallel med €4 aksen. For det indre
arbejde pr. volumenenhed i det navnte om-

rédde kan fglgende formler opstilles



(3-40)

(3-41)

(3-42)

(3-43)

(3-44)

_(3—45)
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I punkt 3
- £, < - % ¢
W= -o,¢, 2 -k 1

I punkt 2
W= g>—l€
= O¢ &4 2 — k ™1

Langs 2~-3
= - 1 ¢
W = Op €4 = —0, ) k €1

1 €2=0

For tgjningerne indfgres (3-26), og for

k indfgres den sidste sammenhang i (2-5).
Man ser dermed, at (3-42) er opfyldt, nar
a = @.

Af formlerne (3-40) - (3-43) findes ar-
bejdet pr. langdeénhed W, = Wé i defor-
mationszonen til

1

Wl = %oc\I(I-Sina), o < @
: 1=-sing .
= X L—51he
Wl 30, T7s1i (1+sina), o > o

Her giver (3-44) det indre arbejde pr.
langdeenhed i 3 og langs 2-3 og (3-45)

i 2, langs 1;2 og langs 2-3. Udtrykkene
er uafhangige af §, sdledes at vi ved
plan spandingstilstand pd samme midde som
ved plan deformationstilstand kan indfg-
re diskontinuitetslinier, hvor § - 0.

For et modificeret Coulomb-materiale,
hvor Op = Ops €r flydebetingelsen ved
pPlan spandingstilstand vist p& fig. 3.8.
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(3-46)

(3-47)

(3-48)

(3-49)

(3-50)

Igen er 1-2-3 de mulige placeringer af
tgjningsvektoren fra deformationszonen
i fig. 3.2.

Koordinaterne til 2 er
(01,02) = (ot,kot—ac)

I dette punkt bliver det indre arbejde
pr. volumenenhed

W = Op 81 + (kct—oc) €, €

€y 2~

1

k €1
Langs den gvrige del af flydekurven gal-
der som fgr (3-40), (3-42) og (3-43), i-
det dog kun den sidste relation i (3-42)
er gyldig.

P& samme mdde som ved Coulomb-materialet
kan man nu ved det modificerede Coulomb-
materiale finde det indre arbejde pr.
langdeenhed af en diskontinuitetslinie.

Man finder

= i - o <
Wl 20c V (1-sina) <9

- i sina-sing S
Wl = %GCV (1-sina) +-——-——-——-—-—1_Sinm otV a >

(3-48) giver det indre arbejde pr. langde-
enhed i 3 og langs 2-3 og (3-49) i 2,
langs 1-2 og langs 2-3.

P4 fig. 3.9 er flydebetingelsen vist for
plan spandingstilstand og O, = Of Til det
indre arbejde pr. volumenenhed giver kun
negative tg¢jninger bidrag, hvilket kan
skrives som

W= %cc(ie1i+iezl-(e1+€2))
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Det indre arbejde pr. langdeenhed af en
diskontinuitetslinie kan findes af (3-50)
og (3-26). Man finder

- = 1 -si
(3-51) Wl 2oc\{(1 sina)

Det samme resultat ville man naturligvis
ogsd finde af (3-48) og (3-49) for 0.= 0.
(3-50) og (3-51) er udledt af Nielsen
[69.4] i forbindelse med hans arbejde

med jernbetonskiver.

Det bemazrkes, at for o, = o0, er (3-49) i-
dentisk med (3-39). Man bemerker ogs§,

at for a = ¢ er (3-44) og (3-45) identisk
med (3-28). I nogle omrdder af flydekur-
ven for plan spandingstilstand vil den
tilhgrende tgjningstilstand altsd ogsa
vare plan. For flydebetingelsen i fig.
3.7 gaelder det naturligt nok, nir o = o.
For flydebetingelserne i fig. 3.8 og 3.9

gelder det for o > .

Omvendt kan man ikke slutte, at man ved
plan deformationstilstand, hvor (3-28)
eller (3-29) galder, ogsi har plan span-
dingstilstand.

Disse forhold er betinget af, at den mel-
lemste hovedspanding ingen indflydélse
har ved de her anvendte flydebetingelser.

Eksempel 3.6. Tilnarmelse ved diskontinuitetslinier

Vi vil igen se p& deformationszonen i

fig. 3.2, og vi antager, at der er plan
spandingstilstand. I dette eksempel vil
vi se pa, hvad der sker i deformations—
zonen, ndr vi forlader den plane teori.

Legemet med deformationszonen har nu en
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udstrakning vinkelret pd papirets plan,
0og i den homogene deformationszone vil

der vare en tgjning ¢ som ikke er nul,

3'
bortset fra det specielle tilfalde, hvor
vi bédde har plan spandings- og deforma-

tionstilsgtand.

Hvis man har en plan spandingstilstand,
der hgrer til i pkt. 3 i enten fig. 3.7,
3.8 eller 3.9, md der derfor vare inhomo-
gene overgangsomrader imellem den homoge-
ne deformationstilstand og de stive dele
I og IT pa fig. 3.2. Bidraget til det in-
dre arbejde fra disse overgangsomrider

er der saledes set bort fra, ndr man an~
vender formlerne i afsnit 3.5.

Eksempel 3.7. Trykforsgget

(a)

(b)

(c)

En skive udsat for et enakset tryk p be-
tragtes. Brudbetingelsen er den p& fig.
3.9 angivne. Brud antages at foregd langs
en diskontinuitetslinie med haldning B,
se fig. 3.10. Bevagelsen V danner vinklen
o med diskontinuitetslinien.

Det ydre arbejde AY findes til

Ay = pbVcos (90 - (B-a))

Det indre arbejde fra diskontinuitetsli-
nien findes af (3-51)

A,
1

\ b
%00\7(1-31na) cosB

Af Ay = Ai finder man

1-sina
¢ cosB sin(B-a)

P = %0

(c) er en gvre vardi for bareevnen og ved
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at minimalisere med hensyn til a og B

finder man minimum for
=T 4 0
(d) 8 7t 3
Minimum findes som ventet til
c

p = 0 -

3.6. Betons plastiske egenskaber

Vi vil her ganske kort se p&, hvor godt
beton opfylder betingelserne for at kun-
ne beregnes efter de regler, som i dette
kapitel er opstillet for det modificerede

Coulomb-materiale, med Op = Ope

I afsnit 2.3 blev forsggresultater for
beton sammenlignet med Coulombs modifi-
cerede brudhypotese, og overensstemmel-
sen fandtes at vere rimelig. Hypotesen
er altsd anvendelig som flydebetingelse,
idet de simple brudforsgg passer med hy-
potesen. Derimod kunne fig. 2.8 tyde pa,
at flydebetingelsen for beton ikke altid
er konveks, ndr trakspandinger optrader.
Man skal imidlertid vare forsigtig med
at drage denne slutning, idet eksisteren-
de forsggsresultater ikke er entydige pa
dette punkt, og forsggene er vanskelige
at udfgre tilfredsstillende.

De simple tryk- og trzkarbejdslinier for
beton blev behandlet i afsnit 2.4, og vi
sd, at en idealisering af beton til et
stift-plastisk materiale var en drastisk
idealisering.

I virkeligheden vil der ogsi forekomme
elastiske tgjninger; men i den stift-pla-
stiske model betragtes kun den sluttil-~
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stand, hvor flydespandingen er opndet si
mange steder og i s& store omrader, at
en geometrisk mulig brudfigur kan udvik-
les.

For at kunne'anvende denne fremgangsmia-
de, m& de elastiske t@¢jninger vare smi

i forhold til de plastiske. For beton si
vi i afsnit 2.4, at dette ikke er tilfal-
det, hverken ved enakset tryk eller enak-
set trek. Vi s& ogsa, at for tryk falder
spandingen efter at have opnaet sin maxi-
malvaerdi, og at for trak er der sjzldent
nogen evne til fortsat deformation, efter
at maximalspandingen er opnaet.

Bidraget til det indre arbejde fra omréa-
der med adskillelsesbrud vil altsd of-
test vere forsvindende. Fra glidningsbrud
vil bidraget ofte vare mindre end bestemt
ved formlerne i dette kapitel, idet hele
brudfladen ikke vil vare fuldt aktiv. For
dette forhold kan vi indfgre en effekti-
vitetskoefficient v < 1, som en brudfla-
de skal multipliceres med for at give en
#kvivalent fuldt udnyttet brudflade.

Det kan ogsd ggres ved at multiplicere

O med v, hvorved man fidr en akvivalent
brudspanding over hele arealet. Dette er
gjort af Nielsen [69.1] i forbindelse med
opstilling af en nedrevardilgsning for
bjzlkers forsdeningsbereevne.

I forbindelse med armeret beton vil en
hensigtsmaessig armeringsplacering for-
modentlig kunne ¢gge v.

Sluttelig skal der her ggres opmarksom
Pd, at normalitetsbetingelsen kraver en
volumenudvidelse under flydning. En vis
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volumenudvidelse er fundet ved forsgg,
men der foreligger ikke resultater, der
kan bekrazfte eller afkrafte normalitets-
betingelsen. '

De resultater, man finder ved plastiske
beregninger, skal altsd anvendes med for-
sigtighed, idet det endnu er uafklaret,

i hvor hgj grad forudsatningerne for de
plastiske beregninger er til stede. I

den udstrakning forsgg understgtter be-
regningerne, kan de naturligvis altid
anvendes.
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4.1 Indledning

4.2 Glidningsbrud
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I dette kapitel betragter vi et stgbe-
skel, der er anbragt, s& det danner en
vinkel B med en normal til belastnings-
retningen, se fig. 4.1. Stgbeskellets
plan er vinkelret pd papirets plan.

Et stgbeskel vil normalt betyde en svak-
kelse af legemets bareevne langs selve
stgbeskellet. Regner man med, at Coulombs
brudhypotese ogsd kan anvendes som brud-
betingelse for stgbeskellet, kan denne
svaghed tages i regning ved indfgrelse

af nye vardier for c og ¢ geldende i st¢-
beskellet. Udfgres stgbeskellet med no-
gen'ruhed, vil man ofte have samme ¢ som
i monolitisk beton, hvilket der vil bli-
ve vist eksmpler péa i dette og i naste
kapitel. I sddanne tilfalde kan man i
stgbeskellet indfgre c' < ¢, medens frik-
tionsvinklens stgrrelse bibeholdes.

Vi ser nu pd en brudmekanisme, hvor der
indtrader et glidningsbrud langs stgbe-
skellet, hvorved vi far plan déformations-
tilstand, og diskontinuitetslinien falder
sammen med st¢beske11et. Ved beregninger-
ne skal vi derfor bruge stgbeskellets
styrkeparametre.

Deformationsvektoren V danner vinklen ¢'
med diskontinuitetslinien. ¢' er frik-
tionsvinklen gzldende for stgbeskellet.
Denne vinkel behgver som f¢r navnt ikke
at vere lig med friktionsvinklen ¢ for
den monolitiske beton.
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(4-3)

(4-4)
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Med betegnelserne fra fig. 4.2 findes
det ydre arbejde til

= - '
Ay obrticos(90 B+e@')
Det indre arbejde findes af (3-28) og
det bliver her

b

cosB t

Ai = Vc' cosy'

Af disse udtryk findes en gvrevardi for
bareevnen til ’

5. = cosg'
pr cosB sin(B-¢")

cl

Den mindste bareevne findes, nir stgbe-

]
skellet har haldningen B = % + %T og den
bliver
. - 2c'cosg’
br,min 1=sing’

Ved sammenligning med (2-6) ser vi, at
cbr,min er trykstyrken for en beton, der
har stgbeskellets styrkeegenskaber.

Hvis stgbeskellets haldning g¢gges eller
mindskes i forhold til B8 = % + %% stiger
styrken. Denne kan dog aldrig blive stgr-
re end O for den monolitiske beton. Hvis
B har en stgrrelse, si man af (4-3) far
Spr > Tar vil der blot ske brqd uden for
stgbeskellet. Bareevnen ved s&dan et brud

vil vaere ¢ = .
br Uc

Denne bareevne findes i ¢Vrigt}uanset om
man forudsatter plan Spandingstilstand
eller plan deformationstilstand ved brud
i den monolitiske beton. For plan span-
dingstilstand er dette vist i eksempel
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(4-5)

(4-6)

(4-7)

(4-8)

W5

3.7 og for plan deformationstilstand
fremgar det af (4-3) og (4-4), idet c'
og @' erstattes af ¢ og ¢ ved den monoli-
tiske beton. (4-3) er da det generelle
gvrevardiudtryk, der har minimum (4-4)

for B =’% + %.

Denne overensstemmelse mellem bareevnen
ved plan deformationstilstand og plan
spandingstilstand fglger af, at den mel-
lemste hovedspanding ikke indgir i brud-
betingelsen. Et forﬁold der er narmere
omtalt i afsnit 3.5.

Den fundne ¢vreverdi for bareevnen (4-3)
er i gvrigt en eksakt lgsning, hvilket
ses af fglgende nedrevardibetragtning.

I stgbeskellet er brudbetingelsen
Tl = ¢' - o tang!

En ydre belastning ¢ giver anledning til
en forskydningskraft og en normalkraft

i stgbeskellet. Regnes disse ensformig
fordelt langs stgbeskellet, findes sam-
menhangen mellem den ydre bélastning ol
Oog spandingerne (o,t) i stgbeskellet med
hazldningen B til (se fig. 4.3):

o = -0' cos?B

~
1l

o' sinB cosp
En nedre verdi for brudbareevnen Opy fin-

des ved at satte o' = Ggr i (4-6) og (4-7)
samt at indsatte disse i (4-5).

] : -~V oot 2 '
Obr sinf cosB c Gbr cos“B tany
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Denne kan omskrives til

o = c'cosy'
br  cosB8 sin(B-¢')

@vrevaerdien (4-3) og nedrevardien (4-9)
er altséd ens, og den fundne lgsning er
dermed den eksakte lgsning.

Bereevnens afhangighed af stgbeskellets
haldning B er optegnet p& fig. 4.4. De
vandrette linier svarer til brud uden
for stgbeskellet, og den krumme del af
kurven stammer fra glidningsbrud i stg-
beskellet.

4.3 Glidnings- og adskillelsesbrud

(4~10)

(4-11)

(4-12)

Vi ser nu pd det tilfalde, hvor brudbe-
tingelsen for stgbeskellet fglger Cou-
lombs modificerede brudhypotese.

Brudfiguren ved brud i stgbeskellet ser
nu ud som péd fig. 4.5, og det indre ar-
bejde findes ved hjelp af (3-38), idet
dog c¢' og ¢' anvendes.

Bidragene til arbejdsligningen bliver

Ay = Gbr b t Vcos(90-8+q)

- 1-sina ' '
Ay V(1—sinw' c'coso' +
iy _
sina §1qy G!) b e
1-sing t’ cosB

En ¢vrevardi for bareevnen findes heraf
til
.(1rsina)c'coswf+aé(sihjrSinm')

Opr ~ cosB sin(B-a) (1-sing")




(4-13)

(4-14)

(4-15)

(4-16)

(4-17)
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Heri betegner oé trakstyrken vinkelret pi
stgbeskellet. Denne trakstyrke vil nor-
malt vaere mindre end traekstyrken i den
monolitiske beton. For at lette beregnin-
gerne udtrykker vi trakstyrken som en del
af trykstyrken for en beton med stgbeskel-
lets egenskaber, d.v.s. som en del af

(4-4)

bzc'COSw'
| - £C COS9_
O¢ k 1-sing!
hvor konstanten k < 1. For monolitisk be-

ton er den ofte omkring f%. (4-12) bli-
ver herefter

o - c'coso'
br (1-sin@')cosB sin(B-a)

2k(sina-sinw'))

(1-sina + T-sing’

I dette udtryk er o variabel, og mini-
mum findes for

- -~ (1-sing) (1-sina)+2k (sino~sing)
tan(B-a) = (1-sing)cosa-2k cosa

Ligningerne galder, nar o > @'. Ved det
normale glidningsbrud er a = ' og (4-3)
er stadig galdende.

Vi betragter fgrst det tilfaelde, hvor
trakstyrken vinkelret p& stgbeskellet er
nul, d.v.s. k = 0. (4-14) og (4-15) bli-
ver dermed til

6. = c'cosy' (1-sina)
br (1-sin@') cosB sin(B-a)

. 1=sina
tan(B-a) = coso,

Af (4-17) findes minimum, nidr o = 28 - =
Oog minimum bliver




(4-18)

(4-19)

(4-20)
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5 = 2c¢'coso’

br 1~sing'
Som navnt gelder (4-18), ndr o > @',
d.v.s. nar stgbeskellet har en haldning

1]

B > % + %T' For et stgbeskel med mindre
haldning galder (4-2), dog siledes at
Opr < 04+ hvor 0, er den monolitiske be-

tons trykstyrke.
Den fundne bareevne er vist pa fig. 4.6.

Dernast betragter vi det tilfalde, hvor
cé >0, div.s. k > 0. I dette tilfzlde
gelder (4-14) og (4-15) for o > ' og
(4-3) for a = ¢@'.

I graznsen for formlernes gyldighed er

stgbeskellets heldning B, givet ved

(1-sing') ?
(1-sin@') cose'~2k cose’

tan(81—w') =
Dette kan omskrives til

| - Y '
tan(sy-e) = san] - §) loaine

Da vi har k > 0, bliver faktoren pa
tan(% - %%) stgrre end 1 og dermed vi-
ser (4-20), at stgbeskellets haldning
ved overgangen fra (4-3) til (4-14) og
(4-15) er

(p'
+ -
' 2

w
—

v
=3

En forggelse af trakstyrken i stgbeskel-
let (~ forggelse af k) forgger dermed
gyldighedsomradet af (4-3). Princippet i
bareevnens afh&ngighed er vist pd fig.
4.7.



i

46

Eksempel 4.1. Forsgg af Johansen

Blandt de ®ldste forsgg med stgbeskel
(muligvis de aldste) er Johansens [30.1]
fra 1930.

Ved forsggene stgbtes nederste del af
prgvelegemet med den skrd flade imod en
parafinbehandlet stdlplade. Efter 7 eller
14 d¢gn fugtedes den skra flade, og den
gverste del af prgvelegemet pastgbtes.

Prgveresultaterne er afbildet i et 7,0~
koordinatsystem, hvor 1,0 er spandinger-
ne ved brud i stgbeskellet, jfr. (4-6)

og (4-7). Denne afbildning har den for-
del, at glidningsbrudbetingelsen for stg¢-
beskellet (4-5) afbildes som en ret li-
nie, og vardierne for c' og @' er lette
at aflese. Derimod ses betydningen af
stgbeskellets heldning ikke si godt, li-
gesom det er svart at se en eventuel ind-
flydelse fra en lille trakstyrke.

Af figuren og oplysningerne i [30.1] fin-
des v.h.a. (4-6) og (4-7) sammenhangen
br ©9 stgbeskellets
heldningsvinkel B. Disse er indtegnet p&
fig. 4.8 sammen med (4-3), hvori c' =
3MN/m? og tang' = 0,75 (®' = 37°). (Jo-
hansen angav selv C'==3MN/m2 og ¢'=0,8).

imellem brudstyrken o

De indtegnede forsggsresultater er middel
af 4, bortset fra B = 45,6, hvor &t af
forsggsresultaterne er udelukket, idet
det var markant lavere end de gvrige.

Resultaterne passer godt med (4~3), hvil-
ket ogs& var at vente, da (4-3) er iden-
tisk med den velkendte (4-5). Dette blev
vist ved nedrevardibetragtningen sidst i
afsnit 4.1.
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Den anvendte monolitiske beton havde
styrken 0, = 30MN/m?, hvortil svarer
c =7,5MN/m?, nir ¢ = 37°. Stgbeskellet

har altsd nedsat c med 60%.

En vurdering af de formler, der er op-
stillet i afsnit 4.2, har ikke veret mu-

ligt p.g.a. manglende forsggsresultater.




5. FORSKYDNING

5.1 Indledning

(5-1)

(5-2)
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I dette kapitel vil vi se p& nogle bare-
evneproblemer i armeret beton. Armeringen
antages ligesom betonen at vare stift-

pPlastisk med flydespazndingen o._. Ligele-

F
des antages det, at armeringen kun kan

tage krafter i lengderetningen.

Fig. 5.1 viser princippet i det forskyd-
ningsproblem, vi bétragter. Et legeme be-~
lastes af to modstdende krafter, og brud
optrader ved, at den ene del bevager sig
nedad og bort fra den den anden. Denne
bevagelse foregdr langs en diskontinui-
tetslinie'imellem de ydre belastninger.
Vinkelret pd diskontinuitetslinien er an-

bragt armering med et samlet areal pad F.

Hpjden af forskydningsbruddet betegnes h,
se fig. 5.1 og bredden vinkelret pa pa-
Pirets plan b. Idet betontvarsnittet er
meget stgrre end F, bliver det b - h. Ar-
meringsgraden indfgres som forholdet imel-
lem armeringens trakflydekraft og beton-
ens trykbrudkraft vinkelret p& linien
imellem de ydre belastninger, d.v.s.

Fo

Den ydre belastning P regnes javnt for-
delt over tversnittet, sdledes at for-
skydningsspandingen T er givet ved

T:-—P__.
bh

De efterfglgende beregninger vil blive ddf
fort som gvreverdiberegninger. Ved opstil-
ling af arbejdsligningen kommer der nu
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to bidrag til ‘det indre arbejde. Det ene
fra armeringen og det andet fra betonen.
Betonen vil vi i fgrste omgang betragte
som et materiale med en brudbetingelse,
der fglger Coulombs modificerede brudhy-
potese. I afsnit 5.5 vil vi indfgre en
faktor, med hvilken vi sgger at tage hen-
syn til, at der ikke kan opnds fuld virk-
ning fra betonen.

Her er kun behandlet tilfzldet med arme=
ring vinkelret p3 diskontinuitetslinien.
Skréa armering kan naturligvis behandles

tilsvarende.

5.2 Plan deformationstilstand

Brudfiguren pad fig. 5.2 anvendes, og idet
vi har plan deformationstilstand, ved vi,
at vinklen a imellem V og diskontinuitets-
linien er stgrre end eller lig med frik-
tionsvinklen ¢. Beregningerne deles i to
S dele, afhangig af om a = ¢ eller o > .

ez @
Bidragene til arbejdsligningen bliver

(5-3) Ay = Pbr\fcosw

Fra betonen findes af (3-39)

- — 1-singy
(5 4) Aib "—?———_Othb

Idet armeringen kun tager krafter i lang-
deretningen bliver |

(5=-5) Aia = F O'FV sing

Af Ay = Aia + Aib finder man, idet (5-1)
og (5-2) indfgres



(5-6)

(5-7)

(5-8)

(5-9)

(5-10)

(5-11)

(5-12)
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"br _ 1-si
= NP + o tano
9 2 cosy
c
Tbr
I et o, < ~koordinatsystem er (5-6)
c

en ret linie.

a_> @

Analogt til (5-3) og (5-5) findes

A = P V cosa
Yy br

A,
la

i

F GF V sinqg

Bidraget fra betonen findes igen af
(3-39).

1-sinoa 5 sino=-sing

A = 2 c 1-siny

ib _GtXVIIb

Den samlede arbejdsligning giver analogt.
med (5-6)

9)

T : . .
br _ 1-sina + ——sino-sin® _“t ® tano
O 2 coso, (1-sing) cosa Ou

Dette er en ¢vrevaerdi, hvori o er vari-
abel. Den vardi af o, der giver minimum,
findes efter nogen regning til

Ot
sino = 1 - 2 <
Ot
1-sinp - 2 — sing
Crc

Minimum for (5-10) findes herefter til

g

s t .
L o, 1-sing - 2 EZ sing o,
o, Y @) T - @)

C C . €
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(5-13)

(5-14)

(5-15)

(5-16)

(5-17)
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T _
I et ¢,—§§5-koordinatsystem er (5-12) en
c

cirkel, der har centrum i

T o
br 1 1 t

(Q) — = (.... - - -, 0)
' cc 2 siny Og

Betingelsen for af (5-12) er gyldig, er
at a > ¢, d.v.s.

sino > sing

Af (5-15) og (5-11) finder vi, at (5-12)
er gyldig, nar '
1-sing 0t
® < — - (1+sine) 5
c
Overgangen fra den rette linie (5-6) til

cirklen (5-12) finder sted i det punkt,
hvor linien tangerer cirklen. Dette punkt

er
T . g
(@, 25 = (=800 _ (1454ng) £,
C . C
1+sing ,1-sing Ot
cosQ ( 2 ~ sing EZ))

P& fig. 5.3 er (5-6) og (5-12) optegnet,
Og nogle karakteristiske punkter er pé—
skrevet. For o < 0 er kurven tegnet punk-
teret, idet den ikke har nogen fysisk me-
ning, (se dog afsnit 5.4). Bemark i gv-
rigt kurvens store analogi med Coulombs
modificerede brudhypotese, fig. 2.3.
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5.3 Plan spandingstilstand

(5-18)

(5-19)

(5-20)

(5-21)

(5-22)

(5-23)

Nu betragter vi et problem helt analogt
med det foregdende, bortset fra at forud-

s@tningerne er plan sp&ndingstilstand. Bi-
draget til det indre arbejde fra betonen
findes af (3-48) og (3-49), idet brudbe-
tingelsen er den i fig. 3.8 viste. Bereg-
ningerne opdeles i 4 tilfalde, afhangig

af vinklen o pa fig. 5.2.

I dette tilfelde giver armeringen intet
bidrag til det indre arbejde, da bevagel-
sen er vinkelret pa& armeringen. Bidraget
fra betonen findes af (3-48), hvorved vi
far

AY = Pbr v

Ai = Aib = %othb

Resultatet bliver dermed

Tbr

_br _ 1
cc 2

Det bemerkes, at (5-20) er uafhengig af
armeringsgraden o®.

De tre bidrag til arbejdsligningen bliver:

Ay = Pbr V cosa

Aib = %GCV (1=-sina) hb

Aia = F oFV sino



(5-24)

(5-25)

(5-26)

(5-27)

(5-28)

(5-29)

(5-30)

(5-31)
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En ¢vrevardi for bareevineén findes dermed
til
T

br _ 1-sina

~ 2 cos
O o

+ @ tana

Minimum for (5-24) findes for
sina = 1-20

Minimum bliver

T
br _ /T

C

T

I et o, 7?5 ~koordinatsystem er (5-26)
c

en cirkel med centrum

T
br, _ 1
(Qr “6,_"—) - (Or '2‘)
C

Cirklens radius bliver

r=1

(5-26) galder for 0 < a <y, d.v.s.

0 < sino < sing

Af (5-29) og (5-25) findes gyldighedsom-
radet for (5-26) til

1—?mp<@<

1
2

T .
I 0, 7?5 -koordinatsystemet er (5-20)
c ‘ v

tangent til (5-26) i punktet

T
b
(@, Or) = (}2'1
C

1
5)
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Bortset fra @ndring af o til ¢ bliver .
arbejdsligningens bidrag lig med (5-21),.
(5-22) og (5-23), og i stedet for (5-24)
finder man
“br 1-sing
(5-32) = + @ tang

Oc 2 cosy

(5-32) er identisk med (5-6) og er en
Ty
ret linie i et @, 7?5 ~koordinatsystem.

(5-32) tangerer cirlen {5-26) i det ene
endepunkt for cirklens gyldighedsomréide,

d.v.s.
T . _
(5-33) (@, 2%y - (l=sine | cose,
o 2 2
c
a_z_ ¢

Betonens bidrag til arbejdsligningen fin-
des af (3-49) og bliver

_ _ (1=-sina sina-sing
(5 34) Aib— ("‘——'T— 0C+mct)Vhb

De ¢gvrige bidrag til arbejdsligningen er
identiske med (5-21) og (5-23). En gvre-

verdi for bareevnen findes herefter til’

T . . . o
(5-35) br _ 1-sina + -Sina-sing t . ® tano
O 2 coso. (1-sing) cosa O

Ligningen er identisk med (5-10), hvorfor
vi kender minimum

Tt
Tbr Ot 1=-sing - 2 3; siny Gt
(5-36) —— = /(& + —) ( — - @+ )
Uc Oc 1=-sing O

(5-36) er en cirkel, der er gyldig, nir
(5-16) er opfyldt. Cirklen tangerer (5-32)
i et punkt, der er givet ved (5-17).
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For o > ¢ er bareevneformlerne ved plan
spandingstilstand sammenfaldende med ba-
reevneformlerne ved plan deformationstil-
stand. Dette er endnu et eksempel pd, at
plan spandingstilstand i en del tilfalde
er ledsaget af plan deformationstilstand.
Dette skyldes som navnt i afsnit 3.5, at
den mellemste hovedspanding er uden betyd-
nig ved Coulombs brudhypotese og modifice-
rede brudhypotese.

P4 fig. 5.4 er bareevneformlerne for plan
spandingstilstand 6ptegnet. Nogle enkelte
karakteristiske vardier er paskrevet, (se
ogsa fig. 5.3).

5.4 Normalkraftens indflydelse

En ydre normalkraft, som vist p& fig. 5.5,
kan let tages i regning.

Med en given verdi af normalkraften N gi=-
ver det ydre arbejde ved den viste brudfi-
gur '

(5-37) Ay = Pbr\fcosa + NV sino
Det indre arbejde fra betonen betegnes
blot Aib og er afhangig af a men i gvrigt
identisk med de udtryk, der er anvendt i
afsnit 5.2‘og 5.3. Fra armeringen findes
som sadvanlig

(5-38) | Aia = F‘OF\Isina

Arbejdsligningen giver hermed

(5-39) Pberosoc + NVsing = Aib + FGFVSln()L

Vi indfgrer nu spandingen o, som den jevnt

N
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fordelte normalspanding, der stammer fra
N, d.v.s.

- o . N_

Herefter kan (5-39) skrives som

T A, o
(5-41) ;’r = co‘sa vgb + (0 - Bﬂ)tana
C C C

Dette udtryk er fuldstandig analogt med
de tilsvarende udtryk i afsnit 5.2 og

5.3. Den eneste forskel er, at ® nu er
o

erstattet med @ - EE' Indfgrer vi
c

(5-42) o* = o -

C\'Q
a =

kan alle de fgr indregnede formler anven-
des ved at indsatte ®* i stedet for ®.

Formlerne viser som ventet, at en ydre
trykkraft @¢ger bareevnen. Forggelsen er
lig med en forggelse af armeringen, sva-
rende til en flydekraft, der er lig med
den ydre trykkraft.

P& samme m&de svarer en trakkraft til, at
armering fjernes.
P4 fig. 5.3 og 5.4 viser en normalkraft

T

sig ved en forskydning af 7?£ aksen.
c

5.5 Forskydning i beton

De forudgéende beregninger er foretaget
for et stift-plastisk modificeret Cou-
lomb-materiale.

Som navht i afsnit 3.6 er beton ikke
stift-plastisk. Brudtgjningen er begran-
set, og de elastiske tgjninger er af sam-—
me stgrrelsesorden som de plastiske. Yder-
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(5-43)

(5-44)

(5-45)

(5-46)

(5-47)

(5-48)

ligere er betonens trykarbejdslinie fal-
dende for stgrre tgjninger end den, der

svarer til o = ¢ = 0 _.
max c

Disse ting medfgrer, at man ikke kan for-
vente, at et brudsnit giver et betonbi-
drag til modstandsevnen, der er s& stort,

som formlerne i afsnit 3 angiver.

For en given konstruktion kan vi nu ind-
fgre en faktor (effektivitetskoefficient)
v < 1, som skal multipliceres med area-
let bh for at f& et akvivalent areal,
som vi kan regne med giver et fuldt bi-
drag til det indre arbejde. Det betyder,

at samtlige de foregdende formler vil vae-

re gyldige, hvis vi erstatter Tbr’ ® og
ON med
P
4 = _br
br vbh
o' = Fop
\)bllcc
N
1 _
°“ T Vbn

Sammenha&ngen mellem disse st@grrelser og
de tilsvarende ikke markede stgrrelser
findes til

1
U = e
Tbr v Tb'r
o' = Lo
Vv
1
! = e
N v °n

Da det er de ikke markede stgrrelser, det
er behageligst at arbejde med, opskrives
formlerne ved hijzlp af disse. Fremgangs-
maden er at erstatte alle Tpr’ @ ©9 Oy



58 -

5.6 Formeloversigt

i de udregnede formler med t!_, ®' og o!,

br
hvorefter (5-46) - (5-48) anvendes for at
f4 formlerne udtrykt ved Tpp? @ 09 0. I

afsnit 5.6 er der givet en systematisk
oversigt over formlerne.

Med indfgrelse af effektivitetskoeffici-
enten v kan man sige, at vi har fjernet
0s noget fra gvrevarditeknikken. Imidler-
tid kan gvrevarditeknikken alene ikke an-
vendes til bareevnebestemmelse. Den md
enten sammenholdes med nedreverdilgsnin-
ger, eller man md verificere gvrevaerdi-
lgsningernes brugbarhed ved forsgg.

En vurdering af formlerne i afsnit 5.6
ved hjzlp af forsggsresultater md i for-
ste omgang galde en sammenligning af for-
men for bazreevnens afhangighed af arme-
ringsgraden. Kan denne sammenlignes med
fig. 5.3 eller fig. 5.4, mi& det derefter
undersgges, hvilke v der i forskellige
tilfelde kan regnes med. ‘

Det vasentligste for denne afhandling er
at vise, at den udviklede teori kan anven-
des i en hel del tilfelde. Derfor indehol-
der eksemplerne her i kapitel 5 fgrst og
fremmest en eftervisning af, at bareevnen
i de aktuelle tilfalde kan sammenlignes
med fig. 5.3 og fig. 5.4. Et narmere stu-
dium af v er ikke foretaget; men en del
konklusioner, der kan foretages pd grund-
lag af de eksisterende forsgg, er i de en-
kelte tilfalde medtaget.

De i afsnit 5.3 og 5.4 udregnede formler

- med den modificering, der skal til ved

beton, ser herefter s8ledes ud:




(5-49)

(5-50)

(5-51)

(5-52)

(5-53)

(5-54)

(5-55)

(5-56)

(5-57)
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Plan deformationstilstand

. — V- VO " T T T — . T Ga W W WD Sme e =

1=-sing~2 EE sing@

o]
br o c

. t - _t
=4 [ (®+v 3;)(v _ T=sine (@+v Oc))

o
(1+sinw)52)
c

(bi\)(l:%l.‘}}.(’e—

For stgrre ® galder

T .
br _ 1-sing
Oc v 2 cosy + @ tane

T o] o)
2= = Jory B o —s - (o+v =5))
o] C ® C

ag
(1+sino) EE
C

¢.§V”_?ﬁm”

it
<




T
(5-58) 2L —y1
c
for
- 1
(559) ini

I tabel 5.1 og tabel 5.2 er bareevneform-
lerne opskrevet med karakteristiske vaerdi-
er for ¢ og Oy indsat. Man bemarker, at

for aftagende vardier af o, narmer (5-52)

t
sig (5-56), og de er sammenfaldende for

0, = 0. Det bemarkes ogsi, at forsggsre-
1-sing
2
ikke satter os i stand til at afggre, om

sultater med armeringsgrader & < v

vi bgr regne med plan spandingstilstand
eller plan deformationstilstand.

1 tilfaelde af normalkrafter bruges de ud-
ledte formler, ndr blot ® erstattes af
®*, der findes af (5-42).

Eksempel 5.1. Forskydning i monolitisk beton

Hofbeck, Ibrahim_og Mattock [69.5] har ud-
fgrt forsgg med monolitiske pr¢velegemer,
der havde det p§ fig. 5.6 viste udseende.

Bareevnens afhangighed af armeringsgraden
er vist p& fig. 5.7. P& figuren er ogsé
indtegnet de fundne bareevnekurver for
plan spandingstilstand, hvor ¢ er sat til
37° og v = 2/3.

Den anvendte Ver&i for ¢ er den, vi nor-
malt bruger for beton. v er valgt, sé&
overensstemmelsen mellem forsgg og form-
lerne bliver god. (5-52) er ikke indteg-
net, idet en skgnnet trekstyrke pa f% af
trykstyrken kun giver en ganske lille for-
skel mellem (5-52) og (5-54) for

0 <®<0,04v, se fig. 5.4.
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Bortset fra ¢ = 0 er overensstemmelsen
mellem bareevneformlerne og forsggsresul-
taterne sardeles god.

Nér bareevnen for ® = 0 er mindre, end
teorien forudsiger, kan det skyldes et
eller flere af fglgende forhold: Den for-
svindende flydeevhe ved trak g¢r sig gal-
dende, trakstyrken er mindre end forud-
sat, eller det kan va@re en statistisk

set normalt afvigelse.

forsgg med prgvelegemer, der belastedes
med trak, men i gvrigt efter princippet

i fig. 5.6. Udformningen af prgvelegemer-
ne var dog 1idt anderledes, s&ledes at vi
ikke kan forvente samme effektivitetskoef-
ficient som hos Hofbeck m.fl.

Forsggsresultaterne er indtegnet p& fig.
5.8 sammen med bareevnekurverne for plan
spandingstilstand. Igen er ¢ = 37° og
(5-52) er udeladt. v er sat til 0,38.

Der er kun fa resultater, og der er en

del spredning pd dem. Overensstemmelsen
med teorien ses at vare acceptabel, om-
end den ikke er si god som p& fig. 5.7.

Rajendran og Moriey [74.1] har ogs& vur-
deret forsggene af Hofbeck m.fl. [69.5]
ved hjalp af plasticitetsteorien.

FVed at satte trakstyrken til nul og an-
vende plan spandingstilstand har de fun-
det (5-26) som en nedrevardi for bareev-
nen. De navner i gvrigt uden at vise det,
at der findes en brudfigur, der giver sam-
me bareevne som nedrevardien, s&ledes at

(5-26) er en korrekt lgsning, nir o, = 0.

t
For at fa forsggsresultaterne til at pas-
se med teorien anvender Rajendran og Mor-
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ley ogsd en betonbrudstyrke, der er min—
dre end den mdlte. Det svarer helt til
den her indfgrte effektivitetskoefficient.

Rajendran og Morley arbejder kun med pla-
ne spandingstilstande. Det har fgrt dem
til den konklusion, at plasticitetsteori-
en ikke kan forklare forskellen imellem
bereevnen af de her beskrevne prgvelege-
mer og tilsvarende, der er revnede lahgs
forskydningssnittet. Som vi skal se i ek-
sempel 5.2, kan forskellen forklarés ved
anvendelse af‘formlerne for plan deforma-
tionstilstand.

Eksempel 5.2. Forskydning i armeret stgbeskel

Vi betragter igen fig. 5.6 og antager, at
forskydningssnittet er svakket i forhold

til den monolitiske beton. Svakkelsen kan
f.eks. vare i form af et stgbeskel.

Den introducerede svakkelse giver sig til
kende ved en mindre kohasion ¢ i stgbe-
skellet end i den monolitiske beton. Ek-
sempel 4.1 viser, at ¢ derimod kan for-
ventes ofte at vare den samme i stgbeskel-

let som i den monolitiske beton.

For stgbeskellet betyder dette, at effek-
tivitetskoefficienten v tilsyneladende
bliver mindre end for det tilsvarende til-
felde i monolitisk beton. Yderligere vil
bruddet i stgbeskellet ske som plan de-
formationstilstand, nar armeringsgraden
er passende lille. Ved store armerings-
grader sker bruddet som i monolitisk be-
ton, og dermed ogsd med en effektivitets-
koefficient, der svarer til dette. Denne
&ndring fra brud i stgbeskellet til brud
i det monolitiske legeme er helt analog



til den tilsvarende @ndring i det uar-
merede stgbeskel i kapitel 4. Princippet
i sammenha@ngen imellem bareevnen og ar-

meringsgraden er vist p&d fig. 5.9.

- " vt o oo oot wn $lle e s W o - - -

fgrt forsgg, der er tilsvarende de mono-
litiske, der er afbildet p& fig. 5.6. I
forskydningssnittet havde man blot intro-
duceret en svaghed, nemlig en spalterev-
ne, der etableredes efter samme princip,
som man udfgrer spalteforsgget til be-
stemmelse af betons spaltetrakstyrke.

Forsggsresultaterne er indtegnet p& fig.
5.10. Bareevneformlerne for plan defor-
‘mationstilstand er indtegnet, idet ¢=37°
°g 0, = 0. (Trzkstyrken i betonen er nul
vinkelret pé& forskydningssnittet). v er
sat til 0,45 svarende til ca. 70% af ef-
fektivitetskoefficienten i det monoliti-
ske tilfalde. Ogsd bareevnekurverne for
plan spandingstilstand, d.v.s. bareevnen
for monolitiske prgvelegemer, er vist.
Denne kurve er lig med den, der er vist

péd fig. 5.7.

Bereevnen skulle herefter bestemmes af
den af de to sat kurver, der giver mindst
bareevne. For ® < 0,28 sker bruddet med
plan deformationstilstand, og v = 0,45,
og for ® > ca. 0,28 sker bruddet som i
det monolitiske tilfazlde, d.v.s. med plan
spendingstilstand, og v'# 2/3.

Overensstemmelsen mellem forsggsresulta-
terne og teorien ses at vare god.

Mattock og Hawkins [72.3] har ogsd udfgrt

fors¢g med revnede prgvelegemer, der bort-
set fra dette svarede til deres forsgg med
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monolitiske prgvelegemerog trak, 8om er
behandlet i eksempel 5.1.

Resultaterne er vist pa fig. 5.11 sammen
med bareevnekurver, der er analog med de
péd fig. 5.10 viste. Kurven for plan de-
formationstilstand er optegnet med v =0,27,
altsd ogsd her en effektivitetskoefficent
P& 70% af den fra det monolitiske tilfal-
de.

Ogsd her ses overensstemmelsen mellem teo-

rien og forsggsresultater at vare god.

lige stgbeskel. Prgvelegemet si princi-

'pielt ud som vist pd fig. 6.5. Den ene
halvdel, d.v.s. til forskydningssnittet
stpbtes fgrst. Efter hardhing vaskedes
det ru forskydningssnit i cementmgrtel,
og den anden halvdel stgbtes.

Forsggsdatane er yderst sparsomme, idet
resultaterne er angivet i en figur med
forskydningsstyrken T,y SOM funktion af
armeringsarealet F i forhold til beton-
arealet b-h. Desuden er angivet, at for-
ste halvdel af prgvelegemet st¢btés af
beton med o_ =7500 psi (~52 MN/m’) og
den anden halvdel af beton meéd enten 0, =
7500 psi eller o_=3000 psi (~21 MN/m?),

Hvis vi skg¢nner en flydespanding for ar-
meringen, kan forsggsresultaterne opteg-
nes i vort sadvanlige koordinatsystem.
Denne sk¢nhes til OF = 53000 psi (370
MN/mm?), og resultaterne er optegnet i
fig. 5.12, idet middelstyrken o_ = 5300
psi (37 MN/m?) er anvendt for prgvelege-
met af beton med forskellig styrke. Det

bemarkes, at resultaterne fra de to seri-
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er ved denne optegning stort set bliver ..

sammenfaldende.

Idet prgvelegemerne i de to serier var
ens, bortset fra betonstryken og den tvar-
gadende armeringsmaengde kan vi regne med
samme v i de to serier. Vi kan ikke fin-
de v af forsggsresultaterne, idet flyde-
spandingen for armeringen er skgnnet. Der-
imod kan vi af fig. 5.12 se, at styrken i
et stgbeskel imellem beton med to forskel-
lige styrker kan bestemmes ved hjalp af
middelstyrken for de to betontyper.

Denne konklusion bgr anvendes med varsom-
hed, idet man skal vare opmarksom pa, at
man kan udfgre stgbeskellene si starke,
at brud vil indtrade i den svageste be-
ton som monolitisk brud.

delse med et eksamensarbejde ved Afdelin-
gen for Barende Konstruktioner udf¢rt for-
s¢g med tre typef stpbeskel. Den ene halv~-
del af prgvelegemet stgbtes med forskyd-
ningssnittet opad. Forskydningssnittet
blev behandlet pd &n af fglgende tre m&-
der:
1) Afrevet med stdlskinne og der-
efter glittet med murske.
2) Afrevet med st8lskinne.
3) Afrevet med stilskinne og ef-
ter ca. 2 time bgrstet med
stdlbgrste.
Efter to d¢gn stgbtes den modsatte del af
prgvelegemet.

Resultaterne fra forsggene med stgbeskel-
lene behandlet efter metode 3 er afbil-
det pd fig. 5.13. Resultaterne passer
godt med forudsaztningen om plan deforma-
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tionstilstand, hvilket ses af den indtgg—
nede linie, som er (5-51) med v = 0,58
og © = 37°,

Stgbeskellene behandlet efter metode 1

09 2 viser sig at give mindre bareevne
end de, der er behandlet efter metode 3.
Dette er i og for sig ikke se&rlig overra-
skende. Hvad der er mere overraskende, er,
at metode 1 og metode 2 er lige gode,
hvilket ses af fig. 5.14. Man ser ogsa

af figuren, at forudsetningen om plan de-
formationstilstand er god, blot er frik-
tionsvinklen nu nedsat til ca. 26,50, og
v er ligeledes mindsket.

Da den glittede behandling af stgbeskel-
let formodentlig er den glatteste form
for stgbeskel, der kan forekomme, tyder
forsggene derfor p&, at friktionsvinklen
1 et stgbeskel altid kan regnes stgrre
end 26°

Eksempel 5.3. Fortandede vegfugers forskydningsbareevne

I det prezfabrikerede skivebyggeri sammen-
bygges barende vegelementer ofte ved hjzlp
af en fortandet, armeret vegfuge. Princip-
pet er vist pd fig. 5.15.

Vegelementerne anbfinges i forlengelse

af hinanden, hvorefter det lodrette jern
sattes ned imellem bgjlerne. Til sidst ud-
st¢gbes med en fugemgprtel. Den fortandede
vagfuge er et specialtilfalde af et stg-
beskel, hvor dog kun tandarealet er ak-
tivt ved brud, se fig. 5.16.

Idet trazkstyrken vinkelret p& fugen sat-
tes til nul, kan det let vises (se [75. 31,

at formlerne for plan deformatlonstllstand
forer til
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Gransen mellem de to formlers gyldighed
er givet ved

(c) ® =y g l:%%ﬂg
I formlerne er anvendt de sadvanlige be-
tegnelser, og § er fortandingsforholdet.
Her er A hele tvarsnittet af fugemgrtlen,
©g B er tvarsnittet af knasterne i fuge-
mgrtlen, d.v.s. den del hvori der er brud
pa fig. 5.16. Effektivitetskoefficienten
v er stadig et madl for hvor stor en del
af brudfladen B, man kan medregne med
fuldt bidrag.

Forskydningsba&reevnen af de fortandede
vagfigurer har varet undersggt ved for-
S¢g i mange &r. En m@&ngde forsggsresul-
tater er blevet behandlet af en gruppe
forskere [74.3], og de har fundet en em-
pirisk formel

; Tbr B | :

(d) — = 0,09 FtQ for 0,01 < ® < 0,08

Man ser, at (d) bortset fra granserne er

identisk med (b), hvis ¢ = 45° og v=0,43.

Greznserne for gyldigheden af (d) er be-

stemt af det omrdde, hvori man har for-
sggsresultater.

Teorien viser imidlertid, at vi ikke har
en ret linie i hele omr&det, men at vi

for smda ® har en cirkel, der gadr igennem

T,
(o, 7?5) = (0,0). Forsggsresultaterne,
c
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der h¢grer til denne cirkel, har formo-

dentlig medvirket til, at man har valgt
en lidt lav faktor foran g
re realistisk verdi for v er 0,55 i ste-

i (d). En me-

det for 0,43. Derved bliver bareevneform-
lerne til:

T

b B
(e) —O-CE =/ ®(0,55 B - o) ® < 0,08 2

Tbr B E
(£) TS0 E e ®>0,082

P4 fig. 5.17 er vist nogle forsggsresulta-
ter med g = 0,22 af Pommeret [71.1], her
taget fra [74.3]. P& figuren er ogsd ind-
tegnet (e) og (f), og overensstemmelsen
ses at vare udmarket.

Eksempel 5.4. Forskydnings-friktionsteorien

Forskydnings-friktionsteorien (The Shear-
Friction Theory) anvendes ofte i USA til
beregninger af en del forskydningsproble-
mer, f.eks. forskydningsbareevnen af stg-
beskel. Da de formler, som forskydnings-
friktionsteorien fgrer til, minder meget
om de heri udledte formler for plan de-
formationstilstand, skal teorien gennem-
g8s og kommenteres her.

Birkeland Og Birkeland [66.2] fremsatte

i 1966 forskydningsfriktions*teorien, idet
de antog, at et stgbeskel var savtakket,
0g at tanderne havde vinklen Yy, se fig.
5.18a. Som det fremgdr af fig. 5.18b,kre-
ver en forskydning af den gverste del i
forhold til den nederste, at der sker en
tverudvidelse. Tvarudvidelsen giver an-
ledning til deformationer og dermed span-
dinger i tverarmeringen. Brud indtrader,

ndr armeringen flyder.
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(a)

(b)

Ved at antage, at trykket imellem "tan-
derne" stdr vinkelret p& disse, finder

man med betegnelserne i fig. 5.18c

Q = P tany = E‘OF'tanw

Her er F arealet af den tvargdende arme-
ring.

Vi kan indfgre forskydningsspandingen ved
division med betonarealet A

=F =
Tor = & O tany £ Op tany

Her er indfgrt betegnelsen f for arme-
ringsforholdet %.

For tany angav Birkeland og Birkeland

0,8-1,0 for almindeligt stgbeskel og for
beton imod stdl, 1,4 for ru stgbeskel og
1,7 for monolitisk beton. Som gvre granse
for T, . anbefaltes 800 psi (5,5 MN/m?),
idet forsggsresultaterne var begranset til
Ty S 800 psi. '

Mast [68.1] angiver ogs& tany = 1,4 for
ru stgbeskel; men 0,7 for glatte stgbe-
skel og 0,7-1,0 for beton imod stil.

Sammenligning af (b) med forskellige for-
skydningsforsgg, f.eks. en del af de i

eksempel 5.1 navnte, har senere fgrt til,
at savel Birkeland [71.2] som Mattock og
Hawkins [72.3] satter Tyr
re grense for gyldigheden af (b).

= O,ZOC som @¢v=-

Den udledte formel (b) er lig med (5-51),
bortset fra at betonens bidrag i (b) er
T
udeladt. I et (@, 7?£)-koordinatsystem be-
c
tyder det, at (b) gdr igennem (0,0). Af

fig. 5.19 fremgdr umiddelbart, hvorfor
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(c)

man-harfiet de store vardier for tany
samt den ¢gvre granse for gyldigheden af
(b) , uanset om man har sammenlignet med
forsgg, hvor der har varet tale om plan
deformationstilstand eller plan spandings-
tilstand.

Trezkstyrken i beton har altid voldt store
problemer, og man g¢r derfor ofte den til-
n®rmelse at se bort fra den. Nir man der-
for udfgrte forsgg til bareevnebestemmel-
se (f.eks. [69.5] og [72.3], se eksempel
5.1), valgte man at spalte prgvelegemer-
ne fgrst, sdledes at trekstyrken vinkel-
ret pd forskydningssnittet i fig. 5.6 var
nul. Uden armering m& forskydningsbareev-
nen derfor vere nul, og en bareevneformel
skal derfor g& igennem (o, ;?5) = (0,0).
Dette krav tilfredsstilles agz(b).

Ved at foretage spaltningen tvinger man
imidlertid prgvelegemet til ved smi@ arme-
ringsgrader at bryde ved plan deforma-
tionstilstand i stedet for ved plan span-
dingstilstand, som det er beskrevet i ek-
sempel 5.1. Brudbereevnen ved plan de-
formationstilstand sgger man derefter at
beskrive ved en fét linie gennem

Tor -
(@, ?;—) = (0,0), hvilket fgrer til de
c

store haldninger, da man mangler betonbi-
draget.

For at f& den rette linie til at passe
bedre med forsggsresultaterne foreslog
Mattock og Hawkins [72.3] en alternativ
beregning af de revnede prgvelegemer

T 200 + 0,8f0f (psi)

br

(Tpe = 1,38 + 0,8f 0,) (MN/m?))

br
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(d)

(e)

Samtidig med at den rette 1inie siledes
blev lgftet og fik en mindre haldning
(fra tany = 1,4 til tany = 0,8), blev
den ¢vre granse for gyldigheden andret

fra Tor = 0,20c til T = 0,300.

br

Mattock [74.4] har senere yderliger ha-

vet linie ved at foresld

T

|

br 400 + O,SfUF ‘ (psi)

(T, = 2,76 + 0,8f op) (MN/m?))

stadig med g¢gvregranse pé& Tor = 0,30c,

men nu ogsa fop < 200 psi (1,38 MN/m?).

Det bemarkes, at (c¢) og (d) er fremsat
uafhengig af betonstyrken, og at flytnin-
gen af den rette linie er eksperimentelt
begrundet.

En forklaring pa& flytningen af den rette
linie blev fgrst givet af Hermansen og
Cowan [74.5]1, der generelt foreslog

Tbr = Cc + 0,8foF

Den optradende stgrrelse c kaldes den
tilsyneladende kohasion, og (e) kaldes
for den modificerede forskydhings—frik—
tionsteori. Betonens bidrag er siledes

C, 0g Hermansen og Cowan foresldr i ¢v-
rigt, at den for urevnede prgvelegemer

af typen pé& fig. 5.6 og for forskydnings-
brud i konsoller kan sattes til 4 MN/m2
uanset betonstyrke.

Hvis vi i (5-51) indfgrer (2-6), kan den
skrives p& formen
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~~

Nt

og (e) er siledes stort set identisk med

Forskellen imellem (e) og (d) er ubetyde-
lig, bortset fra, at (d) er fremsat til
beregning af revnede tvarsnit, medens (e)
er fremsat for urevnede tversnit. Som det
fremgdr af eksemplerne 5.1 og 5.2 er en
ret linie korrekt i et meget stort omra-
de for revnede tvarsnit, medens det kun

er korrekt i et lille omride for urevhnede
tvaersnit.
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6. KONCENTREREDE BELASTNINGER PA UARMERET BETON

6.1 Indledning

I forbindelse med overfgrelse af belast-
ninger til en konstruktionsdel, vil man
ofte komme ud for, at disse skal overfgres
gennem et begranset areal, hvorved vi féar

fenomenet: Koncentrerede belastninger. Et
eksempel er vist p&d fig. 6.1.

Vi vil her begrznse os til at behandle
det tilfzlde, hvor et uarmeret betonpris-
me er understgttet pa den ene flade, og
den koncentrerede belastning angriber pé&
den modstédende flade, se fig. 6.2. Sig-
tet med behandlingen her er at finde en
fremgangsmade til beregning af brudbelast-
ningen for sadanne betonlegemer. Behand-

lingen vil blive dels en linearelastisk,
dels en stift-plastisk og, der vil, da re-

sultaterne fra disse ikke er anvendelige
til bareevnebestemmelse, blive foresliet
nogle empiriske bareevneformler.

6.2 Linearelastiske lgsninger

Brug af elasticitetsteorien til bareevne-
bestemmelse er mulig for et legeme af et
materiale, der er linemr-elastisk indtil
brud. Hvis dette ikke er tilfaldet, vil
‘elasticitetsteorien give sikre verdier
for bareevnen.

Det er velkendt, at der et stykke under
den koncentrerede belastning optrader
trakspandinger vinkelret p& den koncen-
trerede lasts retning. Hvis disse trak-
spendinger kan vare drsag til brud, d.v.s.
hvis (2-10) er opfyldt, er det narliggen-
de at forsgge at anvende elasticitetsteo-
rien til bareevnebestemmelse, idet beton
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(6-1)

(6-2)

(6-3)

ofte er nasten linearelastisk til enakset
trekbrud, jfr. afsnit 2.4.

Ved plan spandingstilstand kan man indfg-
re Airys spandingsfunktion y(x,y), hvor

X og y er stedkoordinaterne i et retvink-
let koordinatsystem.

Idet der ses bort fra massekrafterne, ind-

fpres den sdledes, at

_ 3%y = %y - 8%y
°% T 3y? 9y T %2 xy © 3x9y

En entydig l¢sning‘til et problem med plan
spendingstilstand findes ved at tilfreds-

stille den biharmoniske ligning

. 4 4
ng'*'z '3211)2*_3‘!}):0
9x 90X “ 93y oy
samt de til problemet hgrende randbetin-
gelser.

Plan deformationstilstand kan lgses pé
samme made, blot bestemmes spandingen o,
vinkelret pa den plane deformationstil-
stand af

oz = v(ox + oy)

hvor v er poissons forhold.

Den biharmoniske ligning (6-2) med tilhg-
rende randbetingelser kan kun lgses ek- -
sakt i fad tilfelde, se f.eks. Timoshenko
og Goodier [70.2]. Man m& derfor ofte ty
til tilnarmelsesmetoder, f.eks. rakkeud-
vikling.

For en halvuendelig skive, belastet p& de
tre frie sider har Iyengar [60.2], [62.1]
og [62.2] angivet en lgsning ved hijzlp af
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Fourier=rakker. Udtrykkene er sardeles
komplicerede og vil normalt krave mulig-
hed for EDB-beregninger for at kunne an-
vendes.

For en del belastningstilfalde har Iyengar
udarbejdet tabeller [60.2] og optegnet
kurver [60.2], [62.1] og [62.2].

Det belastningstilfzlde, der isar har ‘
haft forskernes interesse, er en centralt
angribende belastning, som vist p& fig.
6.3. P4 figuren er ogsd vist det princi-
pielle forlgb af spandingen oy langs med
X—-aksen.

En vurdering af bareevnen efter elastici-
tetsteorien kan nu foretages ved at sat-

te lig med betons trakstyrke o

t'
Vi vil her se pd en forsggsserie af Rath-

o
Yy ,max

kjen [73.2], hvor 30 cm terninger p& den
ene side blev belastet i hele bredden
gennem en stdlskinne med en bredde p& 1
cm. Terningen var understgttet pd hele
den modstdende side. I forsggsserien va-
rieredes betonstyrken og stdlklodsens af-

stand til terningens kant, se fig. 6.4.

For en s&dan belastning har den tvargden-
de spanding oy langs den lodrette linie
midt under belastningen samme form, som
vist pad fig. 6.3b.

En bestemmelse af denne efter Iyengars
formler er ikke umiddelbart muligt, idet
langden af prgvelegemet er begranset. Fej-
len ved at anvende Iyengars formler m&
imidlertid skgnnes at vare lille, idet
den lodrette spanding med god tilnzrmelse
er javnt fordelt for x = 2b ved tilfaldet
i fig. 6.3. For en enkeltkraft i (x,y) =
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(0,0) er den maximale forskel pd o_ ca.

4% i snittet med x = 2b.

I de tilfalde, hvor belastningen éf ek-
sentrisk, er det imidlertid besverligt

at finde tverspendingen ved hjalp af
Iyengars formler. De spandinger, der skal
bruges for at undersgge om elasticitets-
teorien kan anvendes til bareevnebestem-
melse, bestemmes derfor ved beregnihger
efter elementmetoden. Iyengars lgsninger
kan i en del tilfelde umiddelbart bruges
til kontrol af beregningerne.

Elementberegningerne er udfgrt ved hjelp
af EDB-programmet ICES STRUDL-II, der er
udviklet ved Massachusetts Institute of
Technology [71.3]. Beregningerne er ud-
fgrt som plan spandingstilstand med et
rektangulart element kaldet type "PSR"

i ICES STRUDL-II. Ved beregningerne blev
legemet inddelt i 575 elementer med stgrst
tathed ved den koncentrerede last.

Det vi ved denne beregning er interesseret
i er Oy,max’ For en centralt anbragt be-
lastning er i tabel 6.1 foretaget en sam-
.menligning mellem Iyengars vardi for en
halvuendelig skive og elementberegninger-
nes for et kvadratisk legeme. Man konsta-
terer, at den s¢grste afvigelse er 10%.
D.v.s. Iyengars lgsning, som tidligere.
neavnt, kan anvendes som en god tilnarmel-

se til at finde Gy,max'

Guyon [53.1] har angivet en ofte anvendt
tilnarmet formel for belastningstilfzldet
i fig. 6.3. Bestemmelse af Gy,max efter
denne giver nasten samme verdi som Iyen-

gars lgsning.

Ved eksentrisk belastning foreslar Guyon,
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at man behandler problemet som ved cen-
tralt anbragt belastning, idet man ser
bort fra sa meget af det pavirkede lege-
me, at resten bliver centralt belastet,
se fig. 6.5.

Idet betegnelserne fra fig. 6.5 er benyt-
tet, er der i tabel 6.2 foretaget en sam-
menligning mellem elementmetoden og Iyen-
gars lgsning. Elementmetoden er anvendt
pé hele legemet, medens Iyengars lgsning
er taget fra en centralt pavirket halvu~
endelig skive med bredden 2b. Vardien

a/B = 1/30 er valgt, si den er i overens-
stemmelse med Rathkjens forsgg, fig. 6.4.
Man ser af tabellem, at Gy,max med god
tiln®rmelse kan bestemmes ved Iyengars
metode for symmetrisk belastning.

Rathkjen har udfgrt sine fors¢gg med de a

ol

verdier, der er anvendt i tabel 6.2.

Ved forsggene er brudkraften Pbr ved den
koncentrerede belastning fundet. Vi defi-

nerer nu brudspandingen Og som

(6-4) " “br _ "br

hvor f er den koncentrerede belastnings-
flade. 2a og 1 er dennes udstrakning. I
dette tilfelde 1 x 30 cm.

For at unders¢gge om det foranstdende kan

bruges til bareevnebestemmelse, skal vi
o o}
altsd sammenligne —Xﬁ?§§ med EE’ hvor o
£
er den anvendte betons trakstyrke.

t

I tabel 6.3 er fra forsggene opstillet
o

et hvor o, er sat lig med den malte spal-
f .

tetrakstyrke, og i tabel 6.4 er det samme
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(6~5)

(6-6)

t
vendte empiriske formel

o, = 1,5y, [kp/cm?]

En sammenligning af middelverdierne i ta-
bel 6.3 og 6.4 med vardierne i tabel 6.2
viser, at fremgangsmdden ikke kan anven-
des til bareevnebestemmelse. Man ser og-
s&, at for sma belastningsbredder, d.v.s.
smd verdier af a/b, giver fremgangsmiden
et alt for oprimistisk sk¢n af bareevnen.

Dette strider gjensynlig imod, at elasti-
citetsteorien skal give sikre vardier for
bareevnen. En undersggelse af spandings-
tilstanden under den lokale belastnings-
flade i det omr&de, hvor tvaerspandingerne
er trykspandinger,viser da ogsa, at glid-
ningsbrudbetingelsen (2-7) er opfyldt for
betydeligt mindre belastninger end adskil-
lelsesbrudbetingelsen.

For at undersgge faren for glidningsbrud
anvendes resultaterne fra elementberegnin-
gerne., Disse resultater er udregnet under
forudsatning af plan spandingstilstand.

Jo nermere man befinder sig ved den loka-
le belastningsflade, jo déarligere er den-
ne forudsztning. Det andet gransetilfealde
er plan tginingstilstand, som man med god
tilnezrmelse har umiddelbart under belast-
ningsfladen. I dette tilfazlde kan den sid-
ste hovedspanding findes analogt med (6-3),
nemlig af

o3 = \)(o1 + 02)

For v er her anvendt'1 hvilket er en

"6"1
normal anvendt verdi for beton.
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tilstand eller plan tg¢jningstilstand, vi-
ser det sig, at det er ved samme last,

at glidningsbrudbetingelsen netop bliver
opfyldt &t sted i snittet midt under den

lokale belastningsflade.
o
P4 fig. 6.6 er afbildet EE som funktion
c
af g fra Rathkjens forsgg. Glidningsbrud-

lasten fundet ved hjzlp af elementmeto-
den er ogsa indtegnet. Denne last er fun-
det for sammé g vaerdier, som der er ud-
fgrt forspg. Imellem vardierne er indteg-
net rette linier. P34 figuren er ogsd ind-
tegnet "adskillelsesbrudlasten", d.v.s.
~den last hvor Oy,max er lig trzkstyrken.

For at kunne indtegne denne sammenha&ng,

er trakstyrken skgnsmessigt sat til %%

af trykstyrken Onr ©9 er taget fra

Oy,max
elementberegningerne.

Af figuren ser man bl.a., at for de un-
dersggte vardier er glidningsbrudbetin-
gelsen altid opfyldt for mindre belast-
ninger end adskillelsesbrudbetingelsen.
Ved en koncentreret belastning starter
et brud altsd ofte som et glidningsbrud.

Man ser ogsd, at elasticitetsteorien gi-
ver sikre vardier af bareevnen, ndr den

bliver anvendt som her.

Alt i alt md det imidlertid konstateres,
at man ikke med elasticitetsteorien er

i stand til at bestemme bareevnen serlig
ngjagtig.

Lignende betagtninger som er gjort her,
har Jensen og Nielsen [75.2] gjort wved

spalteforsgget. Ogsd der finder man, at
bruddet ofte indledes med glidningsbrud
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ner belastningsstrimlerne, s8ledes at
spalteforsgget ikke kan siges at veare
se&rlige velegnet til at bestemme betons
trakstyrke.

6.3 Plastiske lgsninger

I dette afsnit vil vi se p& muligheden

af en beregning af bareevnen, ndr beton
betragtes som et stift plastisk materia-
le. Vi vil som i de foregiende kapitler

koncentrere os om ¢vreverdilgsninger, i-
det der vil blive brugt brudfigurer, som
stort set svarer til observerede brudfi-

gurer.

I modsatning til de elastiske lgsninger,
vil vi her se pd sdvel plane som rumlige
brudproblemer.

6.3.1 Plane brudfiqurer

Vi betragter fgrst en plan brudfigur, som
vist pd fig. 6.7. Brudfiguren svarer til
en ofte observeret brudform, der kaldes
spaltebrud.

Kilen, der dannes umiddelbart under den
koncentrerede last, bevages nedad, og de
restefende to dele af prismet bevages ud
til siderne. Derved har vi et glidnings-
brud langs kilens sider og et adskillel-.:
sesbrud langs den lodrette linie.

Antager vi, at kilens topvinkel er 28, og
at den relative bevagelse V langs kilens
sider danner vinklen ¢ (= friktionsvink-
len) med denne} far man det p&d fig. 6.8
viste forhold mellem bevagelserne. I fi-
guren er V1 kilens lodrette bevagelse og
2V2 er den samlede vandrette bevagelse i
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(6-7)

(6-8)

(6-9)

(6-10)

den lodrette diskontinuitetslinie. Af fi-
guren findes umiddelbart denne sammenhang

imellem bevagelserne:

\Y4 Vcos (B + o)

1

v2 V sin (B + o)

Vi vil fgrst se pd det tilfalde, hvor be-
tons trakstyrke er 0, d.v.s. at der ikke
er noget bidrag til det indre arbejde
langs den lodrette linie.

Det ydre arbejde bliver

A= og_.2aVcos (B + )

Yy f

Det indre arbejde findes v.h.a. (3-39),
og idet o = ¢ findes:

_ 1-sing 5 2a
i 2 c sinB

A \%

Heraf findes g¢vrevardien

o = 1=-sing -
f 2cos (B+Y) sinBR "¢

Man finder, at (6-10) har minimum for
' m A :

R = 7" %, og at minimum bliver Op = Oy
Denne bareevne er i ¢vrigt en eksakt lgs-
ning, idet man let kan konstruere en til-
ladelig spendingsfordeling, der giver sam-

me bareevne, se fig. 6.9.

For at finde en bareevne, der er stgrre
end den enaksede trykstyrke, er det altsi
ngdvendigt at medregne trakstyrken. I det-
te tilfaelde bestemmes det ydre arbejde sta-
dig af (6-8). Det indre arbejde findes af
(3-39), idet vi har a = ¢ langs kilens si-
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(6-11)

(6-12)

(6-13)

(6-14)

(6-15)

(6-16)

der og o *w%wlang3wdenwlodrettEMdiskon—
tinuitetslinie.

Z-\.i = ct(H—a cotB) 2 Vsin(B+®)

+ 1-sin® 5 _2a
2 C sinp

Af (6-8) og (6-11) finder man

%(1—sinw)0 + sin(8+m)(§ sinB—cosB)ot
G. = c a

f sinB cos (B+y)

(6-12) kan vises at have minimum for

, g cosyY
= + +
cots cane cose 1 Oc 1-sing g
— ( )-sing
o 2
t
hvorefter (6-12) kan skrives som
O, =0 B tan(2B8+9p) - 1)
£ t'a
Formlerne (6-12) - (6-14) er fundet af

Chen og Drucker [69.2], som samtidig nav-
ner, at V, som det her er gjort, skal dan-
ne vinklen ¢ med den skr& diskontinuitets-
linie, for at man f&r minimum.

Ovenstéende formler er uafhahgige af af-
standen fra belastningen til prismets kant.
Bliver denne afstand imidlertid tilstrak-
kelig lille, bliver en anden brudfigur ak-

tuel, se fig. 6.10. Ogs8 denne afskalling
kendes fra forsgg.

Med betegnelserne i fig. 6.10 finder man
AY = 0p 2aVcos(B+p)

_ 1=singp " b+a
Ai 2 9 sinB
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(6-17)

(6-18)

hviltket giver gvrevardien

(1-sing) (b+a) o
f 4 sinB cos (B+9)a ¢

Minimum findes for B = % - % til
_ b+a
% T 33 Y%

Man ser, at (6-18) logisk nok giver en
kraft svarende til en belastning pa o
over hele det areal, der brydes af.

I fig. 6.11 er (6-10) og (6-18) sammen-
lignet med Rathkjens forsgg. Til brug i
(6-10) er trakstyrken o, sat til %L af
trykstyrken O,r O9 @ er sat til 37".

Man ser af figuren, at en bareevnebestem-
melse efter plasticitetsteorien ikke umid-
delbart er mulig. For brudfiguren i fig.
6.7 er det let forstdeligt, at bazreevnen
ikke kan beregnes pi denne m&de, idet he-
le den lodrette brudflade er regnet fuldt

aktiv, ske¢nt adskillelsesbrud i regel kun

er ganske lidt plastisk.

Det kan nu overvejes at indfgre effektivi-
tetskoefficienter v, som det er gjort i
kapitel 5. Man kan imidlertid se, at det
giver en koefficient, der er afhangiq af
bl.a. afstanden fra b. I brudfiguren pa
fig. 6.10 skal v f.eks. vare 1, ndr b = a,
hvorefter den aftager for voksende g. For
brudfiguren i fig. 6.7 kan man formodent-
lig ngjes med en effektivitetskoefficient
for adskillelsesbruddet. Denne viser sig
b g,
indflydelse fra hgjden H m& ogsé forven-
tes, is@r ved mindre hgjder.

muligvis ogsd at vare afhengig af

Man m& altsd regne med at skulle anvende
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der er afhengige af forskellige parame-
tre, hvis man vil bruge den her skitse-
rede plastiske beregning til bareevnebe-
stemmelse. For det betragtede simplegpla—
ne problem kan det dog ikke udelukkes, at

fremgangsmdden kan vare anvendelig.

6.3.2 Rumlige brudfigurer

(6-19)

(6-20)

(6-21)

Vi betragter nu et prismatisk betonlege-
me med en kvadratisk overside. Prismet
belastes centralt over et kvadratisk are-
al med belastningen o, se fig. 6.12.

Brudfiguren,vi vil anvende, er en pyrami-
de, der trykkes ned i det spaltende pris-
me, se fig. 6.12. Der er altsd glidnings-
brud langs pyramidens fire sider, medens
de gvrige brudflader stammer fra adskil-
lelsesbrud. Den indbyrdes sammenhang mel-
lem bevagelserne fremgdr af fig. 6.13.
Det er her antaget, at V danner vinklen
¢ med pyramidens sider.

Man far
Vd = V cos (B+y)
V2 = V sin (B+y)

V3 \/2 V sin (B+9)

Arealet med glidﬁingsbrud findes til

Fy 4 sinp

it

Arealet med adskillelsesbrud

F, = 4 [VZ2 bH - %;_azcots]
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(6-22)

(6-23)

(6-24)

(6-25)

(6-26)

Det-ydre arbejde bliver

= 2
Ay of 4a‘ Vcos (B+p)

Og det indre arbejde bliver

— ,1=sing .
Ai = (———-—2——-—- 94 ‘E‘1 +ctF2»\/7 sin (B+y))V

Af A = 2, og ved indsattelse af (6-20)
og (6-21) finder man gvrevardien

:%(1esinm}o + 31n(s+w)(g§? sinf- cosB)o

f - sinf cos(6+m)

Denne ligning er helt analog med (6-12),
sédledes at minimum findes for

1 %g? cosY
cotf = tang +

coso| . o .
c d-sing, __.
Ot( 5 )=sing

Minimum bliver dermed

og =0 (32? tan (26+9) -1)

Denne lgsning er ligesom den tilsvarende
plane lgsning fundet af Chen og Drucker
[69.2].

Samme type brudfiqur kan anvendes ved an-
dre ikke symmetriske placeringer af be-
lastningerne, som vist pd fig. 6.14. Med
de betegnelser, der er anvendt i fig.
6.14, skal faktoren 2P i (6-25) og (6-26)

&ndres til ELE;EL.

P& fig. 6.15 er vist en brudfigur, hvor
der ved et glidningsbrud afskaller en skav
pyramide, medens resten af legemet spal—
ter ved adskillelsesbrud.
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For denne brudfigur kan det vises, at med

(6-27)

(6-28)

(6-29)

(6-31)

betegnelserne i fig. 6.15 bliver lignin-
gerne der svarer til (6-24), (6-25) og
(6-26)

b2
9 T Ta7 °

1 . . 2Hc .
5(1—31nw)cc+s1n(8+w)(7;r 51n8—cosB)0t

sinB cos (B+y)

2Hc

1 'B-g— Ccosy
cotB = tany + - +
cose ’ Gc 1-sin@ .
5—(-——:2————) -sing
t
2
Of =_£%7 ot(%§§ tan(28+p)-1)

Man ser, som rimeligt er, at brudkraften
P, =0¢ 4a®’ ‘er uafhangig af det belaste-
de areals stgrrelse, nir blot det ligger
inde pa den skave pyramide, der skaller
af.

Endnu en geometrisk mulig brudfigur skal
omtales. Det er en hjgrne, der g&r af ved
et glidningsbrud, fig. 6.16, analogt med
det plane tilfazlde i fig. 6.10. Som ved
fig. 6.10 svarer brudkraften til en be-
iastning pa o, over det areal, der bry-
des af. Brudkraften bliver siledes

Kun en enkelt af de heri gennemregnede

brudfigurer skal sammenlignes med forsgg.
Au og Baird [60.2] har udfprt forsgg med
en belastning, der svarer til fig. 6.12.

V?d forsggene var 2b = H = 8 in, medens

37 varierede fra 2 til 16. Der udfgrtes

to serier med cylindertrykstyrken 55,5
MN/m? og 31,0 MN/m2.
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Forsggsresultaterne er i tabel 6.5 sam-

6.4 Empiriske lgsninger

(6-31)

menlignet med (6~25) og (6-26). Trakstyr-
ken er skgnnet ved hjalp af (6-5). Et *

i tabellen angiver, at mekanismen ikke
kan dannes, idet pyramidens hgjde ved be-
regningerne viser sig at vare stgrre end
H.

Man ser, at som i det plane tilfalde gi-
ver teorien for stor béreevne, hvilket
igen skyldes, at alle brudflader er reg-
net fuldt aktive.

Indfgrelse af effektivitetskoefficienter
kan miaske anvendes ved de rumlige brﬁd-
figurer. Arbejdet med at undersgge og
eventuelt at finde disse bliver imidler-
tid meget stort, idet der som vist er man-
ge brudfigurer, der alle i princippet ob-
serveres ved forsgg.

Man md ogsd vare opmerksom p&, at nappe
alle belastningstilfzlde kan klares ved
de her gennemregnede brudfigurer, hvorfor
det kan blive ngdvendigt at finde andre
brudfigurer, og eventuelt at supplere med
empiriske formler.

Empiriske formler til bestemmelse af ba-
revenen kan fgres tilbage til 1876, hvor
den store tyske materialeforsker Bauschin-
ger [1876.1] udfgrte fors¢g med sandstens-
prismer. P& baggrund af forsgg med cen-
tralt belastede prismer foreslog Bauschin-
ger formler

Her er oF.brudspandingen, nar hele pris-
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mets areal F belastes. o

(6-32)

(6-33)

f
fordelt over det belastede areal f. Dre-

jer det sig om terninger, er Op altsé
lig med terningsstyrken.

For ikke centrale belastninger angiver
Bauschinger, at formlen kan anvendes,
hvis man til F medregner et areal, der
svarer til central belastning, se fig.
6.17.

For beton er formlen bekraftet af Graf
[21.1], og den har varet med i de danske
normer for betonkonstruktioner siden
1930. I vejledningen til de nugaldende
normer anvendes O i stedet for Opr O9

man foreskriver Og 2 20,

Forsgg viser, at for store vardier af E

-
giver (6-31) for smi vardier af oc. Et
forhold som fik Wdstlund [34.1] til at

anbefale

- ]/F E
Of = 0,765 onl ¥ for F > 5

Der har varet foresldet mange forskelli-
£ En
gennemgang af en del af disse findes hos

ge formler til bestemmelse af o

Jensen [73.3], hvor forfatteren selv fo-
resldr formlen

£f _ I F
s =0,2+0,8/% F < 180

Formlen er fremkommet ved en regressions-

analyse af mange forsgg med meget forskel-
lig form og placering af arealet f. I al-
le tilfelde var pr¢velegemefne terningfor-
mede eller havde en hgjde p& 1% gange si-
delangden, idet grundfladen var kvadratisk.

~—er -brudkraften
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—Ved-ikke centrale belastninger bestemmes

F ogsé& her som vist pd fig. 6.17.

I (6-33) har vi altsd én formel, der skal
dzkke mange faktorers indflydelse pd be-
reevnen. Pa fig. 6.18 er formlen sammen-
lignet med 64 forsgg af Hawkins [68.2].
Disse forsgg har ikke veret med ved op-
silling af (6-33), Man ser, at formlen
giver rimelige resultaﬁer; men det ses
ogsé, at der er stor spredning pa fors¢gs-
resultaterne.

Den store spredning skyldes vasentligst
to ting, som (6-33) ikke tager hensyn til.

Den ene er, at formlen forudsiger samme
o

E£ ved de to tilfalde, der er vist i fig.

c : o
6.19. Forsgg viser, at 5£ bliver stgrst
c
ved belastningstilfeldet pd fig. 6.19b.
o
£

‘Det andet forhold er, at == ¢ges mere for

c
svag beton end for sterk beton, jfr. ta-

bel 6.5.

P& trods af disse ulemper m& det dog si-
ges, at (6-33) giver en anvendelig forud-
sigelse af bareevnen. Anvendelse af (6-33)
skal ske under hensyntagen til, at en for-
gpgelse af bareevnen ud over O forudsat-
ter tilstedevarelse af en trakstyrke i
betonen under belastningen. Yderligere

skal man som f@¢r navnt vare opmarksom pa,
o
at i meget stark beton gdges E£ ikke helt
‘ : c
s& meget som (6-33) forudsiger, hvorimod
man ved svag beton fgr en stgrre forggel-
se. For de normalt anvendte betonstyrker
(0, ~ 15-40 MN/m?) er formlen umiddelbart

anvendelig.
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6.4.1 Hgjdens betydning

Gf’3w20bywsomverwanbefaletwiwvej
ledningen til DS411, Dansk Ingenigrfore-
nings norm for Betonkonstruktioner, 1973
(betonnormen), er imidlertid meget konser-
vativ.Som en forsigtig ¢gvre granse fore-
sléas Og < 50, svarende til % = 36 i
(6-33).

I sdvel (6-33) som i de gvrige navnte em-
piriske formler er der ikke taget hensyn
til hgjden af det belastede legeme. (6-33)
er opstillet primart for kubeformede prg-
velegemer. For stgrre hgjder pi prgvele-
gemet er formlen ogsd anvendelig.

For et kubeformet prgvelegeme belastet
helt p& to modstdende sider (% = 1), gi=-
ver (6-33) at Og = 0. Sédant et forsgg
svarer imidlertid til at finde terning-
styrken op, der er ca. 1,250_. N&r (6~33)
£ = Ogr skyldes det, at
kurven ved regressionsanalysen er tvunget

imidlertid giver o

igennem dette punkt, se [73.3]. Herved

er bl.a. opndet, at man far o, = O nar

‘ f
belastningen ligger ved en kant, som vist
p& fig. 6.20.

Ved meget store hgjder kan der opstd det
problem, at man ikke kan opni o = o, for

% = 1, se eksempel 6.1.

For hgjder der er mindre end den, der sva-
rer til kubeformede prgvelegemer, findes
der forsggsresultater, der bade viser, at
O stiger, og at O¢ falder med aftagende
hgjde. P& fig. 6.21 og i tabel 6.6 er ho-
vedresultaterne af 4 forsggsserier vist.
Gennemlasning af de 4 referencer i tabel
6.6 giver ikke et grundlag til at bedgmme
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nogle af forsggsserierne som mere trovar— —

dige end andre.

Det md séledes konstateres, at der her-
sker stor usikkerhed om betydningen af
sma hgjder af det belastede legeme. Hvis
man fastsatter nogle regler, der tager
hensyn til hgijden, og som ikke er i mod-
strid med forsggsresultaterne i [53.2] og
[73.4]1, skulle man f3 régler, der giver

sikre vardier for bareevnen ved smd hgj~-
der.

I vejledningen til betonnormen er som
tidligere navnt foresliet (6-31), hvor Op
er sat til 0.+ Heri er ogsd foreslédet en

fremgangsmdde til bestemmelse af F. Frem-
gangsméaden er ensbetydende med at finde
det centralt belastede areal, der frem-
kommer ved afskaring med liniér med held-~
nigen 1:2. Nogle eksempler er vist pad fig.
6.22. I tabel 6.6 er der ikke taget hen-

syn til hgjden ved bestemmelse af F i ko-
lonnen %.
Pa fig. 6.23 ér reglen brugt sammen med
(6-33) og sammenlignet med forsggene fra
[53.2]. Forsggene var af type B, jfr. fig.
6.21, og 2b = 6 in. Resultaterne ligger
over formlens vardi; men for aftagende

5% aftager styrken péd en mide, der passer
med normens regler.

P& fig. 6.24 er der foretaget en tilsva-

rende sammenligning med 4 serier fra _
[73.4]. Forsggene var alle af type A, jfr.
fig. 6.21, og 2b = 200 mm. I serie 1 var
f=10x 10 cm, i serie 2 og 4 var f =

7x 7 cm og i serie 3, var £ = 5 x 5 cm.
Man ser, at (6-33) sammen med normens reg-

ler for bestemmelse af F giver udmarkede
verdier.
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6.5 Konklusion

P& baggrund af den foranstdende gennem-
gang kan der konkluderes, at elastici-
tetsteorien ikke er anvendelig til bere-
evnebestemmelse ved koncentrerede belast-
ninger. Teorien for stift plastiske ma-
terialer kan mdske anvendes i en del til-
felde. En mulig anvendelse af denne vil
krave anvendelse af en effektivitetskoef-
ficient v < 1, i lighed med den der er
indfgrt i kapitel 5.

Man er i dag henvist til at bruge empiri-
ske formler til bestemmelse af bareevnen.
En s@rdeles anvendelig formel er i denne
forbindelse (6-33). Det i formlen anvend-
te areal F bestemmes som det centralt be-
lastede areal, der kan findes ved fra ran-
den af f at trakke linier med hzldningen
1:2 til skaring med side eller underkant
af det belastede legeme.

Eksempel 6.1. Etagekryds

P4 fig. 6.25 er vist princippet i et eta-
gekryds fra det prafabrikerede betonele-
mentbyggeri. Nederst et vagelement, der
unders£¢tter‘to daekelementer. Imellem
dzkelementerne er udstgbt med fugebeton,
bg ovenpd er der anbragt endnu et vagele-
ment, som er understoppet med mgrtel.

Normalt kan man ikke regne med at fuge-
betonen sikrer kontakt imellem dakelemen- .
ter og det nederste vegelement. Dzkele-
mentet underst¢ttes derfor ikke overalt,
sd overfgrelse af lodrette trykkrafter
bgr antages kun at ske gennem fugebeton-
en. P4 denne mdde har man en koncentre-
ret belastning p& det nederste vegélement.
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Dzkelementerne kan vaere ret afskirne ved
enderne, f.eks. de sdkaldte Spirol-dak,
hvor bredden a er veldefineret. Det kan
ogsa vere de velkendte elementer med kna-
ster, hvor bredden a varierer langs eta-
gekrydset. I det fglgende vil vi i dette
tilfzlde lade a betegne den gennemsnitli-
ge bredde af fugebetonen.

fl

Forsgg har vist, at man med a t ikke

kan opnd en bareevne, hvor cf = 0,- Den
enaksede trykstyrke synes at ligge pd

omkring 75% af cylinderstyrken.

For at beregne bzreevnen af et etagekryds
ved hjelp af (6-33) skal man altsd anven-
de 0,750c i stedet for O Desuden har
man

F ot
(a) F T 3
(b) o, = 2

hvor 1 er langden af et etagekryds.

Indsattes disse udtryk i (6-33), findes

bzreevnen ved omskrivning til

Pbr a a
(c) tloc = 0,15 T + 0'6]/E |

Der er udfgrt en del forsgg til bestemmel-
se af bareevnen af etagekrydset. Buhelt
m.fl1. [76.1] har optegnet resultaterne,

og de er gengivet her pd& fig. 6.26, hvor
ogsé (c) er indtegnet. o, er den mdlte
cylindertrykstyrke for betonen i vagele-
mentet. Overensstemmelsen mellem (c) og
forsggene ses at vare god.

% = 1,0 er opndet ved at sikre fuld under-

lgbning af dazkelementerne ved udstgbning
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af-fugebetonen. I et enkelt tilfaelde er
dog anvendt et gennemgdende dazkelement.

Man ser sdledes, at (c) er en anvendelig
formel til bareevnebestemmelse for eta-
gekrydset. Det bemzrkes i g¢vrigt, at den
gennemsnitlige bredde a, der er anvendt
ved knastelementer, kun er anvendt for at
lette ved Opstllllng af (c) 0g optegning N
af fig. 6.26. Uanset om man anvender den
gennemsnitlige a eller den korrekte form
af arealet f, bliver % det samme.

Eksempel 6.2. Bgjlesamling

(a)

Vi betragter nu det pé fig. 6.27 viste
jernbetonlegeme, der pav1rkes til trak.
Trazkket pdfgres legemet via armerings-
bgjlerne, og skal i midten af legemet
overfgres fra det ene szt bgijler til det
andet gennem betonen.

Brud i prgvelegemet kan indtrade p& to
mader, enten ved brud i armerlngen, el-
ler som brud (spaltebrud) i betonen imel-
lem de modst&ende bgjler. Vi vil her un-
dersgge, om (6-33) kan anvendes til at
forudsige den belastning, ved hvilken

der sker spaltebrud i betonen imellem
bgjlerne. De foretagne beregninger vil
blive sammenlignet med forsgg af Leonhardt
m.fl. [73.57].

Vi vil begranse undersggelsen til det til-
felde, hvor der er en c1rkular lysning i~
mellem bgjlerne. P3 fig. 6. 28 er en b¢jle.
med trzkkrafterne T Ooptegnet. Betonen an-
tages at virke med et konstant tryk o i-

mod bgjlen. Sammenh&ngen mellem o og T
findes til

= 2T
dDp
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(b)

(c)

(d)

ror at der ikke skal ske spaltebrud i be-
tonen, skal der galde

o0.dD
f
Tbr < 2

hvor Or er brudspandingen ved den koncen-
trerede pdvirkning.

De forsgg vi vil sammenligne beregninger-
ne her med, resulterede alle i spaltebrud.
Vi skal altsd finde ¢ af (a) for den kraft,
hvor bruddet skedte, 0g sammenligne med
den Ogs som er bestemt af (6-33).

I (6=33) kendes
f =dbp

hvilket svarer til en projektion af o pa

diameteren i lysningen imellem bgjlerne.

Bestemmelse af F er lidt vanskeligere;

men vi vil anvende reglen om fordelings-
linier med haldningen 1:2, hvorefter vi
kan dele behandlingen op i tre tilfalde.

1. F begraznses af modstiende bgijle.

Hermed menes, at det areal, man finder

ved afskaring med linier med haldning 1:2,
mgder det, man f&r fra den modst&ende bgj-
le, som vist p& fig. 6.29.

Fig. 6.29a viser et snit i midten af bgj-

lesamlingen med fordelingslinier 1:2. Det

falles stykke af de to arealer man finder,
er karakteriseret af langden B, der findes
til

B=<=(D + 4)

Nf—

Séddanne linier skal trakkes fra kanten af
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armeringen hele vejen rundt. F bliver -
dermed det areal, man fir ved at trakke
fordelingslinier fra en halvcirkel (fig.
6.29b) med diameter D + 4. Fig. 6.29c vi-
ser F, der har samme areal som halvcirk-
len i fig. 6.29b.

(D. + 4)2

(e) F %

For den koncentrerede belastning f&s nu

(o}
f _ Y
(£) a = 0,2 + 0,4 + 4) 3dD

I tabel 6.7 er (f) sammenlignet med fi-
re forsgg fra [73.5], hvor de to sat bgj-
ler var placeret sddan, at F kan bestem-
mes pd den her foreskrevne mdde. Ved for-
sggene er terningstyrken for beton mdlt.
Cylinderstyrken er sat til 80% af ter-
ningstyrken. De anvendte forsggsnumre re-
fererer til numrene i [73.5]. |

Man ser, at overensstemmelsen er rimelig
god.

2. F begrznses af fri side.

Dette tilfelde opstdr, ndr bgjlerne er
anbragt s& tat ved overfladen, at forde-
ingslinien skarer den fri side, som vist
pd fig. 6.30a. Figuren er et snit midt i
bgjlesamlingen, og det stykke,man finder,
er karakteriseret af langden

(g) B = 2a

hvor a er afstanden indtil centrum af den
yderste bgjle.

Fjerner man sig fra midten af bgjlesamlin-
gen, bliver afstanden mellem de to bgjler
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mindre end D, og pd et tidspunkt vil for=- . .. .

delingslinierne ikke mere skare den fri
side, fgr de mgder de tilsvarende linier
fra den modst8ende bgjle, se fig. 6.30b.

F bliver pd& denne mide arealet af en halv-
cirkel med diameter D + d, men minus et
cirkelafsnit med‘pilh¢3den %(D + d) - B .

Kun et enkelt af forsggene i [73.5] sva-
rede til dette tilfelde. Forsgget var C3,
— 2

£, forsgg ~ 41,9 N/mm og
= 48,7 n/mm?, alts§ ogsd her en

og det gav o

o .
f,teori
rimelig overensstemmelse.

3. F begranses af modstiende bgjler og
nerliggende bgjlesat.

Vi ser nu pa det tilfalde, hvor to sat
bgjler er anbragt s& tat ved hinanden, at
F begraznses ved at fordelingslinierne fra
en bgjle mgder fordelingslinierne fra en
nabobgjle, fgr den mgder dem fra den mod-
stdende bgjle. Fig. 6.31a viser et mid-
tersnit for et sddant tilfalde.

Man har her to koncentrerede belastninger,
der virker sammen. Bestemmelse af f og F
er derfor ikke s& enkelt som i de forega-
ende tilfalde. En fremgangsméde kunne -
f.eks. vare at satte f til 2d D og lade

F vare hele det falles areal, der frem-
kommer ved afskaring med linier fra alle
4 bgjler med heldning 1:2.

Bidraget til F kan deles op i to dele. Bi-
draget til venste for linien AA og til
hgjre for linien BB, se fig. 6.31, udggr
tilsammen et bidrag analogt med tilfazlde
1. Det giver altsd arealet af en halvcir-
kel med diameter D + d.

Bidraget imellem linie AA og BB er anaiogt
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(h)

a\:ldeB' idet manf_ér S

Bidraget bliver alts& en halvcirkel med
diameter D +d minus arealet af et cirkel-
afsnit med pilhgjden 5(D + d) - (e + d).

I tabel 6.8 er sammenlignet med forsggsre-
sultater fra [73.5], og man ser, at man
generelt finder 1lidt for store vardier ved

den her anvendte fremgangsmide.

De her foretagne beregninger tyder p&, at
bgjlesamlingers trakstyrke i en del til-
fzlde kan bestemmes ud fra (6-33) og reg-
len om fordelingslinier med heldning 1:2.
Det skal dog understreges, at forsggsmate-
rialet er lille, og at anvendelse af frem-
gangsmaden bgr belyses yderligere.
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7= KONCENTREREDE BELASTNINGER PA ARMEREDE BETONPRISMER

7.1 Indledning

Vi vil i dette kapitel se pd et problem,
der er beslagtet med det fra kapitel 6.
I dette tilfalde er der imidlertid kun
tale om en linielast, d.v.s. et plant
problem. I betonprismet er der armering
vinkelret pa belastningens virkeretning,
og det er virkningen af denne armering,
vi her vil prgve at se pa.

De betragtninger og beregninger, der vil
blive foretaget, vil blive sammenlignet
med forsgg udfgrt ved Instituttet for
Husbygning [75.4]. Forsggene blev udfgrt
med 20 x 20 x 40 cm prismer med variabel
betonstyrke. Til armering anvendtes'b¢j—
ler med en udformning, som vist p& fig.
7.1. Antallet af bgjler og deres afstand
til overkanten af prismet varieredes. Der
blev anvendt bgjler af s&dvel tentorstil
som rundstdl.

Ved forsggene var % = 5,0.

7.2 Gunstig placering af armering

(7-1)

(7-2)

Vi betragter den samme brudfigur som ved
uarmerede prismer, fig. 7.2. Den indbyr-
des sammenhang mellem bevagelserne i brud-
figuren fremgdr af fig. 7.2, og den fin-
des som i afsnit 6.3.1 til

v v 'cos (B+o)

1

\Y%

2 V sin (B+®)

Den tvaergdende armering anbringes vinkel-

ret pé V,. Hvis den anbringes s& langt
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(7-3)

nede, at den ligger i omridet med adskil-
lelsesbrud, vil dens bidrag til arbejds-

ligningen blive

= = i +
Wpp = Fog2v, F o, 2Vsin(g+e)
hvor F er armeringens tvarsnits areal, og

Op er dens flydespanding.

Vi g¢r den sadvanlige antagelse, at der
kun kan optages krafter i armeringen i
dennes langderetning. Det betyder imid-
lertid, at armering, der er anbragt s§
hgjt oppe imod belastningen, at den g&r
gennem de to glidebrudsflader, ogsd vil
give et bidrag til det indre arbeijde,
der er givet ved (7-3). Bevagelsen i ar-
meringens langderetning bliver nemlig
den vandrette projektion af VvV, der er
lig med VZ'
For brudbareevnen er det alts& uden be-
tydning, hvor langt nede armeringen er
anbragt. Denne konklusion ma naturlig-
vis tages med noget forbehold, idet tver-
armering langt nede vil vare uvirksom.
Det vi taler om her, er armering nar den
lokale belastning. Det interessante er
imidlertid, at armering anbragt i den
zone, hvor der efter elasticitetsteori-
en er tvargdende tryk, se fig. 6.3, vil
vere lige s& effektiv, som armering an-
bragt i zonen med tvergdende trak.

Til illustration af dette er nogle for-
sggsresultater vist p3d fig. 7.3. ved
forsggene var den tvargéende armering 3
stk. R10. Betonen var ved alle forsgg
fra samme blanding med o, = 31,8 MN/m?.

Afstanden er mdlt fra armeringens cen-
trum til prismets overside.
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Man ser, at brudbareevnen stort set er
ens for de tre dzklagstykkelser,

En eiastisk beregning efter Iyengars me-
tode viser, at maximalt trak findes 70

mm nede i prismet, og at overgangen mel-
lem trazk og tryk findes 28 mm nede. For-
spg med den tvargdende armering placeret
helt i den elasticitetsteoretiske tryk-
zone mangler altsd. Forsggene viser imid-
lertid, at armering placeret der, hvor
elasticitetsteorien siger, at der ikke er
nogle tverspandinger, (28 mm ~ 30 mm), er
lige s& effektiv, som armering placert i

omréddet med store tvartrakspandinger.

Forsgg med 4 stk. R10 med afstanden til
armeringscentrum pa 30 og 60 mm viser sam-
me billede, hvilket ses af fig. 7.4. Ved
forsggene med afstanden 30 mm var O, =
28,3 MN/m?, og ved de andre var cc:=31,9
MN/m?.

Ved forsggene i [75.4] observeredes ogséa
revnelasten. Den f¢rste revne, der kunne
observeres, var altid en del af adskil-

lelsesrevnen midt under belastningen.

Efter at det ikke plastiske adskillelses-
brud er indtr&dt, kan belastningen sta-
dig g¢ges pd grund af det plastiske glid-
ningsbrud og armeringen.

Betydningen af afmeringens placering for
revnelasten er vist pd fig. 7.5. Efter

elasticitetsteorien forekommer det stgr-
ste trak i en dybde pd 70 mm; men forsg-
gene tyder ikke pé,.at armering anbragt
andre steder i omr&det med trak har min—
dre indflydelse pd revnelasten. Selv ar-
mering anbragt pad det sted, hvor elasti-
citetsteorien forudsiger ingen tvarspan-

dinger, giver samme revnelast.
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P& baggrund af ovenstdende kan man altsi

sige, at afstanden ned til tvararmerin-
gen ikke har nogen indflydelse p& bare-
even eller revnelasten. Konklusionen byg-
ger péd forsgg, hvor man dog mangler nogle
med tverarmering meget nar den lokale be-
lastning, d.v.s. inde i det omrade, hvor
elasticitetsteorien forudsiger et tvargi-
ende tryk. Armering anbragt der vil for-
modentlig vare lige s effektiv, nar det
drejer sig om brudbareevnen, hvorimod det
ikke kan udelukkes, at revnelasten vil
blive mindre.

7.3 Bareevnebestemmelse

(7-4)

(7-5)

Vi vil her foretage en bareevneberegning
ud fra brudfiguren i fig. 7.2, idet vi

gg¢r den antagelse, at det lodrette adskil-
lelsesbrud ikke bidrager til bareevnen.
Denne antagelse er ensbetydende med, at
adskillelsesbruddet antages at vare ind-
tradt, f¢r det totale brud indtrader. Det-
te brud antages derimod at vere stift-
plastisk.

Arbejdsligningen opskrives, og bidraget
til det indre arbejde fra armeringen er
uanset placering givet ved (7-3). Bidra-

get fra glidningsbruddet i betonen bliver

= 1=-sing 2al
WIC 2 %% sinf

\Y

hvor a er den halve belastningsbredde,
og 1 er belastningslangden vinkelret pé:
papirets plan. Det ydre arbejde bliver

WE . 2alof cos (B+Y)V

We = WIR + Woo giver ¢gvrevardien
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ZF'GF sin(g+@)sinB + (1-sinplalo_

(7-6)

(7-7)

(7-8)

(7-9)

(7-10)

(7-11)

¢ T 2a 1 cos (B+w) sinp

Vi kan nu indfgre en armeringsgrad som

o - OF]?
T 2alo
c

Herefter kan (7-6) skrives som

I¢ _ 49 sin(g+¢)sing + (1-sing)

E; 2 cos (R+p) sing

Minimum for (7-8) findes for

-sing +1/1 + %?é%%%?
tanf = o
: T=sing + cos®

Sazttes ©® = 0 giver (7-8) naturligvis sam-
me resultat som (6-10), hvor trakstyrken

er sat til nul i et uarmeret prisme.

(7-8) og (7-9) er fgrste gang udledt i
[75.47.

Indsatter vi ¢ = 37° og omskriver (7-8),
finder vi bareevnen til

9f _ 0,4 + 20(0,8 - cos(28+0))

"; sin(28+9) - 0,6

Q

hvor man har

-0,6 +vY1 + 8@

tanpg = 106 + 0,8

Hvis armeringsgraden & er meget lille, vil
armeringen rives over, i det gjeblik rev-
nelasten opn&s. Vi har altsd et underarme-
ret tvarsnit, idet vi benytter betegnel-
ser analogt med DS411. Bareevnen af dette
vil kunne bestemmes af formlen for det
uarmerede betonprisme (6-33). Denne for-
mel er dermed en nedre vardi for gyldig-
heden af (7-10).
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Ved overarmerede tvarsnit vil der ske en
lokal knusning af betonen under belast-

ningen, og (7-10) kan ikke anvendes.

P& fig. 7.6 er (7-10) afbildet sammen med
forsggsresultaterne fra [75.4]. De viste

resultater er middel af 3, i enkelte til-
felde dog af 2 forsgg. Den vandrette pun-
terede linie er bareevnen for et uarmeret
grisme bestemt ved (6-33), idet vi har

_f=5‘

Forsggsmaterialet er i gvrigt meget be-
granset, sd det vil vare vanskeligt at
drage ret mange konklusioner ud fra fiqu-
ren. Resultaterne synes imidlertid at vi-
se, at bareevnen er konstant ved smd ©,
og at denne verdi kun er lidt stgrre end
bzreevnen for det uarmerede prisme.

For stgrre vardier af ® stiger bareevnen
med stigende ®. I alle tilfalde giver
(7-10) mindre bazreevne end forsggene.

Bortset fra @ = 0,202 viste alle forsg-
gene med armerede prismer udpraget pla-
stiske egenskaber med store deformationer
inden brud. For ® = 0,202 var revnelast
©g brudlast sammenfaldende, og bruddet
indtraf pludselig og uvarslet p& samme
méde som for et uarmeret betonprisme.

Ud over de pa figdren viste resultater,
udfgrtes yderligere tre forsgg, hvor brud-
dene var forankringsbrud. Medens de p&
fig. 7.6_viste forsgg var med rundjern

(R7 og R10), var to af forsggene med for-
ankringsbrud med tentorstil. Det tredje
fors¢gg var med R10, men med s& mange ar-
meringsstanger (6 stk. ~ ® = 0,54), at
forankringsevnen ikke var tilstrakkelig.
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7.4 Konklusion

(7-12)

Vi kan af det foregaende se, at en tvar-
giaende armering under en lokal belastning
¢ger bareevnen. Af fig. 7.6 ser vi ogsa,
at denne forggelse er beskeden.

Tverarmeringen har yderligere den fordel,
at bruddet ved en passende mangde arme-
ring bliver varslet og udpraget plastisk.
En lille armeringsgrad &ndrer dog ikke
brudformen i forhold til det uarmerede
prgvelgemes pludselige og uvarslede brud.

Nér blot tvararmeringen er anbragt i nar-
heden af den koncentrerede belastning, er
brudbareevnen og i nogen grad revnelasten
uafhangig af armeringens afstand fra be-
lastningen.

Et begranset fors¢gsmateria1e tyder pa,
at bareevnen pa den sikre side kan findes
som den maximale af (6-33) og (7-10). I
denne forbindelse kan man af fig. 7.6 se,
at (7-10) kan lineariseres, idet man kan
se bort fra kurven for smd ®. Bareevhnen
bestemmes herefter som

o (0,2 + 0,8]’/%

2,60 +.1,2

En g¢vre granse for gyldigheden af (7-12)
og (7-10) kendes ikke. Man skal imidler-
tid vare opmarksom pa&, at der ud over
gransen ved overarmeret tvarsnit, kan op-
trade problemer med forankringen af tvar-
armeringen.
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Fig. 1.1. Eksempel pd at forsgg kan vise, hvilken
brudmekanisme, man skal regne p&.
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Fig. 1.2. Tvarspandingsfordeling under -belastnin-
gen efter elasticitetsteorien.
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Fig. 2.1. Coulombs brudhypotese med Mohrs cirkler
i et punkt.
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Fig. 2.2. Coulombs brudhypotese med Mohrs éirkler
for enakset tryk og enakset trak.
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Fig. 2.3. Coulombs modificerede brudhypotese.
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Fig. 2.7. Toaksede trykforsg¢g og Coulombs brud-
hypotese ved plan spendingstilstand
og tryk.

[72.1]

Fig. 2.8. Toaksede trakforsgg og trek/tryk-
forsgg samt Coulombs brudhypotese.
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Fig. 2.9. Typisk tryk- og trakarbejdslinie.

Fig. 2.10. Tryk- og trakarbejdslinier for tre
betontyper. Fra [66.1].
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Fig. 3.3. Brud langs logaritmisk spiral.



Fig. 3.4. skréning med brud langs spiral.



Fig. 3.5. Brudfigur i skréning.
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Fig. 3.7. Flydebetingelse for Coulomb-materiale
med oy = 0 og for modificeret Coulomb-

materiale med Oy = 0 og o, < Op+
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Fig. 3.9. Flydebetingelse for modificeret Coulomb-
materiale med O3 = 0 og o, = 0.
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Fig. 4.1. Stgbeskel i betonlegeme.
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Fig. 4.2. Glidningsbrud i stgbeskel.




Fig. 4.3. Spandinger langs stgbeskel.
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Fig. 4.4. Bareevnens afhengighed af stgbeskel-
lets h®ldning. Brudform: Glidningsbrud.
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Fig. 4.5. Brud i stgbeskel.
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Fig. 4.6. Bareevnens afhangighed af stgbeskellets
haldning. Brudform: Glidningsbrud og

adskillelsesbrud, oé = 0.
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Fig. 4.7. Bareevnens afhangighed af stgbeskellets
haldning. Brudform: Glidningsbrud og ad-
skillelsesbrud, O, > 0.
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Fig. 4.8. Johansens forsggsresultater og (4-3)

med ¢' = 3 MN/m? og tanyg = 0,75.
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Fig. 5.1. Forskydningsbrud.
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Fig. 5.2. Brudfigur.



@ Tor Gyldighedsomré&de
Oc
(v -9) ¢ < v logine
© .
1 -sing 1 ~-sing
m + & tang > v —s
o o o o
«ém .—E><\)(1»3 i)—(wv —-35)> 8 < v(0,2-1,6 —-)
o o g - o
370 Cc c c ac
0,25 v + 0,75 ¢ s> v(0,2-1,6 =)
c
Ve (v -9) . ® < 0,2 v
37° -
0,25 v + 0,75 ¢ > 0,2 v
. V(e +0,19) (0,7v - (2 +0,1v)) o < 0,04y
T 37°
0,25 v + 0,75 & ® > 0,04v
Tabel 5.1: Bareevneformler ved plan deformationstilstand
Tor :
—_ Gyldighedsomrade
%
ICEE)) $ <0,5v
0,5 v ®>0,5v

o o o

P t t t
($+v — NHv(1 =3 —=)=(d+v —)
J %% ( 9% Uc)

_ .Gt
¢_<_\)(0'2-1'6 -O'—_)
(o]

IOQ.

s
(=

0,25 v + 0,75 ¢
TICEE))
0',5 v

g
37° 0,25 v+ 0,75 ¢ v(0,2-1,6 £ <2 < 0,2 v)
[o]
$ICEE)) 6,2 v<9é<0,5v
0,5 v ¢ >0,5v
37° V(v =29) $ < 0,5 v
0,5 v ¢ >0,5v
V(e +0,1 v) (0,7 v=-(8+0,1v)) ¢ < 0,04 v
37° :

Tabel 5.2:

Bazreevneformler ved plan spendingstilstand
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Fig. 5.6. Forskydningsfors¢g fra [69.5].
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Fig. 5.7. Resultater med monolitiske prgve-
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Fig. 5.8. Resultater med monolitiske prgvele-
gemer fra [72.3].
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Fig. 5.11. Resultater med revnede prgvelegemer
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Fig. 5.12. Forsgg med st¢beskel fra [60.1].
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Fig. 5.13. Forsgg med stgbeskel fra [74.2].
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Fig. 5.14. Forsgg med glatte stgbeskel fra [74.2].
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-15. Princip i fortandet, Fig. 5.16. Brud i fortanding.
{
armeret vagfuge.
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Fig. 5.19. Sammenligning af brudbareevne med:.
forskydnings-friktionsteorien.



Fig. 6.1. Koncentreret belastning p& s¢gjle fra
en gennemgdende bjelke.

Fig. 6.2. Koncentreret belastning pa& uarmeret beton.
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Fig. 6.3. a. Koncentreret last pa halvuendelig stang.

b. Tverspanding langs x-aksen.
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Fig. 6.4. Forsgpg af Rathkjen [73.2].



a 1 1 A 1 1

b 15 i0 5 4 2
Iyengar 0,029 0,042 0,072 | 0,085 0,110
STRUDL 0,027 0,038 0,066 | 0,080 0,110

o
Tabel 6.1: Verdi af ~Xﬁ?§§ bestemt ved Iyen-

gars metode og ved elementmetoden

med ICES STRUDL-II.
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Fig. 6.5. a. Ekscentrisk belastning.
b. Regningsmessig bredde efter Guyon.
a 1 1 1 1 1
b 30 20 10 5 3
Iyengar 0,015 0,022 0,042 0,072 0,100
STRUDL 0,014 0,019 0,037 0,068 0,093
o
Tabel 6.2: Vardi af —zﬁ?éﬁ bestemt ved Iyengar's metode

for symmetrisk last og ved elementmetoden for

a/B =

1/30 , jfr. fig.6.5a.




5 Al i 1 1 !
30 20 10 5 3
0,043 0,055 0,088 0,096
0,045 0,040 0,063 0,059 0,081
o, 0,025 0,031 0,042 0,048 0,058
E; v
: 0,030 0,028 0,035 0,047 0,060
0,027 0,029 0,045 0,059 0,069
Middel 0,034 0,032 0,048 0,060 0,073
Tabel 6.3: Forsggsresultater fra [73.2]. o, er sat til
den mdlte spaltetrazkstyrke
a 2 2 2 2 2
b 30 20 10 5 3
0,031 0,038 0,060 0,065
0,031 - 0,028 0,043 0,046 0,056
%%
5 0,024 0,027 0,033 0,043 0,055
£
0,022 0,024 0,032 0,040 0,050
0,031 0,029 0,039 0,056 0,074
Middel 0,028 0,027 0,037 0,049 0,060
Tabel 6.4: er bestemt

Forsggsresultater fra [73.2].0t

ved (6-5)
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Fig. 6.6. Forsggsresultater fra [73.2] og re-
sultater fra elementberegninger.
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Fig. 6.7. Brudfigur.

V2

Fig. 6.8. Bevagelser i brudfiguren fig. 6.7.



Tilladelig spandingsfordeling.

6.9.

Fig.



Fig. 6.10. Brudfigur.
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Fig. 6.11. Forsggsresultater sammenlignet med
plastiske beregninger.
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Fig. 6.12. Belastet prisme med rumlig brudfigur.
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Fig. 6.13. Bevagelser i brudfiguren fig. 6.12
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Fig. 6.14. Brudfigurer ved usymmetrisk belastning.

Fig. 6.15. Brudfigur.
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Fig. 6.16. Brudfigur.

) 2Hb' '
o 52 8 16 24 32 48 64
55 5 1,28 {1,63(1,92 |2,14| 2,40 | 2,80 Forsgg
r
MN/m?

+ 2,2512,85 (3,42 4,56 | 5,62 Teori

31.0 1,5742,07}2,39 2,68} 3,32 4,15 Forsgg
r

MN/m?

+ + + + 5,451 6,35 Teori

Tabel 6.5: Veaerdi af EE fra forseg
v c
[60.2] og fra beregninger

(6-25) og (6-26)



Fig. 6.17. Regningsma&ssigt F ved ikke central
belastning.
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Fig. 6.18. Forsgg af Hawkins [68.2] og (6-33).

Fig. 6.19. Belastningsplaceringer med samme %
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Fig. 6.20. Belastningsplacering med % =

. 2b
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Fig. 6.21. Belastningsplaceringer. Typebetegnelser
anvendt i tabel 6.6.

. F H
Kilde Type ¥ >5 Resultat
[53.2] B 29,2 1, %, + 3
[60.2] A 2 - 16 1, % +

A 1 = 44,4 2 - % +
[65.4] c 1 - 25 | 2 - 0,6 +
[73.3] A 4, 8,15, 16| 1,5 0,35 +
%
¥ : 5 aftager med faldende H/2b
c ]
+ 5 stiger med faldende H/2b

Tabel 6.6:

C

Hovedresultater af forsgg med
hgjdens indflydelse
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Fig. 6.22. Eksempel pd bestemmelse af F.
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Fig. 6.23. Hgjdens indflydelse. Forsgg af
Meyerhof [53.2].




%\
Oc Oc
L1 Serie 1 L Serie 2
0, =22,9 MN/m? O, = 22,9 MN/m?
3t 3t
2 4 o P o - . 2</-‘ L] L 4
1 / 1-
~H H
+ + - + + - A————
% 0.5 1.0 15 2b % _ 05 10 15 2b
fesi g
Oc ‘ UcA ,
5 . 5] Serie 4
L . d L} Oc = 40,3MN/m?
3t 34
24 Serie 3 2] o
. 0c = 20,9 MN/m?
11 11
0 . - H g , : -t
0‘ 05 1.0 15 2b 0 0.5 1.0 15 2b

'Fig. 6.24. Hgjdens indflydelse. Forsg¢g af
Houborg [73.3].

Fig. 6.25. Princip i etagekryds.
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Fig. 6.26. (c) sammenlignet med fors¢g fra [76.1].
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Fig. 6.27. Trak i bgjlesamling.

Fig. 6.28. Krafter i b¢jle;
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‘Fig. 6.29. Bestemmelse af F. Tilfzlde 1.
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Fig. 6.30. Bestemmelse af .

b Snit

F. Tilfelde 2.

g
Nr D d °f,teori °f, forspg B__f__,__f_c_)_____rs__(_'ég
mm mm N/mm? N/mm? ~ "f,teori
A3 120 12 54,4 46,6 0,86
A4 120 12 54,4 49,4 0,91
B1 121 12 53,1 54,0 1,02
B2 90 12 51,9 63,2 1,22

Tabel 6.7:

Sammenligning af (f) med forsg¢g fra
[73.5]
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Fig. 6.31. Bestemmelse af F. Tilfalde 3.



fra [73.5].

Tilfalde 3

Nr D d € C’f,teori f,forsgg SﬁLﬁgEEQﬁ
mm mm mm N/mm? N/mm? Of,teori

i 170 12 43 612 466 0,76

c2 120 12 37 526 357 0,68

Al 121 12 36 524 430 0,82

A2 121 12 39 530 482 0,91
Tabel 6.8: Sammenligning af teori og fors¢g
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Fig. 7.1. Prgvelegeme fra [75.4].

Fig. 7.2. Brudfigur.
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Fig. 7.3. Brudbareevne. Tvararmering 3R10. For-
spg fra [75.4].
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Fig. 7.4. Brudbareevne. Tverarmering 4R10. For-
s¢g fra [75.4].
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Fig. 7.5. Revnelast. Forsgg fra [75.4].
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Fig. 7.6. Sammenligning af (7-10) med
forsgg fra [75.4].
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Fig. 5.5. Brudfigur for forskydning med normalkraft.
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Fig. 5.3. Bareevne ved plan deformationstilstand.
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Princip 1 stgbeskels bareevne

0571

(5-1.9)} @ =379

5-51) [ V =045
(5-54) |
(5-56) ) ¥ =37°
(5-58)) v =2/3
+ $ ¥ ¢ + - §
0 01 02 03 04t 05
Fig. 5.10.

Resultater med revnede prgvelegemer-
fra [69.5].
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Fig. 5.17. Forsgg af Pommeret (fra [74.3]) med
"B

3= 0,22 og (e) og (f).
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Fig. 5.18. Forskydning i stgbeskel.
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Fig. 3.6. Flydebetingelse med tgjningsvektorer.



