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1. Sammenfatning

Naavagende rapport behandler kombinerede pavirkninger af uarmerede og fiberarmerede
betonbjadker. Der geres i denne forbindelse nogle teoretiske overvejelser baseret pa
plasticitetsteorien.

Det har vist sig at ved anvendelse af flydebetingelsen for armerede skiver kan kombineret bgjning
og vridning behandles og et smpelt interaktionsudiryk bestemmes. Dette tilfadde er eftervist
eksperimentelt med fire forsgg pa uarmeret beton og seks forsgg pa fiberarmeret beton.
Sammenligninger har vist at hvis effektivitetsfaktoren pa traekstyrken, ny, sadtes til henholdsvis
0,67 og 0,89 er overensstemmel sen mellem teori og forsag god.

Vilkérlige pavirkninger kan behandles vha. en simpel nedreveadilgsning. For bgining med
forskydning henvisestil nedrevaardil @sninger for homogent armerede skiver.

For tilfaddet ren bgjning af fiberarmerede bjadker er fundet en effektivitetsfaktor, n;, pa 1, nar
fiberindholdet er starre end 3%, n, kan sadtestil 0,67 for et fiberindhold mindre end 2 %. For et
fiberindhold starre end 2 % og mindre end 3 % findes effektivitetsfaktoren vha. liness
interpolation mellem (0,67 , 2%) og (1 , 3%). Den stigende seihed med fiberindholdet fremgar
tydeligt af arbejdskurverne for de forskellige fiberindhold. Ved et hgjt fiberindhold er
arbejdskurven nassten ideal - plastisk.
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3. Symbolliste
Geometri
b Bredde af bjadke
h Hgjde af bjadke
L Laangde af bjadke
Larm Laangde af arm
d Udbgjning
u Udbgjning
Yo Trykzonehgjde
Fysiske starrel ser
e, & Hovedtejninger
e Tgining
S1,S9 Hovedspaandinger
Sx Sy, tyy  Spamndinger i et Xy-koordinatsystem
Sc¢ Trykspaanding
St Trakspaanding
S Normal spaanding
t Forskydningsspaanding
fe Trykstyrke
fi Trakstyrke
Ne Effektivitetsfaktor pa trykstyrken
N Effektivitetsfaktor pa traskstyrken
I Proportionalitetsfaktor
K 1+ SI n!'
1- sinj
] Friktionsvinkel
C Trykresultant
Tp Flydemoment ved ren vridning
T Vridende moment
M, Flydemoment ved ren bgjning
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Bgjende moment

Bgjende moment fundet ved eksperiment
Forskydningskraft

Jaant fordelt belastning

Jeavnt fordelt reaktion

Enkeltkraft

Enkeltkraft der fremkalder bgjning
Enkeltkraft der fremkalder vridning
Densitet
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4. Indledning

Nagvaaende rapport omhandler kombineret bgjning, vridning og forskydning af uarmerede og
fiberarmerede betonbjadker. Mange konstruktioner er uarmerede og det er derfor af stor betydning
at kende deres bareevne under kombineret pavirkning, da dette ofte forekommer.

Emnet behandles vha plasticitetsteorien, hvor bszeevnen bestemmes ved at opstille en
flydebetingelse for uarmeret beton. De teoretiske overveelser vil blive sasmmenlignet med forseg
udfert af Sonja Lezagja [5] i forbindelse med et eksamensprojekt og forsag taget fra [6]. Der vil i
denne forbindelse blive givet en kort beskrivelse af forsggene, herunder opstillingen som er
benyttet, betonens karakteristika og andet som er ngdvendigt for senere brug.
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5. Teori

5.1. Baggrund

| dette afsnit fremlasgges en teori til beregning af uarmerede og fiberarmerede betonkonstruktioner.
Beregningsmetoden bygger pa plasticitetsteorien. Dette betyder at materialeopferden af beton
antages at vage stift plastisk som skitseret i Figur 5.1.

AS
St=nift

Sc = ndfe

Figur 5.1 Stift plastisk materialeopfarsel af beton

Det antages at von Mises hypotese vedr. det maksimale plastiske arbejde er gaddende, hvilket
betyder at tgjningsvektoren star vinkelret pa flydefladen (normalitetsbetingelsen). For en mere
grundig beskrivelse henvises til [2] og [3]. Ydermere vil plasticitetsteoriens nedrevaadissgning
blive benyttet.

Beton antages at falge Coulombs modificerede brudhypotese som i hovedspaandingsplanen for
tilfad det plan spaendingstilstand er illustreret i Figur 5.2.

Hovedspaandingerne er betegnet s; 0og s, og de tilsvarende hovedtgjninger e; og e,. Trykstyrken er
betegnet f. og trackstyrken f,. Parameteren k afhaanger af friktionsvinklenj , se[2]. Forj =37°erk
=4, Parameteren | > 0 er en ubestemt proportionalitetsfaktor.
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Figur 5.2 Coulombs brudhypotese for plan spaandingstilstand

Udfra ovenstdende antagelser er det muligt at udlede en flydebetingelse for beton ved plan

spandingstilstand. Man finder at flydefladen bestér af tre kegleflader, se Figur 5.4.

Kegleflade nummer 2 fremkommer ved, a man ikke kan have 1. hovedspaanding lig med f; og
samtidigt opna den enaksede trykstyrke f.. Dette ses lettest udfra Mohrs cirkel, se Figur 5.3.

- ncfc kndfe-nfe ntft %

Figur 5.3 Mohrscirkel

Flydebetingel sen kan skrives:

Foromréde1:s £n,f,s £nf ogs, +s 3 (1+k)nf-n_f,

th - (ntft-sx)(ntft-sy)EO

For omréde 2:s 3 ks, - f.,s,3ks, - f og (1+K)n,f,-n_f 3 s,+s 2% -nf

ts - %(ncfﬁsx- ksy)(ncfc+sy- ksX)EO
(k-1)
Foromréde3:s  3n f,s, 3n f ogs, +s £-n f,

t? - (ncfc+sx)(ncfc+sy)£0

(1.1)

(1.2)

(13)
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Spaendingstilstanden i planen er betegnet s,, sy 0g ty, hvor Xy - koordinatsystemet er et
salvanligt retvinklet koordinatsystem. Effektivitetsfaktoren pa trykstyrken er betegnet n. og
effektivitetsfaktoren pa trackstyrken er betegnet n.

s A
A"
Sx

@ | nefc

@ kn;

Figur 5.4 Flydefladen for uarmeret beton

Keglefladen for omréde 2 har en spidsi punktet f, (;,2;) som skitseret i Figur 5.4.

5.2. Bageevne af bjadke under kombineret pavirkning

| dette afsnit skal en bjadkes baaeevne bestemmes under kombinerede pavirkninger. Farst
behandles tilfaddene ren bgining og ren vridning. Herefter behandles kombineret bgjning og
vridning, kombineret bgjning, vridning og forskydning og til dut bgjning med forskydning. Kun
bjadker med rektangulaat tvaarsnit behandles

5.2.1. Ren bgning

Bjadkens bageevne i tilfaddet ren bgining bestemmes vha. spaandingsfordelingen vist i Figur 5.5,
hvor trykzonens udstrakning er nul. Denne simplificering geres da tragkstyrken er meget mindre
end trykstyrken, hvorved man vil faen lille udstraskning af trykzonen. Fejlen bliver sdledeslille.
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Figur 5.5 Speendingsfordeling ved ren bgjning

Tages moment omkring trykresultanten C, fas flydemomentet.
Mp:%mnmf (1.4)

Projektiondigningen giver C = hbnf;.
Medtages en trykzone findes hgjden af denne af projektiondigningen

Ozncfcyob' n, ftb(h' yo) U
15
y, =h_" f, (1.5
nc fc +nt ft
Momentligningen bestemmer momentet som tvaasnittet kan optage
1
Mpzzmﬂuﬂh-%) (1.6)

For f. = 20 MPa, h = 170 mm, b = 120 mm og n, = n. = 1, bliver trykzonehgjden 11,23 mm, nar
f =./0,1xf_, f. i MPa Dertil svarer ifgige (1.6) et moment pa 2,29 kNm. N& trykzonens
udstrakning negligeres, finder man for samme veadier et flydemoment pa 2,45 kNm, hvilket
betyder, at man, ved at regne trykzonens udstraskning til nul, overvurderer baaeevnen med ca. 7 %.

Dette viser, at det er rimdigt ikke at tage hensyn til trykzonens udstragkning. Simplificeringen
medferer, at beregningerne bliver meget simplere.

5.2.2. Renvridning

Tilfeddet ren wvridning behandles udfra spandingstilstanden skitseret i Figur 5.6.
Forskydningsspaamdingerne er konstante i de viste omrader. Forholdene er detaljeret behandlet i

3].

-10-
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Figur 5.6 Speendingsfordeling for ren vridning
Vridningsflydemomentet, T, bestemmes udfra akvivaensbetingelsen mellem T, og
forskydningsspaandingerne, som maksimalt kan have vaadien nf;.

2 2
T =tf: (3h- b)=%(3h- b) (17)

p

Denne formel bestemmer baareevnen af bjadken i tilfaddet ren vridning, se ogsa[3].

5.2.3. Kombineret bgining og vridning
Kombineret bgjining og vridning behandles ved at kombinere normal spandingerne hidrarende fra
bgjning med forskydningsspaandingerne fra vridning ved anvendelse af flydebetingelsen (omréde
1) for plan spandingstilstand

-(ntft-sx)(ntft-sy)ﬂ 2=0 (1.8)
For en bjadke med s, = 0, fés

- (nf,-s)n f +t?=0 (1.9)

Spandingerne fra momentet bestemmes analogt til afsnittet ren bgjning
_2M
~bh?
hvor s angiver traskspandingen i betonen i bjadkens laangderetning.
Spaandingerne fra vridning bestemmes analogt til afsnittet ren vridning.

t b’ - 6T
T=—+(3n-b)0t=g—- 1.11
6 ( ) b?(3h- b) 1)

M :%s bh?U s (1.10)

hvor t angiver forskydningsspaadingen i betonen.
I ndsadtes disse spandinger i flydebetingelsen findes

-11-
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Fop- MG L Z ST 9 g
?'“ bh* g " &b*(3n- b) g
2

-+ —_— :1

MP TPB

(1.12)

Dette svarer til en parabolsk sasmmenhaang som illustreret i Figur 5.7.

12

—

0,8

0,6

04 \
0,2

§|§

Figur 5.7 I nteraktionskurve mellem bgjende moment (M) og vridende moment (T)

Det ses, at der er lodret tangent ved ren bgjning.

5.2.4. Kombineret bgning, vridning og for skydning

Uarmerede bjadker pavirket med en vilkérlig spaanding p pa oversiden af bjadken kan behandles
udfra den opstillede teori. En simpel nedrevaardilasning kan udvikles pa falgende made:

Farst behandles gpaandingerne fra det bgjende moment, M, og forskydningskraften V. Fordelingen
af s,—spaandingerne vadges at vaae som i afsnittet med ren bgjning, jf. afsnit 5.2.1.

Dette betyder, at vi sadter

S, :Mﬂntft forOEy£h (1.13)

p

-12-
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Figur 5.8 Spaendingstilstand fraM og V

Skal denne spasndingstilstand veare statisk tilladelig, ma den tilfredsstille ligevasgtdigningerne,
der, hvis man ser bort fra egenvasgten, er givet ved:

& + ﬂt_xy
(1.19)

Den farste ligevaagtdigning bestemmer variationen af forskydningsspaandingerne:

t
Moy~ 5o dMDF (o 0even (1.15)
Ty X dx M

Randbetingelsen for t,, er
t,=0fory=0 (1.16)
Ligevaggtsbetingel sen og randbetingel sen er tilfredsstillet for

f
’txy‘zvlsl—t;y (117)

For tilfaddet bgining med forskydning bliver forskydningsspaandingerne som tvaarsnittet skal
optage givet ved (M = M)

vn f Vv
bal ="y =1y (1.18)
p =bh?
2
Dette giver en maksimal forskydningsspaending pa ft.| = 2V/bh = t.

Fordelingen af s -spaadingerne bestemmes udfra den anden ligevaggtdigning.
sy, _ Tty _dvnf

(1.19)
Ty x dx M,

-13-
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|det & =- pbfésved benyttelse af randbetingelsen

s,=0fory=0 (1.20)
felgende udtryk for s,
1pm,f, ,
S,=-— 1.21
y 2 M ) y ( )
.2
For en bjadke pavirket til bgjning og forskydning haves s y = pb y* = 2pa‘3’—2 :
Lone &hp
2

Spandingsfordelingen fra det vridende moment bestemmes som i afsnit 5.2.2.
Forskydningsspaandingerne fra forskydningskraften og fra det vridende moment adderes. Nar
samtlige spandinger er bestemt undersgges det vha flydebetingelserne (1.1)-(1.3) om
pavirkningerne kan optages.

5.2.5. Bgning med forskydning

For tilfaddet bgjning med forskydning er i [1] udviklet en lang ragkke lasninger for bjadker med
homogen armering. Disse vil kunne overferes direkte til uarmerede bjadker, nar flydebetingelsen
som en tilnsarmel se regnes at vaare bestemt af (1.1) og (1.3).

Dalgsningerne i [1] viser, at bjadkerne altid kan baare bgjningsbrudiasten, behgver man sdledes
kun at undersage bgjningsbagreevnen.

Lasningerne i [1] kan som bekendt ikke benyttes i praksis for armerede bjadker, fordi der kan
indtraeffe et forskydningsbrud i en skra revne, se [2] og [4]. For en uarmeret bjadke vil den
farligste revne dtid veae en bgjningsrevne ved maksimalt moment, hvorfor et forskydningsbrud i
en skrarevne er udelukket.

- 14 -
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Figur 5.9 Lesninger fra[1] og[2] for bjad ker med homogen spaendingstilstand

-15-
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6. Forsgg

6.1. Beskrivelse

Forsggene med kombineret bgjning og vridning er udfert pa DTU's bygningsafdeling (BYG) i
efterdret 2001 i forbindelse med et eksamensprojekt [5]. Forsagsopstillingen er skitseret i Figur
6.1. Bjadkerne havde alle et rektangulaat tvaarsnit med bredden b = 120 mm og hgjden h =170 mm
og en spandvidde pa L = 1700 mm. Det bgjende moment blev pafart via en enkeltkraft pa midten
af bjadken, det vridende moment via et kraftpar ved hver understetning. Understetningerne var
vippelger, som vippede omkring bjadkeaksen.

| forbindelse med forsagene er der fortaget malinger af bade nedbgjninger og rotationer. Et
eksempel pa farstneevnte er vist i Figur 6.2. Ydermere er trykstyrken f. og spaltetraskstyrken fq,
madlt. Disse sterrelser er angivet i Tabel 6.1.

>~
70 ﬁ Py mé&l i mm
Figur 6.1 Skitse af forsggsopstillingen
Fiberar meret Uar mer et

-16 -
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fe i fe s
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
Mix 3 18,50 2,66 Mix 1 20,30 2,70
18,50 2,55 20,30 2,42
18,50 2,65 20,30 2,12
Mix 4 18,00 2,58 Mix 2 20,10 2,15
18,00 2,52 20,10 2,26
18,00 2,65 20,10 2,48
Middel 18,25 2,60 Middel 20,20 2,36

Tabel 6.1 Styrker malt pa fiberarmeret og uarmeret beton

P [KN]
35

25

/}

—
7

//V

154l

]%

—— Udbgjning 3
—— Udbgjning 4

1 /
05

u[mm]

0,05

0,1 0,15

02

0,25 03

Figur 6.2 Last-udbgjnings kurve for bjadke B20.3

Punkt 3 0og 4 er vist i skitsen af forsegsopstillingen.

6.2. Kombineret bgjning og vridning

For uarmerede betonbjadker skulle forsggsserien have indeholdt seks bjadker, men to af bjadkerne
bred uden at malinger blev opsamlet, hvilket betyder, at kun fire punkter for kombineret bgjning og

vridning kan beregnes.
Det bgjende moment er

M =1F,>)|_
4

hvor L er laangden af bjadken (1700 mm)

(1.22)




Kombinerede pavirkninger af uarmerede og fiberarmerede betonbjadker

Det vridende moment er

Tabel 6.2 Data fra forseg med uarmerede betonbjed ker taget fra[5]

Bjadke | Py P, M T MM, | T/T,
[kN] [KN] | [kNm] | [kNm] (] (]
B20.1F | 591 0,00 2,51 0,00 1,20 0,00
B20.2F | 0,00 1,44 0,00 1,08 0,00 0,96
B203F | 5,16 0,36 2,19 027 1,05 0,24
B204F | 417 0,56 1,77 0,42 0,85 0,38
B205F | 383 0,70 1,63 052 0,78 0,46
B20.6F | 283 1,05 1,20 0,79 0,58 0,70

Tabel 6.3 Data fra forsgg med fiberarmerede betonbjsd ker taget fra[5]

T=PRL,, (1.23)
hvor Lam, er lig med 750 mm
Bjadke Py P, M T M/M, TIT,
[kN] [kN] [kNm] | [kNm] [] []
B20.1 0,00 1,21 0,00 0,91 0,00 1,01
B20.2 3,90 0,00 1,66 0,00 1,00 0,00
B20.3 3,53 0,46 1,50 0,35 0,90 0,39
B20.4 2,57 0,96 1,09 0,72 0,66 0,80

For fiberarmerede bjadker blev vaardier bestemt for seks bjadker, som det fremgéar af Tabel 6.3.

6.3. Ren bgjning

| [6] er der samlet en rakke forsgg til klarlesggelse af tilfaddet ren bgning. Resultaterne er
gengivet i Tabel 6.4. Bjadkerne havde de geometriske mdl angivet i Figur 6.3. Som det ses var
provelegemerne forsynet med en kaav for at gere det muligt at m&le CMOD* under forsgget.

! CMOD: Crack Mouth Opening Displacement

-18-
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¢P
25 3 150
Y /

o A 500 © 150

< > <

Mal i mm

Figur 6.3 Geometrisk udformning af bjadker fra[6]

RefNr[Fibre| r |Fibre| fo | fo | Py [Ad | & | Mep | Ne | Ne | Mp  [Megp
[kg/m® [MPa Forsag
1 |ikg/m3| [%] [[MPa]| ] |[kN] [kNm/m] [kKNm/m]| M,
Fiber armerede bjadker
C25/30] 25° | 2400 | 1,04 [39,50] 1,99 [14,10[30,00[0,17] 1,76 | - [067] 1,56 [1,13
C25/30] 50° | 2370 [ 2,11 [34,08] 1,85 [13,60[40,00[0,28] 1,70 | - [0,75| 1,62 [1,05
C25/30] 75° | 2407 [ 3,12 36,00 1,90 [17,60]30,00[0,28] 2,20 | - [1,00] 2,22 [0,99
C70/85] 25° | 2401 [ 1,04 [ 71,68] 2,68 [22,70]30,00[0,16] 2,84 | - [085| 2,67 [1,06
Uarmerede Bjadker
C25/30] 0 | 2367 [0,00[35,30] 1,88 [12,06]40,00[0,08] 1,51 [0,67] - | 148 [1,02
C70/85] 0 | 2395 0,00 [73,44]2,71]22,90[30,00[0,10] 2,86 [0,85] - | 2,70 [1,06

! Dramix 80/60 BN, normalstyrke fibre, diameter p& 0,8 mm, laangde 60 mm
2 Dramix 65/60 BN, normalstyrke fibre, diameter p 0,65 mm, laangde 60 mm
3 Dramix 80/60 BP, hgjstyrke fibre, diameter p&0,8 mm, laangde 60 mm

Tabel 6.4 Resultater taget fra[6]

Fibrene som blev anvendt til forsagene var alle af fabrikatet Dramix og havde et udseende som
vist i Figur 6.4. Styrken af fibrene varierede fra 1100 MPatil 1380 MPa.

Figur 6.4 Dramix fibre (http://www.dramix.dk/)

L ast-udbgjningskurver mdltes i forbindelse med de pagaddende forsagsserier og to kurver for
C25/30 beton med forskelligt fiberindhold er gengivet i Figur 6.5.

-19-
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Figur 6.5 Last-udbgjningskurver for to bjadker. Til venstre en bjad ke med fiberindhold pa 1.04% og til hgjre
en bjadke med et fiberindhold pa 3.12 %
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7. Sammenligning mellem teori og forseg

De eksperimentelle resultater for uarmerede bjadker pavirket til bgjning og vridning er vist i Figur
7.1, og for fiberarmerede bjadker i Figur 7.2.

12

—

0,8 o

0,6
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0 0,2 04 0,6 0,8 1 12

§|§

Figur 7.1 I nteraktionsudtryk for kombineret bgjning og vridning i uarmeredebjadker sammenlignet med
forseg fra[5]

Af Figur 7.1 fremgar det at der er god overensstemmelse mellem forsgg og teori. Trakstyrken er
beregnet vha. formlen.

f =0,1f, (f,iMPa) (1.24)

Effektivitetsfaktoren n, for uarmeret beton er herved fundet til 0,67.
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Figur 7.2 I nteraktionsudtryk for kombineret bgjning og vridning i fiberarmerede bjadker sammenlignet med
forsag fra[5]

Af Figur 7.2 fremgdr at teori og forsgg ssemmer udmaarket overens for fiberarmerede bjadker, dog

er der en afvigelse for ren bgjning. Resultaterne er fundet ved at sadte n, = 0,89.

For tilfeddet ren bgjning finder man forn, = 1 et forhold M/M, = 1,07. Dette kunne tyde pa at

effektivitetsfaktoren for ren bgjning af fiberarmerede bjadker er forskellig fra effektivitetsfaktoren
for kombinerede pavirkninger.

Tilfaddet ren bgining er behandlet yderligere udfra forsggene i [6]. Der er fundet god
overensstemmelse mellem beregnede og eksperimentelle vaardier. Resultaterne er gengivet i Figur
7.3.
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Figur 7.3 Resultater for ren bgjning med C25/30 beton

Resultaterne i Figur 7.3 er bestemt ved benyttelse af en effektivitetsfaktor, der varierer med
fiberindholdet. Variationen er illustreret i Figur 7.4.
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Figur 7.4 Variationen af n; med fiberindholdet

Figur 7.4 viser at for sma fiberindhold er der ikke forskel pd bageevnen af uarmeret og
fiberarmeret beton. Det er farst ved et fiberindhold sterre end ca. 2% at fibrene far en indflydelse

pa bagreevnen.

- 24 -



LarsZ. Hansen & M. P. Nidlsen

8. Konklusion

Naavagende rapport behandler kombinerede pavirkninger af uarmerede og fiberarmerede
betonbjadker.

For kombineret bgining og vridning er en flydebetingelse bestemt vha. plasticitetsteorien. Dette
tilfadde er eftervist eksperimentelt med fire forsgg pa uarmeret beton og seks forsag pa
fiberarmeret beton. Sammenligninger har vist at hvis effektivitetsfaktoren, n; sedtestil henholdsvis
0,67 og 0,89 er overensstemmelsen mellem teori og eksperimenter god.

For vilkarlige pavirkninger er opstillet en nedrevaadilasning. For bgjining med forskydning
henvisestil nedrevaardilasninger for homogent armerede skiver.

Behandling af tilfaddet ren bgjning af fiberarmerede bjadker har vist, at effektivitetsfaktoren n; kan
sadtes til 0,67 for et fiberindhold mindre end 2 %. For et fiberindhold sterre end 3 % er
effektivitetsfaktoren lig med 1, imellem 2 og 3% fortages linesa interpolation. Disse forhold
illustreres af arbegjdskurverne for de forskellige fiberindhold. For et hgjt fiberindhold er
arbejdskurven nassten ideal-plastisk, hvorimod der for lavere fiberindhold ma ske en korrektion
pga. den ikke ideal-plastiske arbejdskurve.
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