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Forord

Denne rapport er blevet til i et samarbejde mellem Afdelingen for Bzrende Konstruktio-
ner, DTH og Rambell, Hannemann & Hejlund A/S, der har stattet projektet skonomisk.

Til grundlag for det i rapporten beskrevne FEM-program HP ligger programmet FEMI,
som er et plant, linezrelastisk FEM-program udviklet af lektor, lic.techn. Leif Otto
Nielsen, ABK. Denne takkes for tilladelse til at anvende FEMI.

Endvidere takkes senioringenier, lic.techn. Bent Feddersen, der som medlem af RH&H’s
beton-faggruppe har gennemlzst og kommenteret rapporten.






Resumé

I rapporten beskrives et nyt pladeelement til anvendelse ved FEM-beregninger, der er karakteriseret
ved, at bejnings- og vridningsstivheder er adskilt fra hinanden. Elementet kaldes *Hotch-Potch’-
clementet, da det hverken er et kompatibelt eller et ligevegts pladeclement, men er et ligevagts-
-element for en transformeret plade bestdende af en plade uden bejningsstivhed og et gitterverk uden
vridningsstivhed.

Elementet er specielt egnet til beregning af armerede betonplader, og som input-parametre benyttes
almindeligt anvendte sterrelser fra betondimensionering - f.eks. kan armeringsforhold og
armeringsplaceringer i to ortogonale retninger i sével over- som underside angives. Et tilsvarende
ortotropt skalelement er i gjeblikket under udvikling.

Elementet er blevet indbygget i et FEM program kaldet HP, og en r&kke testeksempler er blevet
gennemregnet.

Abstract

The report describes a new slab element, used for finite element analysis, which is characterized
by the separation of torsional and flexural rigidities. The element is called the "Hotch-Potch’-
element as it is neither a compatible nor an equilibrium plate element but is an equilibrium element
for a transformed plate consisting of a plate with no flexural rigidity and a grating-system with no
torsional rigidity.

The element is well suited for analyses of reinforced concrete slabs and the element parameters are
the same as the parameters commonly used for such. Reinforcement ratios and reinforcement
positions in two orthogonal directions in the top and bottom can be specified independently. A
similar general orthotropic shell element is under development.

The element has been implemented in the FEA-programme HP and a number of test problems have
been analyzed.
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1. Indledning

Der er ved dimensionering af en razkke konstruktioner brug for at kunne bestemme pladers
deformationer og sp@ndingstilstand i bide de elastiske- og inelastiske tejningsomrider. I denne
rapport betragtes armerede betonplader, der som felge af deres lastpavirkning deformeres i en s&
begraenset grad, at plademe med rimelighed kan siges at opfere sig elastisk. For forholdsvis simple
geometrier og materialeegenskaber er det muligt at bestemme analytiske lesninger, men for blot
moderat kompleks geometri og/eller materialeegenskaber, er det nedvendigt at anvende en form
for tilnzrmet metode, oftest i form af en numerisk lasning, hvis ikke vaesentlige tilnermelser kan
accepteres. '

De numeriske metoder, der anvendes i dag, er i nzsten alle tilf®lde finite element metoder. At
FEM er blevet nasten eneridende inden for beregning af bzrende konstruktioner og andré
ingenierdiscipliner som f.eks. varmetransmission, elektromagnetisme og akustik, skyldes ferst og
fremmest, at finite element metoder er velegnede til implementering i computerprogrammer. Dette
samt disse programmers ofte store brugervenlighed i form af sammenkobling med grafiske pre- og"
post-processorer har medfert, at numeriske metoder, der tidligere blev anvendt, men som ikke er
velegnede til- EDB implementering, i dag ikke anvendes i sterre grad. Dette forhold ger sig
geldende pé trods af, at visse af metoderne, eksempelvis differensligningsmetoden, reelt kraver
et ferre antal simple regneoperationer end finite element metoderne for at opnd den samme
przcision ved en given beregningsopgave.

Anvendelsen af FEM programmer er i en lang rakke situationer af vesentlig betydning ved
dimensionering eller analyse af konstruktioner, og i visse situationer nedvendige for overhovedet
at kunne analysere komplicerede strukturer. Det er imidlertid nedvendigt, at det ngje overvejes,
hvilke forudsztninger der gores med hensyn til den analyserede strukturs geometri og materiale-
egenskaber, inden resultaterne af FEM beregriinger accepteres som rimelige tilnermelser til de
virkelige forhold. De ovenfor nzvnte betragtninger om sammenfaldet mellem beregningsopgavens
karakter og FEM beregningernes forudsatninger og begraensninger er i stigende grad et forhold,
der ber tages alvorligt, idet udviklingen gﬁr i retning af kommercielle FEM program pakker med
brugergrenseflader, der ger programmerne tilsyneladende "lette" at anvende. Ved anvendelse af
standard programpakker er det vigtigt, at det overvejes, om den konstruktive model, der anvendes,
med rimelig nejagtighed svarer til den virkelige konstruktion.



2. Modellering af armerede betonplader

I det felgende vil det blive belyst, hvorledes en ortogonalt armeret betonplade med armering i
begge sider, der belastes til kombineret bejning og vridning i det revnede elastiske stadium, kan
modelleres ved anvendelse af et kommercielt FEM program indeholdende et ortotropt pladeelement.
Som det vil fremga kraves indferelse af en rekke fiktive materialeparametre, og uddata vil svare
til det enkelte programs pladeclementer og ikke nedvendigvis til de betegnelser, der almindeligvis
anvendes ved betonplader. Derefter vil i kapitel 3 blive vist, hvorledes det med en nyudviklet
elemtenttype er muligt at modellere den samme plade ved anvendelse af storrelser, der sedvanligvis
benyttes ved dimensionering af armerede betonplader i brugstilstanden.

Som udgangspunkt vil blive betragtet rektangul®re betonplader med lengdearmering i de to
hovedretninger. Der kan va&re oversidearmering, men en sidan vil kun blive taget i regning i
pladedele med trykzone i undersiden af pladen. Dette vil typisk forekomme ved indspendte rande.
I figur 2.1 er der vist snit af en sidan armeret betonplade. Der er indfert de fire effektive hejder
k', b, h,’ og h,* samt tilsvarende 4 geometriske armeringsforhold p,°, p.%, p,” og p,*, der:
beskriver over- og underside armering i de to hovedretninger. Tykkelsen af pladen benzvnes ¢.

Figur 2.1: Tversnitsbetegnelser for armeret betonplade



Hvis der ikke bliver taget hensyn til betonens trekstyrke, vil tversnittene vere revnede fra trekside
til nullinien, der er fastlagt ved trykzonens hejde y,. Idet det szdvanligvis antages, at der i pladen
vil vare en plan tejningsfordeling, svarer tejnings- og spendingsforholdene, der onskes modelleret,
til de pé figur 2.2 viste.
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Figur 2.2: Tgjnings- og spendingsfordeling for betontveersnit

Med et standard FEM-program, vil der vere mulighed for at modellere den armerede betonplade
ved anvendelse af et ortotropt pladeelement, der muligger fastszttelse af forskellige E-moduler for
de to hovedretninger i elementet. Baggrunden for opstilling af udtryk for de enkelte stivheder vil
vare de konstitutive betingelser for ortotrope elastiske legemer som vist nedenfor i formel (1). For
et ortotropt pladeelement reduceres disse betingelser, svarende til at skivetgjninger ikke tages i
regning.

Ved modellering af armerede betonkonstruktioner under belastning i det revnede elastiske omrade
regnes normalt med, at de i de konstitutive betingelser indgéende Poissonforhold alle kan sattes
til nul.

Ortotrope linezrelastiske pladeelementer som beskrevet vil vare opstillet, si de er i over-
ensstemmelse med den matematiske elasticitetsteori, hvorfor bejningsstivhederne for de to
hovedretninger for trykzone i henholdsvis over- og underside af bjelken, D,°, D,’, D,* og D,* samt
vridningsstivheden D,,, vil veere givet ud fra de ovenstiende materialeparametre samt pladetykkelsen
¢ som vist i formlerne (2)-(4).
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Ved praktiske anvendelser mé& pladestivhederne bestemmes ud fra kendskabet til den givne
betonplades tvarsnit og armering. Da der som oftest i et givet tvarsnit vil vare forskellige
mangder armering i over- og undersiden af pladen, vil bejningsstivheden for tvarsnittet vare
afhengig af fortegnet pA momentet. Det vil generelt ikke vare muligt pa forhind at forudsige
trykzonens beliggenhed, hvorfor dennes placering mé bestemmes iterativt.

Tages der ikke hensyn til trykarmering fas for én af hovedretningerne for en armeret betonplade
med det geometriske armeringsforhold p og et forhold mellem armeringens og betonens elasticitets-
moduler 7 folgende udtryk for begjningsstivheden i den pagzldende retning:
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D = %E, 52(1—§p)hj
)]
B = np( | 1+-2-1)
np

Betragtes som i denne rapport en betonpiade armeret i to ortogonale retninger i henholdsvis over-
og undersiden, vil en pavirkning svarende til ren vridning medfere trektejninger i begge
armeringsretninger. - Trykhovedspzndingen i betonen i henholdsvis over- og undersiden vil, nér
armeringen er -ens i alle fire retninger, sti vinkelret pd hinanden. Idet vridning i armerede
betonplader som oftest er kombineret med bgjning, vil den trektejning vridningen er arsag til i
bejningstrykzonen blive overlejret af tryktejningen fra bejningen. I dette tilfelde vil det siledes
vare armeringen i treksiden samt dennes afstand til midterplanet, der sammen med betonens og
armeringens E-moduler afgerer vridningsstivheden. Idet der i det folgende refereres til /1/ og /8/,
kan vridningsstivheden D,, for en plade, der i tr&ksiden er homogent armeret i to ortogonale
retninger bestemmes som vist i (6). ’

1 2
ny = z'klz (l_gkl) Ec‘ts ‘ )
k 1+-L -1 ®
= * +—_ -
1 =2 % ‘
k= pn

Armeres der forskelligt i de to retninger kan vridningsstivheden beregnes som kvadratroden af
produktet af vridningsstivhederne fundet ud fra armeringsmangderne i de to retninger. Dette
forhold ber underseges nzrmere i de enkelte tilfzlde.

Nar pladens vridningsstivhed samt fire bgjningsstivheder er blevet bestemt ud fra kendskabet til
pladens tvarsnit i de to hovedretninger, vil det som vist nedenfor ud fra formel (7) vere muligt at
bestemme &kvivalente elasticitetsmoduler samt forskydningsmodul. Disse svarer til at en homogen
plade med tykkelsen ¢ og med stivheder lig med de &kvivalente stivheder vil have samme bejnings-
stivheder som den armerede betonplade i det revnede elastiske omréde.
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Herefter vil det vare muligt at. modellere en given armeret betonplade ved anvendelse af et
ortotropt pladeelement, hvori de ovenfor viste ®kvivalente stivheder indferes. De &kvivalente E-
moduler indferes som tidligere navnt ved, inden beregningen foretages, for hvert element at
skenne, om der vil vere tryk i over- eller underside og derefter indsztte enten E° og E,” eller E*
og E/. Efter beregningen mi det kontrolleres, om disse sken var korrekte, og i elementer med
trykzone i modsat side end forudsat, ma de korrekte E-moduler indsattes, og en ny beregning
foretages.

Ved anvendelse af denne metodik vil de resulterende uddata svare til betegnelserne i det enkelte
programs pladeelementer og ikke nedvendigvis til de betegnelser, der almindeligvis anvendes ved
betonplader.

Ved anvendelse af den ovenfor beskrevne metode indferes fiktive materialeparametre. Det vil i det
folgende blive beskrevet, hvorledes et pladeclement kan opstilles, hvormed det er muligt at
modellere armerede betonplader ved angivelse af pladens tversnit og almindeligt anvendte
materialeparametre. Endvidere vil resultaterne af beregninger med plader modelleret med elementet,
der opstilles i det folgende, svare til de parametre, der normalt anvendes ved dimensionering i det
revnede elastiske stadium, hvilket som oftest vil vere under en brugsstadieberegning.



3. Beskrivelse af HP elementet

Som det vil fremga af det felgende afsnit, er HP-elementet opstillet ud fra en simpel mekanisk
model, hvis virkemide afspejler det grundlzggende formal ved HP-elementet: At adskille de
indgéende bejningsstivheder og vridningsstivheden og derved muliggere en individuel fastleggelse
af disse. Den oven for anferte adskillelse af de enkelte stivheder opnds ved under opstillingen af
elementstivhedsmatricen at anvende en mekanisk model, der bestdr i et pladefelt koblet til et
risteveerk som vist pa figur 3.1. Ristevaerket bestir af fire bjzlker samlet i fire knudepunkter. Til
disse fire punkter udgar forbindelserne til pladedelen af modellen.

0 ;ORI NOY VDN S A N U U POV U AU U AU I A N S N S S |

[

Figur 3.1: HP-elementets mekaniske model

Som frihedsgrader for elementet anvendes de fire hjerneknuders flytninger ud af elementets plan
samt otte rotationer svarende til to rotationer vinkelret pa hinanden i hver af disse hjerneknuder.
Frihedsgraderne er vist pa figur 3.2.
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Figur 3.2: HP-elementets frihedsgrader

Et vesentligt treek ved den mekaniske model er, at en flytning af en given hjerneknude ud af planet
vil vere ens for risteverkets knudepunkt samt for pladedelen p4 samme position, hvorimod en
given rotation af en af ristevarkets hjorneknuder ikke vil have indflydelse pa pladedelen af
modellen. Den mekaniske virkemide af dette er vist pi figur 3.3, hvoraf det fremgar, at
forbindelsen mellem ristevaerket og pladedelen kan betragtes som et pendul med charniere
umiddelbart over ristevrkets knude og under pladedelen. Lzngden af dette pendul tages ikke i
regning, hvorfor pendulet i modellen kan regnes for forsvindende lLille.

Risteveerkets mekaniske virkemide bestemmes af de indgiende bjzlkers bgjningsstivheder.
Bjzlkerne gives ikke nogen vridningsstivhed. Siledes reprasenterer risteveerket kun bajnings-
stivhed. Bejningsstivheden i henholdsvis x- og y-retningen traeder kun i kraft ved bajning af de to
bjelker i den pagzldende retning. Hver bjzlkes bejning er- alene fastlagt ved flytningerne og
rotationerne af bjzlkeelementets ender. Ved opstilling af elementstivhedsmatricen er hver af de to
bjlker i x-retningen tillagt inertimomentet %I, og lzngden I,. Tilsvarende er hver af bjelkerne
i y-retningen tillagt inertimomentet %1, og lengden I,. Bjelkerne har elasticitetsmodulet E.

10
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Figur 3.3: Mekanisk model of forbindelse mellem risteverk og plade

Som tidligere nazvnt indferes vridningsstivheden ved, at der til ristevarket kobles en plade. Denne
plade regnes homogen med forskydningsmodulet G, tykkelsen ¢ samt sidelengderne /, og /,. Kun
lodrette translationer af knuderne kan fi pladen i funktion. P4 figur 3.4 er vist situationen, hvor
tre af knudeme er fastholdt mod translation og den sidste knude givet en lodret flytning pa 1.

Idet kun pladedelen af elementet betragtes, vil der vare tale om ren vridning, hvorfor sterrelsen
af de fire enkeltkrzfter, hvis retning er angivet pa figur 3.4, alle vil vare givet af formel (8).

4D
P=-2m, = » : ®
? 1112 .

Pladens G-modul betragtes som vafhengigt af risteveerkets bejningsstivheder. Den ovenfor viste
opdeling af elementet i risteverk og plade og kobling af disse to dele ved de fire translatoriske

frihedsgrader medferer, at bejningsstivhederne og vridningsstivheden kan fastsettes uafhengigt af
hinanden.

11



Figur 3.4: Ren vridning af pladedel af HP-element

Det er herefter muligt at opstille elementstivhedsmatricen k. Elementet k; i denne bestemmes som
den pavirkning, der skal pasattes elementet svarende til frihedsgrad i for en flytning af elementet
af storrelsen 1 i retningen angivet af frihedsgrad j. I denne forbindelse kan en flytning enten vare
en translation eller en rotation og en pavirkning af elementet tilsvarende vere enten en kraft eller
et moment. Den samlede elementstivhedsmatrix er vist nedenfor i formel (9).

12
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Det skal bemarkes, at den ovenfor angivne elementstivhedsmatrix er analytisk bestemt og eksakt
med bjelkerne i ristevaerket regnet virkende som Bernoulli bjzlker og pladedelen virkende som en
isotrop, homogen og linezrelastisk plade. Ved implementering af HP-clementet i et FEM program
er det derfor muligt at opstille elementstivhedsmatricerne analytisk uden at foretage numeriske

integrationer.

* Ud fra knudeflytningerne kan pladesnitkrefterne m,, m,, m,,, g, og g, beregnes, se figur 3.5.

my 4—#7—-————

my”

1 Ay

Figur 3.5: Definition af pladesnitkreefter

Bejningsmomenterne om hhv. x- og y-aksen er givet ud fra bgjningsstivhederne D, og D,, krum-

ningerne «, og , samt de lodrette nedbﬂjninger u,:

b Fu,

m, _‘Dxxx = Yy ax2
Fu,

m, = Dy'x, = -Dy: ay?

(10)

14



For hver elementknude beregnes bejningsmomenterne m, og m, ud fra krumningerne af bjzlkerne
lgbende i hhv. x- og y-retningen. Idet Bernoulli bjzlketeori benyttes approximeres nedbejningen
langs en bjelke med et trediegrads-polynomium.

Momenterne m, og m; i begyndelses- og slutpunktet af en bjelke med lzngden / og bejningsstivhed
D kan siledes beregnes ud fra nedbgjningerne og rotationerne i begyndelses- og slutpunkterne u,,
u,, 8,,.0g 6.

D.6ux - 6u, - 46,1 - 201

m, = - 2

I 1
m, = ~D.6ub - 6u, +229bl + 401

1

Vridningsmomenter optages alene af pladedelen af elementerne og kan beregnes ud fra
vridningsstivheden og de lodrette flytninger ved formel (12):

m. = -D Fu, 12)
xy xy axay

Da pladedelen kun er virksom ved ren vridningspévirkning, er alle frembringere rette, og vridnings-
momentet for et element er sdledes givet ud fra D,, de lodrette knydeflytninger u,, u,, 45, u;, samt
elementets sidelengder /; og I, ved formel (13):

Uy U m Uy U,

m_ =D (13)
Xy 23 1,
Forskydningskrefterne findes ud fra de bejende momenter ved formel (14):
om,
q; =

ox 14)

am

q, = 2

Yooy

Da pladedelen af elementerne har konstant vridningsmoment og ikke optager begjningsmomenter,
er bidraget til forskydningskraefterne fra pladedelen lig nul.

15



Bernoulli bjzlketeorien medforer, at forskydningskreften langs hver bjzlke er konstant og givet
ved formel (15):

_ _p 12wy - 12, + 68,1 + 66,1
13

(15)

Beregnes i hver knude 2 momenter og 2 forskydningskrefter fis for hvert element 17 snitkrefter
(8 bajende momenter, 8 forskydningskrafter samt vridningsmoment). Disse samles i vektoren N:

- 1 T 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 T
N = (m, my q, q m m q q, m, m, g g, m; my, g, g, m)

(16)
idet dog:
1 2
a4 = 4,
3 4
4 =4
e a
9y =%
2 3
4 =9

Sammenhzngen mellem snitkrefterne N og elementknudeflytningerne samlet i vektoren u kan

skrives som:

N=Au (18)

hvor matricen 4 (17x12) er givet ved formel (19).

Som HP-elementet er opstillet ovenfor, er elementet et ligeveegtselement for den transformerede
plade, der udgeres af det kombinerede ristevaerk og plade. Dette element er givet navnet "THOTCH-
POTCH’, da det som nzvnt hverken er kompatibelt eller et ligevagtspladeelement for den
oprindelige plade.

Det er tanken ud fra de samme principper som beskrevet i dette kapitel at udvikle et generelt
ortotropt skalelement. I dette tilfzlde kan stivhedsmatricen. ikke beskrives ved &kvivalente
materialestivheder som vist p4 side 6 for pladeelementet. Skalelementet er ikke indeholdt i denne

rapport.

16
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4. Implementering i FEM-program

HP-elementet er blevet indbygget i et FEM program kaldet HP. Dette program er baseret pa et
plant, linezrelastisk FEM-program benyttet i undervisningen pa ABK, se /9/.

I defte afsnit vil den overordnede virkeméde af FEM programmet HP blive beskrevet. Det er ikke
tilstrebt, at dette afsnit skal fremstd som en dokumentation af HP. Der gives blot en overordnet
beskrivelse af de ideer og metoder, der danner baggrund for elementmetodeberegningerne. Afsnittet
skal endvidere ikke anvendes som brugervejledning, men det vil blive beskrevet hvilke storrelser,
der ved elementmetodeberegningerne er mulighed for at bestemme.

Der er ved udarbejdelsen af HP lagt vagt pa, at programmet skal kunne anvendes pa PC’ere. Ved
beregning af plader er der behov for lagring af datamangder, der ved blot moderate element-
modeller vil kunne overskride den begrensede mangde data, der kan lagres internt i PC’eres RAM.
Specielle foranstaltninger er derfor blevet foretaget. Udgangspunktet er, at lagerplads med kortest
accestid anvendes forst. Programmet vil siledes forsege at foretage en given programkersel ved
anvendelse af computerens interne RAM. Overskrides den datamengde, der kan lagres i RAM, vil
yderligere data blive lagret i Expanded Memory (EMS-lagret). Bliver denne lagerkapacitet
overskredet, vil yderligere data blive lagret ved paging til harddisken. Der er siledes principielt
ikke andre begrensninger pi storrelsen af de elementmodeller, der kan gennemregnes, end
mangden af ledig harddiskplads.

En betonplade beregnes ved at opdele den i et antal HP-elementer. For hvert element angives
armeringsgraden samt afstand fra n@rmeste rand til tyngdepunktet af armeringen i sivel over- som
underside i de to ortogonale retninger. Ligeledes angives elasticitetsmodul og pladetykkelse. -

Belastningen pé en given elementmode] kan foreskrives som enkeltkrafter i knudepunkterne eller
som en jevnt fordelt belastning over et eller flere elementer. Som understotningsbetingelser kan
foreskrives en fastlasning af en vilkdrlig frihedsgrad. Det er siledes muligt at foreskrive faste
indspndinger samt simple understetninger. Idet det forventes, at programmet hovedsageligt vil
blive anvendt ved statiske beregninger af rektangulere plader, er der i HP indbygget procedurer,
der muligger generering af koordinater i rektangulere elementmodeller. Det er endvidere gjort
- muligt at generere elementtopologien, belastninger samt understotningsbetingelser for element-
modellen.
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Elementstivhedsmatricer samles til en global stivhedsmatrix, der modificeres svarende til
understetningsbetingelserne. Disse understatningsbetingelser indferes i den globale stivhedsmatrix
ved "De Stive Fjedres Metode". Systemmatricen lagres af programmet pd bandmatrixform. P&
grund af symmetrien er det kun nedvendigt at lagre diagonalen samt den ene halvde] af matricen.
Da der i programmet ikke er faciliteter til optimering af knudenummereringen, ber det ved
nummerering af knuderne tilstrebes, at det maksimale spring mellem numrene pi to naboknuder
er si lille som muligt. Herved minimeres bindbreden af stivhedsmatricen, hvilket har en direkte
sammenhang med beregningsomfanget ved lesning af ligningssystemet samt for sterrelsen af den
mangde data, som det er nedvendigt at lagre under beregningen.

Da der kan foreskrives forskellige stivheder alt efter om under— eller overside armeringen treder
i kraft, findes losningen ved en iterationsproces:

Ved opstillingen af elementstivhedsmatricerne forudsatter programmet fra start, at trykzonen for
alle elementer ligger i oversiden af betonen.

Ligningssystemet loses ved LU-faktorisering og efterfolgende back-substitution. Algoritmen, der
anvendes, tager hensyn til, at den indgéende systemstivhedsmatrix er lagret som en symmetrisk
béndmatrix. Ved losningen af det linezre ligningssystem beskrevet ovenfor fas flytningsvektoren,
der indeholder flytningerne og rotationerne for alle knuder. P3 basis heraf beregnes i hver knude
de resulterende plademomenter m, og m, (enhed moment pr. lengdeenhed).

Ud fra verdierne i de fire knuder beregnes for hvert enkelt element det gennemsnitlige moment om
x- og y-aksen. Ud fra fortegnet af dette moment kontrolleres det, om den forudsatte placering af
trykzonen er korrekt. Hvis denne forudsztning er forkert for blot et enkelt element, foretages en-
ny beregning, idet elementernes inertimomenter ved opstilling af de nye elementstivhedsmatricer
fastsettes i overensstemmelse med de beregnede momenter/de beregnede placeringer af
trykzonerne.

Iterationsprocessen fortsztter, indtil der er overensstemmelse mellem forudsat og beregnet placering
af trykzone for alle elementer. Der standses dog efter et af brugeren angivet antal iterationer,
séfremt trykzoneplaceringerne ikke er konvergeret.

Som resultater fas for hver knude flytninger, plademomenter og forskydningskrafter samt for hvert
element vridningsmomentet. Snitkrzfterne beregnes bade pa elementniveau og som knudemiddel-
krefter. Reaktioner i understottede knuder udskrives, og beton- og armeringsspendinger kan
beregnes.
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5. Afprovning af elementet

Elementets virkeméide i det isotrope, lineert-elastiske tilfzlde er blevet afprovet ved en rzkke
eksempler, som vil blive gennemgdet i det felgende.

Losninger fundet ved hjzlp af HP-elementet vil for hhv. en simpelt og en fast indspzndt kvadratisk
plade blive sammenlignet med losninger fundet ved differensligningsmetoden udviklet af
N.J.Nielsen /1/. Denne tidligere meget anvendte metode til bestemmelse af nedbgjninger og
spandinger i elastiske plader gennemgis i det folgende meget kort: .

Pladens differentialligning er givet ved formel (20):

sz;+2_ 'z &z

+

ot oyt oy

=@ - vz)é’—l 0)

x og y -er pladens koordinater i et retvinklet koordinatsystem,
z er pladens nedbejning,
E er elasticitetskoefficienten
v er Poisson’s forhold,
1 er pladens inertimoment pr. l&ngdeenhed,
p er belastningen pr. arealenhed.
En plade udskares ved snit vinkelret pd pladens plan i et antal rektangulzre pladeelementer med

endelig udstrzkning, og for hvert af disse opskrives en differensligning, der har samme formsom
pladens almindelige differentialligning, formel (21):

4, 4, 4,
Az, 2 A%z, A%z
Ax* Ax2Ay*  Ay*

- -wL @n

For elementerne langs pladens kanter udledes szrlige betingelser, siledes at der for hvert element
kan opskrives en ligning til bestemmelse af nedbejningen af en rzkke punkter beliggende pd hvert
sit element. Dette medferer et ligningssystem med lige s mange ligninger, som der er ubekendte
nedbgjninger. Nedbgjningerne bestemmes ved losning af dette ligningsystem, og pa grundlag af
disse bestemmes momenter, forskydningskrfter og reaktioner. ) ‘
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Metoden giver meget nejagtige resultater, men har den ulempe, at randbetingelserne er meget
vanskelige at beskrive. Til generelt brug er metoden derfor ikke velegnet.

Ud over en simpelt og en fast indspendt kvadratisk plade, vil to andre plader blive gennemregnet.

Det drejer sig dels om en plade med lzengde/bredde-forhold 5 simpelt understettet langs de to lange
~ sider og dels om en plade med lzngde/bredde-forhold 2 fast indspzndt langs én af de lange sider

og simpelt understettet langs de to korte sider.

For alle eksemplerne glder folgende:

- Belastningen er en jevnt fordelt lodret last pd 1 pr. arealenhed

- Bajningsstivheden er sat til 1 i bide x- og y-retning, og vridningsstivheden
beregnes i analogi med elasticitetsteorien.

- Poissons forhold » er sat til 0, jvf. afsnit 2.
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Eksempel 1: Simpelt understottet kvadratisk plade

"En simpelt understattet kvadratisk plade betragtes. Pga. symmetrien modelleres kun en kvart plade.
Resultater er fundet ved differensligningsmetoden og ved programmet HP.

I begge tilfzlde benyttes en elementinddeling p& 5*5 (i den kvarte del af pladen). Da der i de to
tilfzlde siledes forekommer det samme antal frihedsgrader, vurderes beregningsarbejdet at vare
tilnzrmelsesvis det samme.

Geometri samt elementinddeling kan ses pé figur 5.1.

Der bliver foretaget sammenligninger af nedbgjninger, reaktioner samt momenter fundet ved de to
metoder. I /1/ angiver N.J.Nielsen resultater fundet af Heinrich Leitz /2/. Denne loser pladens
differentialligning, idet belastningen er fremstillet ved reekkeudvikling. Disse resultater ma forventes
‘at vare meget ner de eksakte losninger, og de vil derfor blive benyttet til sammenligning.

Pa figur 5.2 er sammenlignet nedbejningen u langs linien y=5. Resultaterne ses at vaere na&sten
sammenfaldende, idet dog differensligningsmetoden giver de mest nejagtige resultater. Den
procentiske afvigelse pi nedbgjningen i midterpunktet er under 1% for FEM-metoden.

P4 figur 5.3 er sammenlignet reaktionen pr. lengdeenhed r langs linien y=0. Bortset fra den
negative reaktion i hjernet, er resultaterne igen nasten sammenfaldende. FEM-metoden giver dog
de bedste resultater.

P4 figur 5.4 og 5.5 er vist momentet pr. lengdeenhed omkring x-aksen m, langs linerne x=5 og
y=5. Resultaterne er nzsten fuldkommen sammenfaldende, idet dog FEM-metoden igen giver de
bedste resultater.

Betydningen af benyttelse af finere elementinddeling for FEM-metoden er vist i figur 5.6. Her vises

nedbgjningen i midterpunktet u,,. som funktion af antallet af elementer. Til sammenligning er
angivet nedbgjningen fundet af Timoshenko /3/. Det ses, at afvigelsen gir mod nul.
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Figur 5.1: Simpelt understotter kvadratisk plade
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Eksempel 2: Fast indspendt kvadratisk plade

En fast indspendt kvadratisk plade betragtes. Pga. symmetrien modelleres kun en kvart plade.
Resultater er fundet ved differensligningsmetoden og ved FEM-programmet HP.

I begge tilfzldes benyttes som i eksempel 1 en elementinddeling pd 5*5 (i den kvarte del af
pladen). Da der i de to tilfzlde siledes forekommer det samme antal frihedsgrader, vurderes
beregningsarbejdet at vare tilnermelsesvis det samme.

Geometri samt elementinddeling kan ses pa figur 5.7.

P4 figur 5.8 er sammenlignet nedbgjningen u langs y=5 fundet ved hhv. FEM-metoden og
differensligningsmetoden. Resultaterne stemmer godt overens. Afvigelsen i centerpunktet er siledes
under 2%.

Betydningen . af finere elementinddeling for FEM-metoden er vist i figur 5.9. Her vises

nedbgjningen i midterpunktet u,, som funktion af antallet af elementer. Til sammenligning er
angivet nedbgjningen fundet af Timoshenko. Det ses at afvigelsen gar mod nul.
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Figur 5.7: Fast indspendt kvadratisk plade
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Figur 5.8: Nedbajning u langs linien y=35
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Ekse I 3: Pla impel de et langs to parallelle sider

En plade med lengde/bredde-forholdet 5, simpelt understottet langs de to lange sider befragtes.
Pga. symmetrien modelleres kun den kvarte plade. En elementinddeling p4 8*16 benyttes, se figur

5.10.

N\ NNA\N \

=<

/7 RSN, AR

o

1

Figur 5.10: Plade simpelt understattet langs to parallelle sider

P4 figur 5.11 ses nedbgjningen u langs linien x=S5. Til sammenligning er vist nedbgjningen
beregnet af Timoshenko. Der er stor overensstemmelse mellem resultaterne. Afvigelsen pa den
maksimale udbgjning er vaesentlig under 1%. ‘
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Figur 5.11: Nedbajning u langs linien x=5
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Eksempel 4: Plade simpelt understettet langs to sider og fast indspzndt langs én side

En plade med lengde/bredde-forholdet 2, simpelt understottet langs de to korte sider og fast
indspndt langs én lang side betragtes. Pga. symmetrien modelleres kun den halve plade. En
elementinddeling pd 5*5 benyttes, se geometri pa figur 5.12.

Y-

Figur 5.12: Plade simpelt understortet langs to sider og fast indspeendt langs én side

Pa figur 5.13 og 5.14 ses nedbgjningen u langs linierne x=5 og y=0. Til sammenligning er vist
nedbgjningerne beregnet af Timoshenko. Der er stor overensstemmelse mellem vardierne.
Afvigelsen p& den maksimale udbgjning er under 1%.

En beregning er endvidere blevet foretaget med det kommercielle FEM‘ program LUSAS.
Der er i begge tilfzlde blevet benyttet en elementinddeling p& 5*5 (i den halve del). I LUSAS er

benyttet elementtypen ’Isoplate Thin Plate Flexure Element in 2D’.

Pa figur 5.15 og 5.16 er sammenlignet nedbajningerne langs linierne x=5 og y=0 fundet ved
benyttelse af hhv. LUSAS og det udviklede FEM program. Nedbgjningeme er nzsten identiske.
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6. Beregning af paddehatdack

I dette kapitel vil en realistisk betonkonstruktion blive beregnet. P4 figur 6.1 ses plan samt opstalt

af et paddehatdzk.
2400, 4400 4400 |,
VAN N V4 ) Fd ) T
4800
LD . (\ D
v 4800
Jan 4 NI D
- ~ x -~ ~ +
4800
Jany D Py VA l
COTTTITTITIITITTITITT
mal i mm.
Figur 6.1: Paddehatdek
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Den fulde pladen regnes understottet af pendulsejler, men pga. symmetri ved sivel geometri som
last modelleres kun et kvart pladefelt, der indspazndes i hjernet svarende til sgjlen. En 8x8
elementinddeling benyttes.

Felgende parametre benyttes:

- Pladetykkelsen er 200 mm

- Daklaget szttes til 15 mm i begge retninger i bide over- og underside

- Der armeres med T12 pr. 200 mm i begge retninger i sivel over- som underside

- Sgjlerne regnes. virkende punktformige, og et pladefelt regnes siledes at vare 4,4x4,8 m?
- Belastningen er en jevnt fordelt last pi 19,8 kN/m?

- Betonens E-modul sttes til 10,5 GPa

Endvidere er gennemregnet det samme paddehatdek med felgende &ndring:
- Daklaget til toparmeringen sattes til 50 mm
P4 figur 6.2 ses for begge armeringsarrangementer nedbgjningerne langs y=0,00 m og y=2,40 m.

For dzklaget pA 15 mm er nedbejningen i midterpunktet 22 mm. Forogelsen af deklaget i
oversiden til 50 mm medferer, at nedbejningen i midterpunktet oges til 29 mm.
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7. Konklusion

I rapporten er et nyt FEM pladeelement kaldet HP-clementet blevet udviklet. Elementet er
karakteriseret ved, at bgjnings- og vridningsstivheder er adskilt fra hinanden. Dette er opnfet ved
at modellere en transformeret plade, der udgeres af et ristevaerk og en pladedel. Ristevarket
besidder bejningsstivhed i de to hovedretninger, mens pladedelen besidder vridningsstivhed. HP-
elementet er hverken et kompatibelt eller et ligevaegts pladeclement, men er et ligevegtselement
for den transformerede plade. Elementet kaldes derfor *Hotch-Potch’ elementet. I rapporten er et
analytisk udtryk for elementstivhedsmatricen blevet opstillet, og sdledes er det ikke nedvendigt at
benytte numerisk integration.

Elementet er specielt egnet til beregning af betonplader og er blevet indbygget i et FEM program.
For hvert element kan armeringsforhold og afstand fra nzrmeste rand til tyngdepunktet for
armeringen i to ortogonale retninger i sivel over- som underside specificeres. Ligeledes kan
betonens elasticitetsmodul samt pladetykkelsen angives. Som resultater fis reaktioner samt i alle
knuder flytninger, momenter pr. lengdeenhed omkring hovedakserne, forskydningskrefter pr.
lengdeenhed i hovedakse-retningerne samt vridningsmoment. Snitkrefterne beregnes dels pi
elementniveau og dels som knudemiddelkrzfter.

Programmet er blevet afprevet ved beregning af en rekke linezrelastiske, isotrope plader.
Resultaterne er blevet sammelignet med resultater fundet af sdvel Timoshenko, Leitz, et andet
elementmetodeprogram samt med differensligningsmetoden - en tidligere meget anvendt metode til
beregning af betonplader. Det viser sig, at resultaterne er szrdeles pracise. For selv ret grove
elementinddelinger fis under 1% fejl pd nedbejninger, momenter og reaktioner. Ved finere
elementinddeling konvergerer resultaterne tilsyneladende mod eksakte vardier. . .

Endvidere er der i rapporten beregnet et paddehatdek af armeret beton.
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Effektiv hejde

Effektiv hejde til oversidearmering i x-retningen

- Effektiv hgjde til undersidearmering i x-retningen

Effektiv-hajde til oversidearmering i y-retningen
Effektiv hajde til undersidearmering i y-retningen
Elementstivhedsmatrix-

.. Bjzlkelengde

Sidelzngde af element i x-retningen
Sidelzngde af element i-x-retningen -
Bojningsmoment i begyndelsespunkt af bjzlke
Bgjningsmoment i slutpunkt af bjelke .

* Bajningsmoment -om x-aksen

Bojningsmoment om y-aksen
Vridningsmoment

Forhold mellem elasticitetsmodul for armering og beton
Fladebelastning

Forskydningskraft

Forskydningskraft i yz-plan
Forskydningskraft i xz-plan

Reaktion

Pladetykkelse

Nedbaejning

Knudeflytningsvektor

Nedbejning i begyndelsespunkt af bjelke
Maksimal nedbgjning

Nedbgjning i slutpunkt af bjelke
Nedbgjning

Akseretning

Akseretning

Trykzonehgjde
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Akseretning

Sammenh®ng mellem snitkrzfter N og knudeflytninger u

Bajningsstivhed om x-aksen

Bajningsstivhed om y-aksen

Baojningsstivhed om x-aksen, trykzone i oversiden
Bgjningsstivhed om x-aksen, trykzone i undersiden
Vridningssstivhed

Bgjningsstivhed om y-aksen, trykzone i oversiden
Baijningsstivhed om y-aksen, trykzone i undersiden
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