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RESUME

Rapporten indledes med en behandling af de statiske betingelser
for plader, specielt de statiske randbetingelser.

Der gives derefter en razkke eksempler pd anvendelsen af den simp-
leste nedreverdimetode, strimmelmetoden, der ikke tager hensyn
til vridende momenter. Specielt demonstreres, hvorledes enkelt-

krefter kan behandles efter strimmelmetoden.

I rapporten beskrives desuden, hvorledes en simpel momentforde-
ling bestdende af parabolske cylinderflader for de bgjende momen~
ter og en hyperbolsk hyperboloide for de vridende momenter kan
benyttes til at angive nedrevardilgsninger for rektangulare plader
med forskellige understgtningsbetingelser.

Endelig angives en generel metode til behandling af plader med
stort set vilkarlig last.



FORORD

Nervarende rapport er udarbejdet af M.P.Nielsen delvis pd basis
af undersggelser vedrgrende nedrevardilgsninger for rektangulare
plader udfgrt af Finn Bach.

Dette arbejde har Finn Bach udfgrt dels som ansat.i ingenigrfir-
maet AEC Riddgivende Ingenigrer A/S (Efsen Consult), dels som del-

tidsansat videnskabelig assistent p8 Runstakademiets Arlitekt-
skole.

Hos Efsen Consult er arbejdet udfgrt i forbindelse med et tekno-
logiréadsstettet projekt: "Simple ingenigrmessige beregningsmeto-
der".



"1. INDLEDNING

Ved bestemmelse af nedrevardilgsninger for plader kraves angi-
velse af en statisk tilladelig og sikker momentfordeling, dvs.
en fordeling af bgjende og vridende momenter, der opfylder lige-
vegtsbetingelserne og de statiske randbetingelser, og som svarer
til snitkrafter inden for eller pa flydefladen. Den hertil sva-
rende vardi af belastningen vil ifglge nedrevardisatningen {se

Prager [1])vare mindre end eller lig med piadens bareevne.

Den simpleste nedrevardimetode er den sdkaldte strimmelmetode,
ifglge hvilken pladen beregnes som to pd hinanden vinkelrette
sat af bjalker, dvs. der ses bort fra de vridende momenter.

I rapporten er desuden beskrevet en anvendelse af nedreverdi-
teknikken i forbindelse med rektangulare plader. Specielt be-
handles plader med de pd fig.1.1angivne understgtningsforhold.

P& grundlag af antagelser om en parabolsk fordeling af bgjende
momenter og en hyperbolsk fordeling af vridende momenter udvik-
les for hvert enkelt tilfalde en statisk tilladelig momentforde-

ling med tilhgrende formler for reaktioner fra javnt fordelt
last.
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Figur 1.1 De behandlede pladers understgtningsbetin-
gelser. Signaturen B angiver en s¢jleunder-
stgtning, og xXXxxxX angiver en understgttet
rand med variabel indspandingsgrad.



2. STATISKE BETINGELSER FOR PLADER

Pladesnitkrazfterne henfgrt til et retvinklet Xx,y-koordinatsystem
er de bgjende momenter pr lengdeenhed m  og my , de vridende mo-

menter pr langdeenhed b samt de forskydende krafter pr langde-

enhed d, ©9 qy , se fig.2.1

dx
* A+ X
z Myydx
A dydxe o dx
medy (qxf%dx)dy
4 ”ﬂ:y—e ® ® - AMxy 4yjg
Myy+ %
4 édy pdxdy ™ 4
am,
{m,> ax"dx)dy
T Bo——°C
L 3m 2N 3
Smy \| 9qy
{my + 3y dyldx lay+ 3y dyldx
am,
(mev-—a—;‘Ldyldx
y

Figur 2.1 Ligevagt for et pladeelement

Ved opstilling af ligevagtsligninger for et infinitesimalt plade-
element dx-dy , se fig.2.1, £8s fg¢lgende ligevagtsligninger

am amx
dx = ax + y (2.1)
om, Bmx
qy = 7§? + —3;1 (2.2)
Bq 3q ‘
_ ¥ =
ox T ay TP : (2.3)

Her er p tvarbelastningen pr arealenhed.



krafter En P& en rand AB , se fig.2.2 kan findes pd. fglgende

made:

Figur 2.2 Statisk akvivalens ved pladerand

Betragt to ved siden af hinanden liggende infinitesimale del-
strzkninger ds , hvor ds er buelzngden mdlt langs randen. Op~
1gses de vridende momenter pd disse delstrzkninger i forskydnings-
krefter i delstrakningernes endepunkter, fids de i fig.2.2 viste
krafter. Tenkes hele rahden delt op i sidanne sma delstraknin-
ger, og lagges de i delstrakningernes enaepunktei funane krefter
sammen, . £8s, nir kréfterne derefter fordeles ud over delstrak-
ningerne regnet fra midtpunkterne af de enkelte bueelementer ds,
at de vridende momenter er statisk akvivalente med en forskyd—-
ningskraft Bﬁnt/as samt to tiloversblevne enkeltkrafter i ran-
_ dens endepunkter A og B som vist i fig.2.2.

Padfgres der siledes en forskydende kraft En og et vridende mo-
ment ﬁnt pé& en rand, er den statiske @kvivalens af disse en
forskydende kraft q; bestemt ved

. aﬁnt - :
* = [l
9p = 9y t 38 (2.5)



Figur 2.3

De beviser, der gives i savel elasticitetsteorien som i plasti-
citetsteorien for at vise, at teorierne har en entydig lgsning,
benytter arbejdsligningen eller deraf afledede principper. Man
kan derfor vise, at Kirchhoff's randbetingelser fgrer til entydige
lgsninger, hvorved det er klart, at det er ngdvendigt at benytte
disse randbetingelser i pladeteorien.

Heldigvis fgrer dé opstillede randbetingelser til lg¢sninger for

snitkrafterne, der vil vere korrekte undtagen i en smal randzone.
Dette er en fglge af, at der i en plade kan optrade store vri-

dende momenter tet ved en rand, selv om selve randen ikke er pa-
virket af vridende momenter overhovedet. Betragtes fx en bjzlke
med et tvarsnit som et langt smalt rekéangel (en plade) pavirket
til ren vridning, vil forskydningsspandingsfordelingen i et nor-
malsnit skitsemassigt forlgbe som illustreret i fig.2.4, se [31.

/N

— g e

Figur 2.4



Randbj®lkens ligevaegtsligninger bliver

%% = -3 +aq, (2.10)
am _
S5 =0 - tm (2.11)

Sattes M=0 , f3s af (2.11) at

~

Q = mo,=mo, (2.12)
og af (2.10) fas, at

om om .
nt _ ~ nt
9t s T 9ntT5s (2.13)

Nar randbjazlkens snitmoment M sattes lig med nul, fremkommer
Kirchhoff's randbetingelse alts& som en bjalkeligevagtsligning
for randzonen, og samtidigt fas den oplysning, at randzcnen har
en forskydende kraft Q Dbestemt ved (2.12). Resultatet andres
ikke, fordi randzonen bliver en plankrum bjzlke.

Forudsatningen M=0 er naturlig, da snitmomenterne i en smal
randstrimmel p& grund af pladens bgjende momenter ma vare smi.
Statisk set er der dog intet som helst i vejen for, at M kan
vere forskellig fra nul. I en jernbetonbjalke skal der i s& fald

blot armeres for bade et moment og en forskydningskraft i rand-
zonen.

Hvis randen er understgttet s&@ledes, at ﬁnt==0 , er reaktionen
pr langdeenhed r 1lig med an , der beregnes af (2.13) til

S (2.14)

Randzonen skal i dette tilfalde dimensioneres for en forskyd-

ningskraft Q==—mnt ifglge (2.12).

Er understgtningen en bjazlke, skal snitkrafterne i denne altsd
bestemmes som for en bjazlke med belastningen r pr langdeen~
hed.
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3. STRIMMELMETODEN - PLADER UDEN VRIDENDE MOMENTER

3.1 Strimmelmetodens ligevagtsbetingelser

Den simpleste metode til bestemmelse af statisk tilladelige mo-
mentfordelinger er strimmelmetoden, der er udviklet af Hiller-
borg, se [ 7 1{81 [ 9 ]. I denne ses bort fra de vridende mo-
menters bidrag til bareevnen, hvorved ligevaétsbetingelsen (2.4)
bliver til

9%m 3%m
x y ;

Denne er tilfredsstillet, sé&fremt

Bzmx
3x? = 'Px (3.2)
9%m

Y = -p (3.3)
ay? y
PytpP, =P (3.4)

De to fgrste ligninéer er to bjezlkeligevagtsbetingelser, davs.

vi kan opfatte belastningsandelen pé som bdret af pladestrim-
ler, der bazrer som bjzlker i x-aksens retning, og belastnings-

andelen py som baret af pladestrimle;, der berer som bj=zlker

i y-aksens retning.

Lad os eksempelvis betragte en kvadratisk, simpelt understgttet
plade med javnt fofdelt belastning P - Sattes px==py==%;>,

bliver m, og my fordelt efter 2.grads parabler'(eller rettere
after parabolske cylinderflader) som illustreret i fig.3.1. De

maksimale vardier af m,_ og my bliver 1/8-1/2 é-az =1/161pa2.

P4
Sédfremt det drejer sig om en jernbetonplade, der udfgres homo-
gent armeret, bliver denne nedrevaerdilgsning dog en dyr lgsning,
idet armeringsforbruget bliver 50% st@grre end efter brudlinie-

teoriens gvrevardilgsning mf-=1/24 pa? . Dette er et karakteri-
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Momentfordelingen i y-retningen bliver analog.

De maksimale vardier af m  og my ville i dette tilfzlde blive

1/8 pa® , alts& dobbelt si store som fgr.

- a L
2 7
A 7 —
I
1
5a
y
a I X
N T
\
' la
2
Ir
7J_ / 7 e ’ 7=
I y 1
28 22
K o 7|1/

77%7‘1 1 }ﬁ’
L;a-—yﬂy y ’lv/ y ﬂv;a- 411
i, 1
—_r e 2

1 1 s
m.= 3p(za-y)
Figur 3.2

I fig.3.3 er vist-en lignende opdeling af en javnt fordelt be-~
lastning p& en rektangulazr plade. Opdelingen er angivet ved
pilespidser, der angiver i hvilken retning, pladen regnes barende.
P4 det midterste stykke skal pladen, som det ses, beregnes som

en simpelt understgttet bjzlke med en spandvidde lig med den korte

side.
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i A L 2 LL @
vy 1,20 I II I
74
4,00{1,00] II 11T
75
1,50 I II I
ko ,
s » = 4 K/m?
g a " 2,00 ¥ a v ¥ r,.V ¥ /m
P=4kN/m?
P 1=

SN

Figur 3.4

I andet tilfazlde tankes pladedelene I, III, I at bare som en
bjzlke i y-retningen. Belastningen pad pladedélene I er en ned-
adrettet belastn;ng P+PpP. i belastningen. pd pladedel III er

en nedadrettet belastning p .

Det maksimale moment i f@rste belastningstilfalde bliver, idet
a indszttes i meter

- . 1 ‘
e max 4,00+1,00 (5a+ 0,50) (kNm/m)

Momenterne m, er positive overalt.

Det maksimale moment i andet belastningstilfalde er

1 : ' 4,50
mymax = §-4,00-4,002 +pr~1,50'0,75 = 8,00 +~45f (kﬁm/m)

Momenterne my er positive overalt.
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dele I, II og IIXI. Pladedelene I og III har bareretning vin-
kelret pd vedkommende pladedels indspanding, dvs. de enkelte
strimler barer som indspandte bjzlker. Pladedel II har bareret-
ning parallel med den frie kant, dvs. de enkelte strimler barer
som Simpeltunderst¢ttedebjalkerQ Der indlzgges de i fig.3.5
viste koordinatsystemer i pladedelene II og III.

Ved beregning af de simpelt understgttede strimler i pladedel
II bestemmes forskydningskrafterne qu i pladedel IT langs
linien £2 som reaktionen for disse strimler. Ved hjalp af
transformationsformler for forskydningskrafterne, se [3],

I1I
X

ses, at forskydningskraften g i pladedel III langs linien

22 er bestemt ved
I _ 11 Sin 9
k. X sin 62
hvor betydningen af vinklerne 91-09 92 fremgdr. af fig.3.5.
Pladedelene III kan herefter beregnes som indspandte bjalker
belastet dels med den givne belastning, dels med reaktionerne
fra pladedel II.

Randbetingelserne langs den frie kant i pladedelene I og III

er automatisk tilfredsstillet, ndr de strimler i pladedelene,
der begranses af den frie kant, beregnes som indspandte bjzlker,
der er frie i den ene ende og er pavirket af en javnt fordelt
belastning.

3.4 Vinkelformet plade

En plade er simpelt understgttet langs siderne GA, BC og ED
og er fri langs AB, CD, EF og FG. Belastningen er javnt for-
delt og har stgrrelsen 4,00 kN/m?, se fig.3.6.

Pladefeltet HBDE, der tankes at bare i retningen BD , er simpelt
understgttet langs ED og "understgttet" af en javnt fordelt reak-
tion pPp pr arealenhed p& feltet HBCF. Belastningen er p over
hele pladedelen. Pladefeltet ABCG tznkes at bare som en simpelt
understgttet bjazlke med understgtninger langs AG og BC. Belast-
ningen er p over den .ene halvdel, og pp over den anden halv-
del.
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Bazreretning AB:

Reaktionen r pr langdeenhed langs BC bliver

1 4,50
r = i-4,00-6,00+1,33'3,00-6:00

= 15,00 kN/m

Det maksimale moment findes i afstanden x regnet‘fra BC , hvor
X er bestemt ved

15,00 = 5,33 x

x =2,8Tm< 3,00m
Det maksimale moment bliver

1 :
moox = 15,00-2,81 —5-5,33-2,812 = 21,11 kNm/m -
En overslagsmessig sammenligning med brudlinieteorien fas ved
gennemregning af brudfiguren vist i fig.3.7. Brudfiguren giver
mf=12,00 kNm/m.

Sammenlignes armeringsforbruget under forudsatning af, at pladen
armeres isotropt og homogent ifglge brudlinieteorien og med kon-
stant armering uden afkortning i de to barerethingéf ifglge

strimmelmetodens lgsning, finder man i dette tilfzlde, at strim-

777777777

Figur 3.7



Moment om A , se figuren, giver
142 = 1
2pb —pa(b+2a)

der giver
b= (1+V2)a

Projektion p& lodret

Herved fé&s

Imy |y = P2° = Fba

Strimlerne i x-aksens retning f&r momentkurverne vist i fig.
3.10.

R N o
m Ih‘x| max @

< - ZaN
Strakning a : v { .
4 A

Figur 3.10:

Det ses, at

16
@nskes Imylmax = Img | .. + fés
VZ5. _VZpy:
2 Pa=95 3’



VZIpR? _ VZ+4,00+4% _ ,
T6m,, ~ 16-12,00 = 0,47 m

(1+v2)a = (1+vV2)+0,47 = 1,13 m

o
#

_ (P2 _ (400-4)2 _
Im, | nax = 76 My | 16%12,00 1,33 kN <. 12,00 kN
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P& grund af rotationssymmetrien er gq,=m_, =0 . er statisk
8 8 9y

r
bestemt og bestemmes ved en projektionsligning direkte til

pa? - %pr2 (4.4)

[N

l"qr =

Sattes 1 overensstemmelse med brudlinieteoriens lgsning for en
isotropt og homogent armeret plade my =konst=-—mj'3 , f&s til
bestemmelse af m_ oz

~% = 7Pa’-gpriomp (4.5)
der giver

n =4 a2—-1--pr2—m'+E (4.6)

r - 2P 3 i .
hvor c¢ er en konstant.
Pnskes endelige momenter for r=0 , kraves c¢=0 . Sattes
mr=0 for r=a , fas

m! = +pa? ' (4.7)

£ 3

der ogséd findes direkte ved hjzlp af en momentligning for et
diametralsnit eller ved hj=lp af arbejdsligningen for brudfigu-
ren skitseret i fig.4.2.

R

Figur 4.2
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A 5] - &

L , | 0034S | ®__— @

Figur 4.5

Betragtes i stedet den pad fig.4.5 viste kvadratiske plade med
javnt fordelt belastning p og understgttet pd en sgjle i mid-
ten, er det narliggende at antage, at hvis pladen armeres i hele
oversiden svarende til gennemsnitsmomentet i snit == siderne
gennem sgjlen, kan belastningen bares. Det vil sige

=1 2 . S
mg = 5 pb =3 (4.11)

hvor S er sgjlereaktionen 4 pb? . Det er endvidere nerlig-
gende at antage, at der kraves en undersidearmering ved sg¢j-
len svarende til

e +mp = > (4.12)

dvs.

o3ftn

S .5, 2 = -
£ = o 0,136 pb 0,034 s (4.13)

Momenterne kan med tilnazrmelse regnes paraboloideformet,ligesom ved den
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mp--—————®

F

N N R A R A A R A A A A A A A

AN

TTTTT 11 eg

L

Figur 4.7

i overensstemmelse med,reéultaterne ovenfor i pladedelen BCDE
belastet med den nedadrettede jevnt fordelte belastning P ©9
understgttet péd sgjlen. Superposition af de fundne momentforde-
linger giver den ¢nskede statisk tilladelige momentfordeling.

I fig.4.8 er vist et par andre eksempler, hvor en lignende bereg-

ningsgang kan anvendes. -

T P VIIIIIIE i
I Y :
| |
4 [ ] |
X |
____________ 1
| i
| |
| |
1. . ﬁ !
f 4 i
_____I. _____ B U .’ —————
) 4 '
| @ 7 | = ’
Y i V i
I /] I

Figur 4.8



31

i x-retningen.

gnskes eksempelvis My rax =leymax , fés

bo - uied
eller

b =vVZua (4.15)

Formlen for "fordelingsbredden" b er af samme type som angivet
i DS 411, 1.udgave 1949.

4.3 Paddehatkonstruktioner

Paddehatkonstruktioner med sgjler i et rektangulart net kan bereg-
nes pd en simpel made ved hjazlp af strimmelmetoden, nidr der ggres
brug af fordelingspladen for en enkeltkraft.

Betragt eksemplet vist i fig.4.10, der forestiller en kvadratisk
plade, der er simpelt understgttet langs randen og simpelt under-
stgpttet pd en sgjle i midtpunktet. Belastningen er en javnt for-
delt belastning p& 10,00 kN/mZ.

M N 0 P
v \
A J : T
! i
p=10kN/mZ 2 ! | 250
! | 4 400
Ao A LS 7, S
7 E { 150
by ; - ] v No oA
! | 150
I S AN QU H &
| ! 400
: | 250
1 i
' 1
7 y A TI7ITT/. x X
L K f |
250 150 ,150 , 250
400 Y 400 mal i m

Figur 4.10



‘m o= te5,00042(23) = 5,92 xnm/m
max g8 7 3,25 ’
%-5,00-42 )
9jq = 7,573,325 - 8,20 kKN/m

Strimlen ADHE:

m = l.g 20.42-(2+52 = 9,70 kNm/m
max 8 ~f 3,25 ’
1.8,20.42
2 ’

92 =~ T7,5+3,35 ° 13,46 kN/m?
S¢jlereaktion:
S = 2+13,46+3% = 242,30 kN
Fordelingspladen skal dimensioneres for momenterne

s = %-242,30 = 30,29 kNm/m

=
00| =

me 0,034s = 0,034242,30 = 8,24 kNm/m

De momenter, som pladen skal dimensioneres for, er vist i fig.
4.12.

|

Underside Overside
Vo T 1 Y T T
! | i |
— 557N | | '
_— . 1
1 1 ! |
————— -i——————l-—-——-—-— ——-————T-—-—————]—-——-—-——
97041592 = 15,62 kN ——
e —_ ! :i::BQ:wkN
1 | = ——
—————— R S
i i !
TS E7KN | §
1 1
! b
1 i

Samme armering p& den anden led

Figur 4.12
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5. ' PLADER MED VRIDENDE MOMENTER

5.1 Momentfordelingen .

Betragt et momentfelt af typen

m, = a +bx +cx?
m, =d+ey+fy? (5.1)
mxy = g+hx +my +1i xy

De bgjende momenter svarer til parabolske cylinderflader og de
vridende momenter til hyperbolske paraboloider.

1 1
LI LA
o c D K4
® /
7! s i s
@ K3 C Ky D

m3
1 X Ko my

N |-

Figur 5.1

For en rektangular plade k+& med ensformigt fordelt belastning
p ., linielastene K1 , K2 ’ K3 og K4 og de bgiende momenter m,
m,, m; 09 m, langs randene og med koncentrerede reaktioner EI



De fire parametre

SB ’ SC

i=

og Sy pd fglgende méde:

1
5%f (Sa * S+ Sc * Sp)

1
g (53
1
% Sy
1
17 (5

- Sy + 5, —'SD)

+ 8y = Sg - SD)

- 8z - Sc + SD)

37

g ,h,mog i, der bestemmer fordelingen af

. de vridende momenter, kan udtrykkes ved hjgrnereaktionerne s, ,

A

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

§nskes stgrrelserne i stedet udtrykt ved hjalp af vridende momen-
ter i hjgrnerne, fas

L1 _ _
i = %% (VA VB + VC VD)
_1 '
g = Z (VA + VB + Vc + VD)
—_..1 - -
h = % (VA VB VC -+ VD)
W= (V, + V. -V, - V)
22 A B C D

Her er det

andre hijgrner.

n
]

n
]

92}
il

2 VA

vridende moment i A betegnet

Desuden er benyttet, at

Va

(5.19)
(5.20)
(5.21)
(5.22)

og analogt for de

(5.23)
(5.24)
(5.25)

(5.26)
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idet vi har sat V=~ %ikﬂ, .

Ligevagtsbetingelsen (5.2) bliver herefter

Y

- 1 1
4{a + =(m,+m,)] 4[d + =(m,+m,) ]
2 1 3 2.2 47 LAV, (5.28)

k2 02 T~ 2P

X

Ligningen indeholder 6 af de 7 parametre a, d, m1 y m2 ’ m3, m4
og V som frie parametre. N&r 6 af parametrene er fastlagt, kan
den syvende bestemmes ved hj=zlp af (5.28).

Reaktionerne langs randene og hjgrnereaktionerne kan endelig be-
stemmes ved hjzlp af henholdsvis (5.7)-(5.10) og (5.11)~-(5.14).
Sattes r1 =—K.l ; Osv., det vil sige r_l er den opadrettede reak-
tion pr lengdeenhed langs randen @, finder vi ved at udnytte

ligevegtsligningen (5.28):

_ 1 Mq—my 1 k
r, = fpk + % - 4[a + —2—(m2+m4)] F
1 ™y My 1 I3
]’.'2 = Epl + 3 - 4[a + §(m1+m3)] k—z-
(5.29)
1 my—my 1 k
ry = 5pk - T 4[a + -§(m2+m4)] =
_ 1 my=my 1 I3
X, = Epl - T - 4[a ¥ ~2-(m1+m3)‘] F
- - — — 1 3 = -
SA—SB—SC—SD—iJ.kR— 2V (5.30)

Momentfeltet er skitseret i fig.5.2 til hgjre, hvor betydningen
af de forskellige parametre ogsd er vist.

Betragt som et simpelt eksempel en simpelt understgttet plade,

dvs. vi har m, =m2=m3=m4=0 . Valges specielt a=d=V=mf ’
giver (5.28)

mg = .;_ _E]l:’l_ (5.31)
2
1+I+E
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i

Al

Figur 5.4

I plader~medstatisk:belastning kan man afvige betydeligt fra dis-

se verdier. Der vil s8ledes nEppe vare noget i vejen for at val-
ge hjgrnereaktioner til halvdelen eller trediedelen af de vardi-~

er, der afleses af fig.5.3. Ligeledes er kurven for a/d kun
retningsgivende. Hjgrnereaktionerne bgr dog altid valges nedad-

rettede, svarende til, at der er negative momenter i omegnen af

hjgrnerne. ‘ ' ’

Den danske betonnorm DS 411 indeholder en pladeformel, ‘som er et
specialtilf®lde af lgsningen givet her. Normformlen svarer til
valget V=1/4 [a+ d+%(m1+m2+m3+m4)] , som giver resultater,
der ligger meget tat p& gvreverdilgsninger bestemt ved hjalp af

brudlinietecrien, [ 4 1.

5.3 Plade understgttet pd tre sider

Naste eksempel drejer sig om en rektangular plade med javnt for-
delt belastning p og med &n side fri, se fig.5.5. En eller
flere af randene kan vere indspandt, dvs. &n eller flere af momen-
terne my , Wy Og m, kan vare forskellig fra nul.
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bestemmes ved hjalp af (5.33)

Figur 5.6

@nskes de vridende momenter i hjgrnerne benyttet som parametre,
se fig.5.6, finder man fglgende udtryk for momentfordelingen

R P x 1 x 2
m, = a--(m, m3)(1—k) - [a+5(m1+m3)](1—k-)
2 2
m ) 2
S e WY S B (5.34)
Ty ST T xVatami) [kVA+4m4'“1z)'
2z 2
=1 Xy 4w - Xy XL
My~ 5 (Vy + V) (lk) +5(Vy Vp) (lk) (12)
2 2 2
Ligevagtsligningen (5.33) bliver i stedet til
4[a4—%(m1+m3)] 5 m, 1 o
— 0 () 2P 45.35)

Reaktiongrne findes til



Figur 5.7:

Fordeling af vridende momenter.
P= pk%

45
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_fiigevagtsbetingelsen (5.2) giver da

1 1
4[a+ 5m,] 4[d+sm,]
23 + 2 4 i= %p (5.40)
k? 22

For denne plade gzlder det altsd, at 4 af de 5 parametre a, d,

Ny, M, Og i er frie. Valges 4 af dem, kan den femte bestemmes
af (5.40).

Figur 5.9

Hvis de vridende momenter i hjigrnerne indf¢fes som parametre, se
£ig.5.9, finder man fglgende udtryk for momentfordeliﬁgen:

1, k1 1 X, _7le ko1 %2
My = 2Vp g3ty - I3V tgml ()
Ix I
2 2
=1y 2.1 To Xy - 1y 2.1 ¥,
Ty T2VexTaM tam ) - LVpxtamyd )
2 2
(5.41)
M= (VY AV F (Vo VL~ V) () o+
xy. 4B c D’ TE BT TeT Tp) 1
2

1 1 Xy Y
+ g (Vv 4V (%) + g (V=Y +V,) (1—};) (11)
Z 2n 2



e}
[=)

~-0.07¢92

N0

~-0.215p

Figur 5.19 Fordeling af vridende momenter.
P=pk?{.
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Ligevagtsbetingelserne (5.2) giver herefter

1
4{a+§m3 ]

k2

f
[STR
e

(5.46)

Ligningen indeholder kun to parametre, altsi kun &n fri. Bemark
imidlertid, at parameteren d i (5.45) ogsi kan vaelges frit,
‘men denne stgrrelse har kun indflydelse pd fordeling af lasten
mellem de vridende momenter og de bgjende momenter, ikke pd bare-
evnen.

Reaktionerne bestemmes som i de foregdende tilfzlde ved hjalp
af formlerne i afsnit 5.1. Specielt bestemmes sgjlereaktionerne
ved hjzlp af (5.11) og (5.14). Man finder

1.3 : :
203 % , _ (5.47)

idet (5.46) er benyttet. Dette resultat findes ogs& umiddelbart
af en momentligning for pladen som helhed.

Figur 5.12
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stemte i hjgrnerne. A .og D , kan fordelingerne kun benyttes til
. at afpasse hjgrnemomenterne i C og B til den linearelastiske
lgsning.

Bemerk, at hjgrnemomenterne i C og B kan have begge fortegn

afhengigt af &/k .

. D
. ~0,119p

Figur 5.13 Fordeling af vridende momenter.
P=pk{ .
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Ligevagtsligningen (5.2) far formen:

1 1
4la+-=m,] 4ld+=m,]
23 + 2 4 (5.52)

™
|

] =
o]

k2 . 12
Ligningen indeholder 5 parametre, hvoraf de 4 altsd kan valges

frit. Desuden er parameteren g i (5.51) fri.

Reaktionerne bestemmes ved hijzlp af formlerne i afsnit 5. Spe-
cielt findes s¢gjlereaktionen til

_ 1 1 k_1 2
SA—’Zka""z-m‘l —E——im3-ﬁ+29 (5.53)
idet (5.52) er benyttet.
C D
'VC

Figur 5.15

Hvis hijgrnemomenterne gnskes benyttet som parametre, se fig.
5.15, £ds fglgende udtryk for momentfordelingen:



1 1 k 1 2
Sp = gPki-3my g-3m3 x* 2
S, = 2V
B B (5.57)
SC = ~2VC
SD = ZVD

For at kunne begrense afvigelserne fra den linearelastiske
lgsning er fordelingen af de vridende momenter efter den linear-
elastiske lgsning skitseret i fig.5.16 for en simpelt understgt-
tet plade. Bemark, at hjgrnereaktionerne SB og SD i alle til-
feldene er opadrettet, og SC er nedadrettet. Der er altsd ne-
gative momenter i narheden af C . Bemazrk ogs&, at vardien af
SA i det linemzrelastiske omrade svarer omtrent til, at g=10 .
Det er derfor naturligt ogsd i de plastiske lgsninger at satte
g=0 . . U
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5.7 Plade understgttet pd fire sgjler

Den i f£fig.5.1.7 viste plade har jzvnt fordelt belastning p og
er understgttet pd fire sgjler.

Figur 5.17

I dette tilfalde skal ( 5.3 ) og (5.10) tilfredsstilles med hgjre-
siderne lig med nul. Desuden skal ( 5.2 ) tilfredsstilles. Der
valges en antisymmetrisk fordeling af de vridende momenter, hvor-
ved g=h=m=0 .

Momentfordelingen bliver herved entydigt bestemt til

=1 2 ¢ Xy2
mo=gpk*(1-(G")
=k
2
=Jdoe21 - (X2 .
n, =g pLe(1 (12) ) (5.58)
2
m = tpx
xy 2 ¥

S¢jlereaktioner findes ved hjalp af ( 5.11) ~ ( 5.14), der giver



61

6. PLADER MED VILKARLIG BELASTNING

6.1 Smd ekstrabelastninger foruden javnt fordelt last

Hvis en javnt fordelt belastning overlejres med andre mindre belast-
ninger, kan disse med tilstrakkelig ngjagtighed behandles som et
tilleg til den javnt fordelte last.

Den til en given belastning svarende javnt fordelte last kan mest
rationelt bestemmes ved at benytte, at ligevagtsligningen ( 2.4 )
for en rektanguler pladedel kan udledes ved hjzlp af arbejdslignin-
gen svarende til f.eks. en flytningstilstand, hvor pladedelen de-
formeres til en hyperbolsk paraboloide, hvor randene ingen flyt-
ning far, og hvor plademidten fér flytningen w . En jevnt for-
delt last p udfgrer i s& fald arbejdet %]pwlcl . En til en given
last akvivalent javnt fordelt last kan herefter bestemmes ved at

1 1 1 1
=k = k 5k Fk
s B2y,
T © M|l
1 1 1 1
51 | 1 by
W 2
X W X 1 ]
1 ©) D ;
2 71 IS S
X @ 1 1 1
2! L |p!
y 1 P
2l | i
Figur 6.1

krazve, at den givne lasts arbejde skal vare lig med det arbejde,
som- udfgres af den akvivalente javnt fordelte last.
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Da tillazgsbelastningen er forudsat lille, kan de samme udtryk be-
nyttes ogs&d i tilfzlde, hvor det drejer sig om faste belastninger
uanset deres placering, uden at fejlen f3r nogen stgrre betydning.

6.2 Vilkdrlige belastninger

De fleste, mere komplicerede belastninger vil kunne behandles som
en kontinuerlig belastning med stykkevis konstant belastnings—
intensitet over rektangulare delfelter. Belastningsintensiteten
kan altsd variere fra felt til felt.

En belastning bestdende af &n eller flere enkeltkrafter kan behand~
les som en belastning af ovennavnte type, idet momentfordelingen

i afsnit 4.1 benyttes til at fordele en enkeltkraft ud over et
rektangulart delfelt med midtpunkt i enkeltkraftens angrebspunkt.
Den pa basis af forudsatningen om konstant belastningsintensitet
fundne momentfordeling m& da naturligvis overlejres med moment-—
fordelingerne, der skal til at fordele enkeltkrafterne ud over de
respektive felter.

-For hvert felt vil det i dette tilfalde vare simplest at benytte
hjgrnevardierne til at karakterisere de vridende momenter. De
bgjende momenter karakteriseres som tidligere ved vardierne langs
feltets rande og i feltets midtlinier parallelle med randene.

L L
c. D

® m3P\ /4'“1 x

Figur 6.2
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Sy = ZVA

S, ="2V

B B . ‘ ‘ (6.15)
SC = ZVC

SD =‘2VD

Fortegnsregning for randlastene og hjgrnereaktionerne er stadig

som vist i fig.5.1 .

Ligevegtsligningen for elementet ( 5.2 ) bliver

4latgm +my)]  4la+gmy+m)]  Vy-Vu 4V -V

+ + = x (6.16)
k2 22 k& 2
For en plade opdelt i rektangulare elementer af vilkdtlig stgrrelse
og med vilkdrlig belastningsintensitet bliver de statiske betin~
gelser dels ( 6.16) for hvert element, dels betingelserne, at rand-
lastene og de bgjende momenter langs tilstgdende elementrande
stemmer overens, og endelig at randlaste og hjgrnereaktioner langs
‘ den givne plades rand stemmer med de givne belastninge¥. De vriden-
de momenter langs tilstgdende elementrande vil adutomatisk stemme
overens, nar hjgrnevardierne benyttes som parametre.

Betragtes eksempelvis et element I, se fig. 6.3, bliver ligevagts-

§a H " I K J ¥
R © ®
l 5 © O
c
Ll O OB o A® ©
C@®DC ® DiC ® D .
i PO © o QO D
I Boas @ As @ A 7
® cC @ D ©
lp @ ® O
NE B @ A
(2] ®

Figur 6.3
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11”731 J 33
Ky Ky
—4aH - 3m1H - Mgy _ 4aI +m1I + 3m3I
kH k
(6.20)
—4dC - 3m2C “My _ 4c1I +m21 + 3m4I
Q’C JZ'I
-—4dI - 3rr12I “m, _ 4dP +m2P + 3m4P
ZI R'P.

I det endelige ligningssystem, der osptilles, indfgres naturligvis
de bgjende momenter efter den globale nummerering af elementrandene
og ikke den lokale. Desuden indfgres hjgrneverdierne af de vridende
momenter navngivet efter den globale knudenummerering, dvs. _fx

VAI=VBJ= cee = VR .

Ligevagtsbetingelserne for element I lyder da

1 . 1 )
4[aI~§(meR +meQ)] .\ 4[dl_f(myQR+myMN)]
.2 ° 2
kI Q'I
Vi, =-V_+V, , -~V
0 VR VM VNn _ 1
+ T = 1p; | ) (6.21)

To typiske kontinuitetsbetingelser i (6.20) lyder

—4aI+3meR+meQ _ 4aJ_meS_3meR 6 225
k1 kg
- + + - -
4dc 3m MN m_Y DE _ 4dI my OR 3myMN (6.23)
Lo L1 )

For simpelt understgttede og indspazndte rande opstilles betingel-
ser for K-stgrrelserne naturligvis ikke. Hvis det bgjende moment
langs en rand er givet, indfgres denne vardi i ligningerne; hvis
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7. PLADEKONSTRUKTIONER SAMMENSAT AF REKTANGULZRE PLADEFELTER

Ved beregning af pladekonstruktioner sammensat af flere rektangulzre
pladefelter md der ved beregningen tages hensyn til, at ikke alle
felter behgver -at vere belastet med totallast samtidigt.

Den simpleste mdde at tage hensyn til dette pd& er at beregne hvert
enkelt felt for fglgende lasttilfzlde:

1) Totallast, idet der langs de indspandte rande regnes med de
valgte indspandingsmomenter,

*.2) Bunden last alene, idet der langs de indspandte rande regnes

med de samme indspandingsmomenter som under 1).

Nir hvert enkelt pladefelt dimensioneres pd denne made, ses det,

at enhver kqmbination af totallast og bunden last kan optages. Be-
regningsmetoden svarer til den, der sadvanligvis benyttes ved bereg-
ning af kontinuerlige bjazlker efter plasticitetsteorien (delvis ind-
spanding) .
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2) m, < —|m,_J| (8.1)
x Xy
m 2
m =0 n =m + =
£x fy Y m |
X

2a) m_ < |m

xyI: som 1a)

%
I

v Imel: som 1b)

Hvis m >my , gelder de samme formler, blot ombyttes x og y .

- Hvis armeringen i den ene retning er kendt, f£x fordi armeringen ¢gn-
skes holdt konstant i en del eller i hele pladen, eller hvis man af
andre grunde ¢gnsker at afvige fra den optimale armering i det en-
kelte punkt, kan man med fordel benytte fglgende alternative formel-
saet:

— _ 1
me, = mx—+ylmxy| Mg, = Moty mxyl
] (8.2)
mg = —mx-+y'|mxy m%y = _my'FVmey[

Her er Y og Yy' positive tal, som teoretisk set kan velges frit.
De bgr dog ikke afvige for meget fra de vardier, der giver optimal
armering i det enkelte punkt. Y og y' behgver ikke at vare ens

i hvert enkelt punkt.

Armeringen kan sdledes bestemmes ved at optegne kurver af typen
vist i figur 8.1 langs et passende antal linier parallelt med hen-
holdsvis x- og y-aksen.

I praksis sattes ofte yY=v'=1 , hvorved de bestemmende vardier

af mg o, Mg, Mgy, 09 m%y hurtigt kan findes.

Man kan naturligvis ogsd udregne de bgjende og vridende momenter i
et tilpas fint net og ved hjalp af ( 8.1 ) bestemme den ngdvendige
armering i netpunkterne. ' i

Ved bestemmelse af den ngdvendige udstrakning'af armering, der ikke
fgres igennem hele pladen, kan man naturligvis udnytte, at en arme-
ringsstang kan optage en kraft, der langs forankringslangden
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spendt plade. Tankes de vridende momenter - i stedet for at vare
fordelt som fx pd fig.5.2 helt ud til randene - at aftage ret-
liniet til nul langs nogle smalle randstrimler QOI som skitseret
i fig.8.2, kan et korrigeret momentfelt findes ved superposition
af en rzkke belastningstilfazlde pd fglgende made:

_)‘ A N > 25283 SN O 2NN XK WK
| ;
lo ' : :
B o e e a3
| t X
4 ! PoE
P N
i 1
3 ! ! 9
| | 1 ! K
3 :
[ I o
1 @ i | ;
7 i ©) | &
2 i ! b
J i K
< T T T T T e T T e e e e P
{ ks @ \ ! §
N 0, ; i @ ! X
B B e D Ty
l l
oy 2
A
i oL v
; 1
I —
Fig.8.2

1) ILasten svarende til det korrigerede momentfelt udregnes. Denne
vil vare uzndret, javnt fordelt og nedadrettet i felterne af
type 3, opadrettet, javnt fordelt i felterne af type 2 og ned-
adrettet, javnt fordelt i felterne af type 1,

2) Det under 1) fundne momentfelt overlejres med momentfeltet
svarende til laste lig med, men modsat rettet de under 1)
fundne i felterne 1 og 2. Momenterne kan tankes bestemt ved
hjelp af strimmelmetoden. Lasten i felterne 1, der tankes
baret med halvdelen i hver retning, fg¢res fgrst ud som en
jevnt fordelt last over strimlerne 10 i hele deres langde,
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til underside langs randene. Eventuelt kan der indlagges U-bgjler,
som stgdes med overside- og undersidearmeringen som vist i fig.8.3.
Endelig kan randen naturligvis forskydningsarmeres som en bjalke
med lukkede bgjler som vist i £ig.8.4.

*® L]
()
Figur 8.3 Figur 8.4

De navnte randstrimler af bredden 1/10 af den korte spandvidde
kan ogsd benyttes til kontrol af forskydningsspandingerne pd grund
af de koncentrerede hjgrnereaktioner ved simpelt understgttede el-
ler indspandte rande. En koncentreret hjgrnereaktion regnes altsad
fordelt over et areal lig med 2+1/10=1/5 af den korte spandvidde
gange pladetykkelsen. Her vil det normalt ikke vare ngdvendigt
med en sarlig randarmering, idet forskydningsspandingerne i reg-

len vil kunne holdes under, hvad betonen alene kan regnes at op-
tage.



77

LITTERATURHENVISNINGER

(1]

[21

[3]

[41

[51]

[61

[71

[81
[?]
[10]
[111

1121

Prager, W.:
The General Theory of Limit Design. Proc. 8th Int.Congr.
Theor .aApp.Mech., Istanbul 1952, Vol.II, pp.65-72.

Wood, R.H.:
Studies in Composite Construction, Part II. National
Building Studies, Research Paper, No.22, London 1955.

Nielsen, M.P.: -
Limit Analysis of Reinforced Concrete Slabs. Acta Poly-
technica Scandinavica, Ci 26, Copenhagen 1964.

Nielsen, M.P.:
En tilnzrmelsesformel for den rektangulare plade.
Kgbenhavn 1964, TIkke publiceret.

Nielsen, M.P. og Finn Bach:

A class of lower bound solutions for rectangular slabs.
Bygningsstatiske Meddelelser, Vol.50, No.3, 1979, pp.
43-58. )

Jesper Jensen, Jens Rasmussen, Finn Bach og M.P.Nielsen:
Forsgg med vridning og gennemlokning af jernbetonplader.
Afdelingen for Barende Konstruktioner, Danmarks tekniske

. Hgjskole, Lyngby, 1980.

Hlllerborg, A..
Jémnviktsteori £&r armerade betongplattor.‘ Betong, Vol.
41, nr.4, 1956, pp.171-181.

Hillerborg, A.:
Strimlemetoden. Stockholm 1959.

Hillerborg, Arne:
Strimlemetoden, Stockholm 1974.

Johansen, K.W.: )
Brudlinieteorier, Kgbenhavn 1943.

Johansen, K.W.:
Pladeformler, Kgbenhavn 1949, 3.udg., 2.oplag 1977.

Nielsen, N.P.: . .
Om jernbetonskivers styrke. Kgbenhavn 1969.



11

R 113. MADSEN, HENRIK OVERGAARD: Load models and load combinations.

1979.

RIBERHOLT, H. and P. HAUGE MADSEN: Strength distribution of

timber structures. Measured variation of the cross sectional

strength of structural lumber. 1979.

115. PEDERSEN, MAX ELGAARD: En generel beregningsmetode for be-
tontvaersnit. 1980.

116. PEDERSEN, MAX ELGAARD: Kipstabilitet af armerede betonbjel-
ker. 1980.

117. BRYDER, KAJ L.: Optimeringsmetoder for 2-dimensionale le-
gemer af ideal-plastisk materiale. 1980.

118. DUKOW, EWTIM N.: Optimale Projektierung von vorgespannten
Briickentrdgern. 1980.

119. PEDERSEN, HENNING: Optimering af jernbetonplader. 1980.

120. BACH, FINN, M.P. NIELSEN and M.W. BRESTRUP: Shear tests
on reinforced concrete T-beams. Series V, U, X, B and S.
1980.

121. Resumeoversigt 1979. Summaries of papers 1979. 1980.

122. NIELSEN, J.Aa., F. JOHNSEN og N.J. GIMSING: Trykkede pla-
defelters bareevne. 1980.

123. KRAGERUP, JAN: Undersggelse af stidlnormens metoder til be-
stemmelse af bareevnen af geometrisk imperfekte stilsgi-
ler. 1980.

124. HANSEN, SVEND OLE: Vindbelastede skorstene. 1. del. Matema-
tiske modeller. 1980.

125. HANSEN, SVEND OLE: Vindbelastede skorstene. 2. del. Stigs-
nas skorstenen. 1980.

126. GIMSING, NIELS J.: Four papers on cable supported bridges.
1980.

127. SVENSSON, SVEN EILIF og JAN KRAGERUP: Interaktiv bareevne
af sammensatte sgjler. 1980.

128. GIMSING, NIELS J. og JPRGEN GIMSING: Analysis of erection
procedures for bridges with combined cable systems. Ca-
ble net bridge concept. 1981.

129. ROSTAM, STEEN og EIGIL STEEN PEDERSEN: Partially prestressed
concrete bridges. Danish experience. 1981.

130. BRENDUM~NIELSEN, TROELS: Stress analysis of cracked ar-
bitrary concrete section under service load. 1981.

131. Reserveret.

132. Reserveret.

133. Reserveret.

134. ABK's informationsdag 1981. 1981.

135. Resumeoversigt 1980. Summaries of papers 1980. 1981.

136. BACH, FINN og M.P. NIELSEN: Nedrevardilgsninger for jern-
betonplader. 1981.

137. RASMUSSEN, JENS, SOREN B. CHRISTENSEN, HANS EXNER og
M.P. NIELSEN: Plasticitetsteoretisk analyse af beregnings-
metoder for jernbetonbjzlkers forskydningsbareevne. 1981.

™ W ww W wm oW ow W
-

s © W W W

B o wWwmAW™HD W W

Abonnement 1.7.1980 - 30.6.1981 Kr. 60.-.
Subscription rate 1.7.1980 - 30.6.1981 D.Kr. 60.-.



Hvis De ikke allerede modtager Afdelingens resumeoversigt ved
udgivelsen, kan Afdelingen tilbyde at tilsende neste &rs resu-—
meoversigt, ndr den udgives, dersom De udfylder 09 returnerer

nedenstaende kupon.

Returneres til

Afdelingen for Barende Konstruktioner
Danmarks tekniske Hgjskole

Bygning 118

2800 Lyngby

Fremtidig tilsendelse af resumeoversigter udbedes af
(bedes udfyldt med blokbogstaver):

Stilling 09 NAVN: t.ivevinneiennnnennnnn. Pesesacnrsnceans
Adresse: ......... St e e ettt et ceenenn “enees
Postnr. og -distrikt: ...eeeneeennnnnn. Asrsrassescaccnns

The Department has pleasure in offering to send you a next vear's
list of summaries, free of charge. If you do not already receive
it upon publication, kindly complete and return the coupon

below.

To be returned to:

Department of Structural Engineering
Technical University of Denmark
Building 118

DK-2800 Lyngby, Denmark.

The undersigned wishes to receive the Department's
List of Summaries:

(Please complete in block letters)

Title and NAME « e o teeentmntennnneeneonnnneeeneensannaan .
e & ol
Postal NO. and Qistrict...ueveneenneeenneennnnnnnnnns

LS 18 £ R



