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Forord.

Denne rapport udggr den sidste af en planlagt serie pd 3 rap-
porter om plane revneudbredelsesproblemer for lineart viscoela-
stiske materialer.

I rapportens kapitel 1 resumeres de vigtigste resultater fra
de to tidligere rapporter [17] og [18] , og i kapitel 2 samles
disse til en fardig teori hvoraf revneudbredelseshistorien kan
bestemmes for et vilk&rligt statisk problem, d.v.s. vilkarlig
geometri ,vilkdrlige materialeegenskaber (krybningsfunktioner)
og vilkdrlige randbetingelser.

En sddan teori kan benyttes til undersggelse af om revner (de-
fekter) i lineart viscoelastiske faststoffer vil udbrede sig,
d.v.s. om der vil udvikles brud, og til at bestemme udbredelses-
forlgbet for revner som udbreder sig, d.v.s. den tidsmessige
udvikling af bruddet.

I kapitel 3 vises det hvorledes teorien kan udnyttes til under-
spgelse af forskellige klassiske tidsafhangige styrkeproblemer.

Jeg vil gerne rette en tak til dem som jeg i tidens lgb har
diskuteret disse problemer med, og som har varet med til at
inspirere og kritisere arbejdet, jeg ta@nker her iszr pd profes-
sor Bent Erik Pedersen, som pdtog sig at vare hovedvejleder
ved mit licentiatstudium, og til lektor Svend Gravesen, som i
tidens lgb har hjulpet med mange gode rad. Endvidere en tak

til lektor L.F. Nielsen og civilingenigr H.J. Krebs, Laborato-
riet for Bygningsmaterialer, DtH, som jeg har haft mange gode
samtaler med om vores fazlles interesser for revnemekanik og
viscoelasticitetsteori.

Endelig en tak til Bente Kjglhede Petersen som har arbejdet
med maskinskrivningen af manuskriptet og til Esther Martens,
som har udfgrt rapportens tegninger.

Marts 1984

Rune Brincker






SYMBOLLISTE

Gruppe symbol, betydning henvisning, formel
Indices i,j,k,2=1,2,3
a,B,y = 1,2
Flytninger g flytningsvektor (1.1}
u, kartesiske komposanter (1.1)
Au revnedbning (2.18)
Tgjninger E tgjningstensoren (1.2)
€55 kartesiske komponenter .1
Spandinger I spandingstensoren (1.2)
i3 kartesiske komponenter (1.1}
Koordinater X, X stedvektor
r,6 modulus, argument (1.7)
g dimensionslgs stedkoordinat (B.15)
s buekoordinat
Tid t tidskoordinat
At tidsdifferens
t ,T levetid (2.15),(3.15),(3.46)
tS tid til beg. revnevakst
to relaxationstid (3.8),(3.30)
Fysiske Ky (+),K,(*) krybningsfunktioner. (1.25),(1.45)
stgrrelser . . )
R1(°),R2(') relaxationsfunktioner (1,1),(1.43)
0} krybetal (3.8)
u,n,y,s,to krybeparametre (3.8),(C.7),(C.10)
’ Eo’Em’RQ’Rm'Ko’Kw gransevardier
[ massetathed (1.44)
Revnespids-— k1'k2 spandingsintensitetéfaktorer_ (1,7),(1.11),(1.13)
parametre c,r¢,y,d,,d, deformationsfaktorer (1.8),(1.11),1.16)
z spandingsstgrrelse (B.2)
X deformationsstgrrelse (B34)
J J-integralet S (1.41),(a.8)



Gruppe symbol, betydning henvisning, formel

Energi, P ydre krafters effekt (ﬁ.33):(1-34)
arbejde Yy  Helmholtz fri energi (1.33),(1.34)
V] energitathed (1.44),(1.46)
A dissipation ) (1.33),(1.34)
'K kinetisk energi ' (1.33), (1.44)
Geometriske a revnelangde
stgrrelser acr’amax kritisk revnelazngde (3.16)
5 initial revnelangde )
8s - lengde af flydezone (B.5),(B.10)
skridlangde i skridtmodel (2.6)
h héjde B (2.10)
Last o ydre last C(2.14),(3.13)
0 lastniveau (3.11),(3.34)
Styrke- T overfla&eenergi (1.36)
parametre [0} styrkeniveau ' (3.11)
OgsOp sammenhaengsspanding ' (2.18)
o kritisk verdi af J-integrale (B.9)
9 korttidsstyrke (3.10)
O, (3.26)
Hjzlpe- n,e enhedsvektorer
stgrrelser TN integrationsparametre
c,C koefficienter
sij_ Kroneckers delta
Hjalpefunk—k f,9,h vinkelfunktioner ‘ (1.10)
tioner a,b (1.12), (1.19
A(e) Heavisides enhedsfunktion
§(*) Diracs deltafunktion
V), %(*),A(*),G(*),H(*) tidsfunktioner
p(v) (1.24)
Linezre d{, B, Stieltjesfoldninger
operatorer 172 Laplacetransformationen



RESUME

Resultaterne fra to tidligere rapporter samles og resumeres.

Det drejer sig om karakterisering af revnespidstilstanden,
d.v.s.definition af revnespidsparametre, angivelse af generelle
lgsninger for revnespidsparametrene for lgbende revner, samt
angivelse af forskellige kriterier for revnevakst, herunder kri-
terier som opfylder de termodynamiske betingelser.

Det viser sig imidlertid at vare umuligt at opstille en brugbar
teori pa dette grundlag alene, idet der opstdr et paradoks - i
visse situationer tillader teorien hverken revnen at vare sta-
tionar eller at udbrede sig. Dette problem lgses ved at indfgre
en revnemodel som lagger visse badnd pd revnevaksten. Det antages
at revneudbredelsen sker i skridt med langden §, som antages

at vare en materialekonstant.

Teorien viser sig at vare i god overensstemmelse med forsggs-
resultater fra litteraturen. ‘

Til sidst vises det hvorledes en sddan teori kan. udnyttes til
analyse af brudproblemer hvor den tidsmassige udvikling af brud-
det spiller en afggrende rolle, sdsom tidsafhangig arbejdslinie-
krumning, og langtidsstyrker af konstruktioner udsat for kon-
stant last og rampelast (konstant spendingshastighed).



SUMMARY

A short exposition is given of some earlier results concerning
crack tip parameter solutions (including running cracks) and
formulation of the crack extension criterion. ‘

_Even with proper solutions to these problems (including crack
extension criterion that satisfy the thermodynamical equations),
difficulties arise because of a ?aradox - under certain circum-
stances the theory does not allow ‘the crack tip neither to be
stationary nor to move. This problem is overcome by iﬁtroducing
a crack model which impose some constraints on the crack growth;
it is assumed that the growth takes place in steps of the length
8 - which is assumed to be a material constant.

The theory turns out to be in good agreement with test results
from the literature.

Last it is shown how such a theory can be used for the analysis
of different kinds of time dependent fracture - time de?endent
stress-strain relationships and long term strength of structures
under dead and ramp load conditions. ’



KAPITEL 1
Teoretisk grundlag.

1.1. Indledning.

Dette fgrste kapitel er hovedsagelig et sammendrag af resultater-
ne fra de to tidligere rapporter [17 ] og [18 1 . L®sere, som
finder fremstillingen for kort og for ribbet for argumenter hen-
vises derfor til de navnte tidligere rapporter hvor emnerne er
behandlet noget mere detaljeret. Med hensyn til referencer hen-
vises der ligeledes til de to rapporter.

Selv om den fremstilling, der er givet i det fglgende, hovedsa-
gelig er begranset til at omfatte plane problemer, s& er de for-
skellige feltligninger af bekvemmelighedsgrunde udelukkende an-
givet pd tredimensional form. Dette bgr ikke give anledning til
forvirring. Af bekvemmelighedsgrunde er der ligeledes nogle ste-
der benyttet konstitutive ligninger for det isotrope tilfazlde
og andre steder for det generelle anisotrope tilfalde.

1.2. Lineart viscoelastiske randvardiproblemer.

Vi betragter et isotropt lineart viscoelastisk legeme over et
vilkdrligt omrdde £ i det tredimen51onale rum.

Der ses bort fra dynamiske effekter og temperatureffekter. Til
bestemmelse af spandingsfeltet I = I(x,t) , tginingsfeltet

E = E(x,t) og flytningsfeltet u = u(x,t) , x € @ , har vi da
fglgende ligninger ‘

1

€43 (x,t) = 7(“1,3‘(?5'1:) + uj'i(gg,t)‘)
13 &R = o4 (K8) oy 0pg S (XD F F,(x,t) =0 (1.1)
,— { - . P
og5 B = ey gm0 + Ry - R 13 Lk(,}g.t)

i,j.k=1,2,3



hvor Fi er komponenterne af legemskrafterne og hvor g?1-og

3?2 er stieltjesfoldninger med kernerne R1(-), henholdsvis~R2(-)
som karakteriserer materialet. Ligningerne (1.1) definerer sam-
men med de givne randbetingelser vores randvardiproblem. Bortset
fra visse f& meget 1idt restriktive krav, se [171, kan randbe-
tingelserne valges vilk8rligt. 7

Lgsning af et lineart viscoelastisk randverdiproblem vil vi ba-
.sere pa& korrespondensprincippet som vi vil formulere pé. fgl-
gende made.

Vi har alts@ et randverdiproblem som angivet i (1.1) hvortil

1lgsningen
L= gtg,t)
E = E(x,t) (1.2)
g = ﬁ%t)

s¢ges. Ud fra randverdiproblemet (1.1) konstrueres nu et hertil
svarende (korresponderende) elastisk randverdiproblem ved at
erstatte den fysiske betingelse for lineart viscoelastisk mate-
riale

- : 1 ;
cij(g,t) = 1§ij(5,t) + §< 322 .321)‘dijekk§§,t) (1.3)
med den fysiske betingelse for lineart elastisk materiale
. 1 a oy
cij(g,t) = 2ueij(5,t) + §(3K 2u) Gijekk(z,t) (1.4)

hvor u er forskydningsmodulen og k er kompressionsmodulen.
Lgsningen til det herved fremkomne korresponderende elastiske
problem betegnes Ee y Ee , ge ; og kaldes den til den viscoela-
stiske lgsning I , E, 4 korresponderende elastiske lgsning.

Den elastiske lgsning-er en,funktion af tid og sted, samt af de
elastiske konstanter u og



% = 2% 2u,3,5,8)
E° = E°(2u,3k,3,t) (1.5)
u® = u®2u,36,5,t)

Korrespondensprincippet siger da, at hvis den elastiske 1gsning

ze ’ Ee ’ Eé er lgsningen for det faste materielle punkt X

s& bestemmes den viscoelastiske lgsning af

] % * *
L(xt) = & 5% (BRy(P), PR,(P), X.P)
Pt
] * * * .
E.t) = £ E° (R, (®) , PR, (P) , X,P) (1.6)
Pt , .
= *
gt = £ 9 (R (®) , PR (B) , X,P)
p~t
hvor ge (2u 3k,%,p) = K74 Ze(Zu,3K,x,t) , 0.s.v. og hvor
R (p) og R (p) betegner de laplacetransformerede relaxa-

tlonsfunktloner. Operatorerne L og ! betegner laplacetrans-
formationen henholdsv1s den. 1nverse lapacetransofrmation.

En omhyggelig redeggrelse for korrespondénprincippets gyldighed
specielt i forbindelse med revneudbredelsesproblemer er givet
i[171 .

1.3. Karakterisering af revnespidstilstande.

Lad os nu antage plan tilstand. I revnemekanikken for lineart
elastiske materialer karakteriseres tilstande ved'revneépidsen
ved de to sdkaldte spandingsintensitetsfaktorer k$ s Y = 1,2,

Spandingerne 026 , tgjningerne 538 og flytnihgerne Omkring en
revnespids i et lineart elastisk materiale givet ved de karte-
siske komponenter i det lokale XXy Roordinatsystem som funk-



tion af r,8, se figur 1.1, vil nemlig altid have formen

ke
e Y
“a8 T gz Coby

e __1 ¢/ e, (1 e \ ,

e ™ 7 (Fapy o5 * (2 d’ o) Axy) (1.7)
e {g a + n

uy = /2¢ \Jap®g aB"B/

a,B, Yy, A = 1,2

hvor k° , c$ ’ d® er funktioner af tiden og de elastiske kon-
stanter alene, og hvor stgrrelserne deY r o8 og haB er funk-

tioner af vinklen 6 alene.

Figur 1.1. Lokalt koordinatsystem.

Der galder
k$ = k$(2u,3K,t)
e _ -
& = 4l k® 2,36, )

Y o du



hvor

o 5
3k+4yu _ 1=v ) ..
N ETT 2 E plan t¢j§.
a1 | o ' ‘
T B Ll . L - (1.9)
ity _ 2 k
2 Tﬁﬁ% =z plan spend.

og for wvinkelfunktionerne gzlder

1-sin % sin %; , sin %Vcos %?A
_ £}
{fa81} = Ccos '2- ‘
.. 8 36 . .. 36
sin 5 cos va,1+51n = sin =5
—tan‘% (1+cos % cos %;) 1-sin % sin %?
_ 0
{faBZ} = cos 3
- o .6 . 30 o B0 3¢
1-sin 3 sin ==, o tanicosicosjr
[l SN - (1.10)
‘ cos 5 , sin 3
{gas}
- 8
sin‘s ,-cos 3
28 .0 ... 8
-COSs 5 ’ cos —2— sin 7
- cos &
{haﬁ} = cos >

6. .6 ... B
-cos 7 sin 5, 1 + sin 5

Sa vidt for et elastlsk materlale. Som det ses er bade spendlngs-
”feltet, t¢3n1ngsfeltet og flytnlngsfeltet fuldstandlgt fastlagt

‘ved de to spendln951nten51tetsfaktorer alene.



Hvis den betragtede revnespids antages at vare station®r, sa
kan spandings— og deformationsfeltet omkring en revnespidé iet
linezrt viscoelastisk materiale let bestemmes. Ved hjelp af kor-
respondensprincippet fis let, ?t spandingsfeltetioas ;s tpinings~
feltet euB og flytningsfeltet u, er givet ved de respektive hgj-
resider i (1.7) blot de elastiske konstanter k$ ’ c$ og d$ ud-
skiftes med de tilsvarende viscoelastiske konstanter kY ; C

Y
og dY givet ved

1

- * * ' * ‘

k (€)= i k7 (BR; (B) 1 PR, (p), P)
-1 * * * ‘

e () = Eg; ey (PR (@), PR, () P) (1.11)
-1

a (t) = £ a® (pr; (B), pRy(P), P)

Som det fremgdr, er der ikke nogen entydig“sammenhang mellem
intensitetéfakﬁorerne k ‘og stgrrelserne ¢ og d4_ til et fast
tidspunkt som i det elastiske tilfelde. En revnespidstilstand
i et lineart viscoelastisk materiale kan derfor ikke i det ge-
nerelle tilfzlde beskrives ved de to spandingsintensitetsfak-
torer alene som i det elastiske tilfzlde, men mi ngdvendigvis
beskrives ved alle de seks'st¢rrelser kY ' cY og dY . Stgr-
relserne kY betegnes. de viscoelastiske spandingsintensitetsfak-
torer og stgrrelserne cY og dY de viscoelastiske deformations-
faktorer, og betegnes under &t de seks viscoelastiske revne-
spidsparametre.

1.4. Revnespidsparametre for lgbende revner.

For at kunne analysere vilkarlige plane revneudbredelsespro-
blemér, er det ngdvendigt at have en metode til bestemmelse af
‘fevnespidsparametrene'for en revne som udbreder sig P& en kendt
made i et vilkdrligt lineart viscoélastisk legeme."



Ved anvendelse af korrespondensprincippet kan det vises, at de
viscoelastiske revnespidsparametre for en revne i bevagelse, kan

bestemmes pd fglgende méde.

Lad bidraget til intensitetsfaktoren k® for det korresponderende
elastiske tilfalde for belastningérne pa revnerandén alene vare

ki-e . og bidraget fra belastningerhe p& ‘den resterende rand ale-
ne vare k¥¢ . Lad os endvidere antage, at disse bidrag kan fak-

toriseres pd en simpel m3de sdledes at

ki

e - g% oy, 300 b ()

k

(1.12)
k¥® = 2X¥ (21, 3¢) BXY (1)

hvor akl og aky er funktioner af de elastiske konstanter alene,

og hvor bkl-og-bky er funktioner af tiden alene. S& bestemmes
den viscoelastiske intensitetsfaktor k til tidspunktet t = t!

af
k(t') = lim (.,dky bEY (£) + o KT bki‘(t)>, t >t (1.13)
t>t? R .

og safremt revnen gdr i std til tidspunktet t = t' , s& bestem-
mes. den tidslige udvikling af k for t > t' af

K(t,t") = A(t-t') (dky b5 (1) + g Kt bki(t)> (1.14)
hvor A(+) er Heavisides enhedsfunktion. St¢rreléérne .g?ky og

afklher Stieltjesfoldninger med kernerne Aky(-) h.h.v. Aki(-)
defineret ved ;

"y i ‘* ' *
AT (t) —p;-?; -;—) akl(-pR1 (p) '/ PR, (P) }
. N S S (1.015)
*
A = @1 YRl 0) L bR ()
pt

Der skal knyttes en yderligere kommentar til bestemmelse af bi-
dragene k*® og k¥® fra revneranden henholdsvis den ydre rand.Hvis



der pa begge rande er tale om rene spandingsbetingelser, si er
der ingen problemer. Men hvis betingelserne f.eks. p& den ydre
rand involverer flytningsbetingelser, s& kan man ikke uden vi-
dere superponere, og s mid man vare opmerksom p& at bidraget
fra den indre rand skal vere bestemt samtidig méd at flytnings-
betingelserne p4 den ydre rand er opfyldt. Tilsvarende hvis der
exr tale om flytningsbetingelser pd revneranden.

De til k svarende deformationsfaktorer c og d til tiden t = t°
findes af

c(t') = 1im o k(t,t') , t > t'
baad (1.16)
ae') = lim Y k(e,e') , £ > ¢

>t

og hvis revnen gdr i std til tiden t = t°'
tidslige udvikling af ¢ og d for t > t' af

, sd bestemmes. den

clt,t") = A% k(t,t")

It

(1.17)

da(t,t") aﬂd k(t,t")

#

hvor Stieltjesfoldningerne her har kernerne Ac(-) og Ad(-) defi-
neret ved

Py e
A%t) = & %ac(pR:(p) . PRy (p))
pt : "(1.18)

adw) = 9_1 % ae(pR:(p) , pR:(p)
pt
Funktionerne ac(-,-) og ad(-,~) angiver sammenhzngen mellem de-
formationsfaktorer og intensitetsfaktor for det elastiske til-
fzlde pa fglgende made

e

c® = a%(2u,3¢) x©

(1.19)
ad(2p,30) x©

o]
[



og kan i ¢vrigt bestemmes af (1.8) og (1.9).

I det tilfzlde at de elastiske biarag kie og k¥® ikke kan fak~
toriseres pd den simple m&de som angivet ved (1.12) , kan der
alligevel angives udtryk til bestemmelse af de viscoelastiske
revnespidsparametre. Bestemmelsen af dlsse bllver dog i dette
tilfalde noget mere kompllceret

Af den mdde de viscoelastiske revnespidsparametre bestemmes p&

fremgérvdet, at de ikke p& nogen mide afhanger eksplicit af ha-
;tigheden af revnespidsen. Denne egenskab ved lgsningen til et

1;neait viscoelastisk revneudbredelsesproblem skal .illustreres

ved det efterfglgende eksempel.

1.5. Eksempel p& beregning af rewnespidsparametre. Spandings=-

randvaerdiproblem med balanceret krybning.

Vi:vil betragte et vilkarligt plant legeme, hvori der udbreder
sig en revne. Der er tale om rene spandingsbetingelser, og vi
vil desuden antage, at der er tale om balanceret krybning, d.v.s.
at Poissons forhold regnes konstant. Den fysiske betingelse kan
da skrives p& formen

_ 1 . v : ‘
o3 = Tww Byt T Oy fd - (.20

hvor &R er en Stiel£jesfoldning med kernen R(+) . Funktionen
R(*) er den til E-modulen E svarende relaxationsfuntkion. Den-
tilsvarende krybningsfunktion betegnes K(-).

Vi vil fg¢rst bestemme spazndingsintensitetsfaktoren k¥ ='kK_, y = 1,2
for den betragtede revnesplds. I dette tilfzlde kan bidragene kie
og k¥C altid skrives pé formen (1.12), da de elastlske intensitets~
faktorer i dette tilfalde, hvor der er tale om et rent spandings-
randverdiproblem, slet ikke afhanger af de elastiske konstanter.
Den viscoelastiske spandingsintensitetsfaktor:findes da for det
ti}falde, at revnen stopper til tiden t = t' til

-+



- 10 -

k(t,t") = A(t - t')ke(t,t') (1.21)
hvor

kS (t,t") = a¥¥ pE¥ () 4 X1 pkiy O (1.22)
Det ses heraf, at spandingsintensitetsfaktorerne for et visco-
elastisk revieudbredelsesproblem af den her betragteae type -
uafhengig af revneudbredelsesforl¢b og belastningshistorie -~ al-
tid har samme verdi som spandingsintensitetsfaktoreirne for det
korresponderende elastiske revneudbredelsesproblem. )

De til k svarende deformationsfaktorer ¢ og d findes nu. Af (1.8)
og (1.9) fés

c. .
c® = a%(&,mk® = 210 xe
(1.23)
e_ .d 4 (v)
a® = a%@®,nk® = £ - k°©
hvor i
pc(v) =1+ v
2(1 - v?) for plan te¢jningstilstand
o vy =1 (1.24)
2 for plan spendingstilstand
Af (1.17) f&s da
1] -— c 1 e N L]
cl(t, ') = o~ (v) H At - 1)k (t,t")
' (1.25)

a(t,t') = pd(v.) H oAt - £k (e, ")

hvor H er en Stieltjesfoldning med kernen K(+) .

Det ses, at ¢ og d for samme mode og samme tidspunkt er direkte
proportionale. Det vil altsd sige, at lgsningsfeltets asymptoti-
ske egenskaber i dette tilfzlde (v = konstant) for hver mode kan



beskrives ved kun to faktorer, f.eks. k og d, altsd i alt 4 af

hinanden uafh®ngige parametre.

Hvis revnen lgber kan tilstanden ved revnespidsen altsd beskrives
ved parametrene

k(t) = k% (t)

(1.26)
a4 g0hx®(x)

]

T df(t)

og hvis den gdr i std til t = t' , s& kan tilstanden beskrives

ved parametrene

k(tyt') = At - €9k (£,8Y)

(1.27)
d(t,t")

oo At - £9%S(t,ET)

1.6. Forskellige gattede udbredelseskriterier.

Som det er vist i afsnit 1.3 resulterer de lineart viscoelastiske
materialeegenskaber i lgsninger, som er singulare ved revnespid-

sen.

Vi vil senere diskutere mulighederne for at benytte en beskrivel-
se, som giver endelige spandinger .ved revnespidsen, men forelg-
‘big vil vi holde fast ved den simple lineare beskrivelse., I det-
te tilfalde er tilstanden ved en given revnespids beskrevet ved
de 6 parametre k1 ’ k2 v Cq s Cy oy d1 og‘d2 som omtalt i afsnit
1.3.

Et udbredelseskriterium md derfor antages at have formen

F(k1, k2, Cyr Cyy d1, d2) 2 Fkr (1.28)

hvor Fkr er en materialeparameter, en sdkaldt kritisk verdi.
Hvis (1.28) ikke er opfyldt, vil revnen vere stationar,. .og om-
vendt hvis (1.28) er opfyldt, s& vil revnen udbrede sig. Med"

hvilken hastlghed dette eventuelt v1l ske vil vi ikke bekymre
os ‘om endnu, men blot om hvorv1dt revnen overhovedet V1l udbre—

T
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de sig fra den indtil nu stationare position. Afh®ngigheden af
revnespldsparametre givet ved F(+,+,s++,+) er muligvis for fle-
res vedkommende en funktlonalafhanqlghed og da der er tale om
seks parametre, s er det klart, at det ikke er nogen let sag
at give relevante gat i det generelle tilfalde.

Lad os derfor antage at der er tale om et enkeltmode problem med
balanceret krybning. I dette tilfalde er revnespidstilstanden
fuldstzndigt beskrevet ved den aktuelle speandingsintensitets-
faktor k og en af de hertil svarende deformationsfaktorer, lad
os sige d.

Udbredelseskriteriet har da formen
F(k,d) > Fkr (1.29)

Hvis vi antager en simpel funktionsafhangighed af k og d, sa kan
man som simple get pa funktionen F(+,+) angive f.eks.

F(k,d) = d
F(k,d) = k :
. (1.30)
F(k,d) = kd
2 2
F(k,d) = k“ + ad® , a > 0

osv, osv, laseren kan selv ggre listen langere. Der er mange
muligheder selv i dette simple tilfalde, og man kan ikke péd for-
ha&nd sige hvilket af dem det vil vare rimeligst at anvende.

Et get pa en funktionalafhangighed kunne f.eks. vare

t
Fk,d) = [ k(t-r) LEE)) 4 (1.31)
- ,

Det er klart, at med alle de muligheder for gat der eksisterer,
er det ngdvendigt med noget mere information om hvorledes et
korrekt kriterium for revneudbredelse bgr formuleres.

Griffith5s kriterium galdende for elastiskevmaterialervudtrykker
i virkeligheden en betingelse om global energibalance, d.v.s.
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udtrykker at revneudbredelsen skal opfylde en termodynamisk be-
tingelse.

Det er derfor narliggende ogsa i det lineart viscoelastiske til-
falde at s¢gerinformation om hvorledes et udbredelseskriterium
skal formuleres i termodynamikken, og det vil vi derfor ggre.

1.7. Termodynamiske betingelser,

Vi betragter nu et vilkarligt legeme (v1lkar11ge mater1aleegen~
skaber) hvorl der forekommer udbredelse af en revne. Vi vil an-
tage, at udbredelsen sker s& passende langsomt, at legemet tll

et hvert tidspunkt er i termisk ligevagt med omgivelserne, som

har den konstante absolutte temperatuxr G._RéYneﬁdbredelsen kan

da betragtes som en isoterm proces. V

Ved en termodynamisk beskrivelse af en revneudbredelsesproces har
man det specielle problem, at hverken legemets overflade eller
dets indre punkter udggr nogen. konstant punktmengde hver for
sigkég kan derfor heller ikke hver for sig betragtes.som et ter-
modynamisk system. Legemets indre og dets overflade mi betragtes
som et hele. Det vil'sige, at de termodynamiske betingelser kun
kan udtrykkes ved globale ligninger hvori ogsd alle overflade-
bidrag er medtaget.

Lad de ydre krafters effekt pd legemet vare P, den totale ki-
nesiske energi vare XK, den totale Helmholz fri energi vere Y

og den totale dissipationshastighed vare A Bade P, ¥ og A be~

stdr af to bidrag, et indre bidrag pt wl B At og et overflade-

bidrag P ;'wo ’ AO , hvorimod den klnetiske“energl kKun best&ar

af et (indre) bidrag da massen af en overflade er nul, d.v.s.

p=rpl 4 p°
y = yl 4 yO (1.32)
A= al 4 p°

Energibevarelsessatningen og dissipationsuligheden for hele le-
gemet inclusive overflade kan da skrives
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P-K-¥¥-pa=0 (1.33)
P-K-¥% 3>=0 (1.34)

hvor "+" stir for differentiation med hensyn til tiden.

For 'at komme frem til noget nyttigt ggr .vi den antagelse at over-
fladedissipationen er identisk nul, altsi

A° =0 . . (1.35)

Under denne antaéelse vil det for en hver fast delmangdé af en
overflade galde at pP° - @O"E 0. Derfor m& st¢rrelsen pP° - }° for
et 1egeme hvori der foregdr revneudbredelse, vare proportlonal
med tllv&ksthastlgheden af. overflade for det betragtede legeme,

og hvis revnen udbreder sig med hastlgheden v fas derfor
PT - ¥7 = ~ 2vyT 0 ’ (1.36)

. *
Stgrrelsen I' betegnes normalt overfladeenergien ) . Det viser
sig at vare en positiv stgrrelse, T' > 0. Af dette resultat fis
da umiddelbart at betingelserne (1.33) og (1.34) f&r formen

S S : (1.37)

P* -~ K - ¥ > 2vT o (1.38)

Da den konstitutive ligning for materialet opfylder betingelsen
Ai >0 ; sd ses det, at (1.38) automatisk exr opfyldt hvis blot
(1.37) er det. Vi kan altsd ngjes med at opfylde betingelsen om
global energibalance (1.37).

*) hvis der ikke er tale om en plant problem skal der multipliceres med
revnefrontens l&ngde.
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1.8. Udbredelseskriterier baseret pd global energibalance.

Den information, der kan hentes ud af termodynamikken kan for en
isoterm revneudbredelsesproces altsd alene udtrykkes ved lig-
ningen )

PP -R-¥ -t =2vr, T>0 , (1.39)
som udtrykker global energibevarelse. Lad os nu antage at der

er tale om et plant problem. Hvis der for det pdgazldende mate-
riale kan formuleres en bevarelseslov af formen

e - 4} (vl - £ nas=o0 (1.40)
T : :

geldende for en hver lukket kurve T' , som forlgber i legemet ,
hvor p er massetatheden, wi er den indre fri energitathed, n-er
enhedsnormal til I' og ¢ er en vilkarlig fast vektor, s& kan den
globale energibalanceligning udtrykkes ved et J-integrale

s=g- J (-0 n ds . (1.41)
r : .

idet den globale energibalancebetingelse s& kan skrives
‘g ='2T ' (1.42)

J-integralet beregnes langs en kurve Fc , som lgber fra et punkt
pé den ene side af revnen rundt om den betragtede revnespids til
et punkt pad den anden side af revnen. Vektoren e er her en en-
hedsvektor i revneudbredelsesretningen, se.figur 1.2.

Reduktionen af (1.39) til (1.42) forudsatter foruden bevarelses—

loven (1.40) at stgrrelsen f er identisk nul p& revneranden.

Det er vigtigt at bemarke, at J-integralet er uafhengigt af in-

tegrationsvejen, og at det derfor md vare en stgrrelse som er
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(]

e

Figur 1.2. Integrationsvejen P for
J-integralet.

karakteristisk for revnespidsstanden og som derfor i det lineart
viscoelastiske tilfzlde md kunne udtrykkes ved revnespidspara-
metrene ka 1 C, 09 da + Vi har derfor nu opndet et revneudbre-
delseskriterium givet ved (1.42) og (1.41) ‘som netop er af

formen :(1.28).

Kriteriet givet ved (1.42) og (1.41) galder for et hvilket som
helst materiale, forudsat at dannelsen af ny overflade kan beskri-
ves termodynamisk ved (1.36), og at der kan formuleres en bevarel- -
seslov: af formen {1.40), hvor den indgdende stgrrelse f er nul pa
revneranden.

Vi vil nu antage line®rt viscoelastisk materiale og vise at der
i hvert fald for en bred klasse af belastningstilfelde kan for-
muleres en bevarelseslov af formen (1.40).

I det generelle anisotropetilfalde er spandingerne og den Helm-
holz fri energi givet ved tgjningerne p& fglgende made

t de, . (T)
_ k4 ,
Oy5 = ({,_ ljkl(t T)—5— drt (1.43)
t t (T) de, , (n) ‘
i_ 1 e k&
PV =5 g_ (j)_ R; yxq (26T '," dn I drdn  (1.44)
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hvor Riﬁkl(') er de anisotrope relaxationsfunktioner. Tgjninger-—
ne og den fri energi er tilsvarende givet ved spandingerne pa

fglgende  made

t dckg(r)
€55 = g; Kijkz(t—T) 3T dt , (1.45)
L, t t do, . {(T) do,,(n)
i _ - l e ij kL
PP = 054854 T 3 g_ g_ Kijkg (3t-T-n) —3¢ an  dtdn
(1.46)

hvor Kijkﬁ(') er de anisotrope krybningsfunktioner. I Appendix A
er det vist, at hvis spandingsféltet 6mkring revnespidsen kan skrives

_ O
cij(§.t) = Oij(g) f(t) v (1.47)
sd kan der formuleres en bevarelseslov af formen (1.40)>hvor

= 1 o
(f{ll)k ui,k Uij nj ) o (1.48)
Flytningsfeltet ui er her et felt, som er bestemt for det kor-
responderende elastiske problem med de elastiske konstanter

cijkz = Cijk£<t) defineret ved

t af (1)
_Cijkz(t) = 2f(t) g_ Kijkg(t—T) ~at drt +
t t
=S Ry et SHEL AW gogn (1,49)
O~ O~

Dette resulterer i udbredelsesbetingelsén (1.41) som igen kan

omskrives til
° g -4 - |
ka da = T » ’ »(1.50)

hvor kguoq d&'er de til spandingerne'cij henholdsvis flytnings-
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feltet ui svarende spandingsintensitetsfaktorer og deformations-
faktorer.

For det isotrope tilfzlde med balanceret krybning fas udbredel-~

sesbetingelsen
t t dk (1) dk  (n) 4
2kd(t)dd(t) - D(\)) g_ (_J;- K(Zt—T-‘T]) T -—a—h—‘—- deT} = ;T. T
(1.51)
)
hvor k (t) = ky £(t)
) o B ax, () (1.52)
og 4 (t) = p(Vv) g; K(t-T) —g=— dr
For en enhedslast ka<t) = kg A(t) £&s kriteriet
o _ =4 .53
ka(2da(t) du(Zt)) T T (1.53)
og for en rampelast ka(t) = kgBtA(t) fas
ka(t)_(Zéa(t) =~ p(v) ka(t) G(t)) = = T (1.54)
hvor
1 t t o
G(t) = — [ f K(t+n) drdn (1.55)
t o o

I appendix A.1 er angivet nogle andre formuleringer af revneud-
bredelsesbetingelsen (1.42) hvor der i stedet er taget udgangs-
punkt i ligningerne (1.43), (1.44) hvorved materialeegenskaber-
ne bliver udtrykt ved relaxatiohsfunktionerne i modsatning til
udtrykkene ovenfor, hvor materialeegenskaberne er udtrykt ved
krybningsfunktionerne.

I appendix A.2 er det desuden omtalt hvorledes udbredeiseskri—
terierne kan matrixformuleres si .de er velegnede til edb-analyser.
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KAPITEL 2
Revneudbredelsesteori.

2.1. Teori for statiske laste.

I det fplgende vil Vi etablere en teori for tilfazlde hvor pro-.
blemets randbetingelser. giver anledning til spazndingstilstande som
er hvad man normalt betégner'“statiské", d.v.s. ikke-pulserende
og s& rimelig langsomt varierende at dynamiske effekter kén'

negligeres.

I forrige kapitel har wviivist, at revnespidsfilsténden for et

vilkérligt linesrt viscoelastisk revneproblem mé udtrykkes ved
6 revnéspidsparametre. Vi har desuden formuleret et termodyna-
miék korrekt udbredelseskriterium og udtrykt dette éleneived de

definerede revnespidsparametre samt en kritiék verdi.

Hele denne analyse er foretaget pd et normalt kontinuummekanisk
grundlag uden andre vaesentlige antagelser end at der er tale om

1) kontinuum, smd tgjninger.
2) linear materialeegenskaber.

3) everfladedissipationen = 0,

Som det er vist i Brincker [18] fgrer disse resultater imidler-
tid til et paradoks, idet der teoretisk set vil vere tilfalde,

hvor teorien hverken tillader en revne at vare stationar eller

at udbrede sig. Dette revneudbredelsesparadoks skal kort illu-

streres ved fglgende eksempel.

Lad os betragte et spandingsrandvardiproblem med balanceret kryb-
ning og med konstante ydre laste. Vi vil desuden -antage at der

er tale om et enkeltmode problem siledes at revnespidstilstanden
kan karakteriseres ved spandingsintensitetsfaktoren kX og deforma-
tionsfaktoren d.
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*)

Se pa sin udbredelseskurve til tiden t = 0. Herefter er revne-

Vivil nu antage, at revnespidsen er ankommet til en position
spidsen stationar et stykke tid. I denne position er revnespids-—
tilstanden beskrevet ved parametrene ko og do hvor spandingsin-
tensitetsfaktoren kO er konstant og hvor deformationsfaktoren
do er en voksende funktion af tiden do = do(t) y jvnf. afsnit
s, .

Af resultaterne i afsnit 1.8 f&s da at betingelsen for revneud-
bredelse er

4
ko(2do(t) - do(2t)) 25 T ’ ‘ (2.1)
Hvis der er tale om et'linea;t viscoelastisk faststof, sd vil

faktoren i parentesen vare en ikke aftagende funktion af tiden.
Vi*kan derfor antage at kriteriet (2.1) er opfyldt til et vist

tidspunkt to >0 ,‘d.v.s.

)

Vi kan ogsd antage. at revnen har varet stationzr for alle t < 0 , og at de
ydre laste s®ttes pd til tiden t = O.



ko(Zdo(to) - d(2to)) = (2.2)

= |
—

‘Hvis befingelsen om global energibalance skal bruées til be-
stemmelse af om revnen vil lgbe , s& md den altsd starte med at
lgbe til tidspunktet t, - Umiddelbart efter at revnen er star-
tet med at lgbe, d.v.s. til. tidspunktet t: antager revnespidspara-

metrene imidlertid vardierne kT og dz for hvilke der gzlder

k' =k

. O (o]

. (2.3)
+

a; = d,(0)

jvnf. resultaterne i afsnit 1.5, d.v.s. at revneudbredelseskri-
teriet ikke langere er opfyldt.

Dette er revneudbredelsesparadokset, hvis udbredelseskriteriet
er opfyldt til et tidspunkt to + 0g revnen derfor vil udbrede
sig, s& vil revnespidsparametrene pd grund af bevagelsen straks
antage s&danne vardier, at udbredelseskriteriet ikke langere

er opfyldt, og revnen vil derfor g& i std igen. D.v.s. at rev-
nen ikke vil udbrede sig, men vil vare stationzr. Dette er imid-
lertid i strid med at udbredelseskriteriet rent faktisk er op-

fyldt til tiden t = to .

Selvmodsigelsen opstdr fordi det er ngdvendigt at have en bedre
tilnermelse til den fysiske virkelighed end kontinuumbeskrivel-
sen med den lineart viscoelastiske konstitutive ligning og de’

de perfekt skarpe.revner giver. ’

Man kan opfatte revneudbredelsesparadokset som.en fglge af den
singulare spandings- og tgjningstilstand ved revnespidsen. Man
kunne derfor komme om ved problemet ved at antaget &t af to

~ flydning ved revnespidsen (2.4)
- krumningsradius stdrre end (2.5)
~ nul ved revnespidsen

‘Det fgrste er ensbetydende med at antage en linearviscoelastisk
- idealplastisk konstitutiv ligning, hvilket vil give en art
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Dugdale model. Det andet svarer til at regne med en begyndelses-
vaerdi for krumningsradius ved revnespidsen som altid er stgrre
end nul. I begge tilfalde far man endelige spandinger ved revne-
spidsen og i begge tilfalde vil antagelsen introducere en ekstra
materialekonstant. Se i ¢vri§t diskussionen herom i afsnit 2.4.

En antagelse om forholdene ved revnespidsen af denne art,  som
afhjalper problemet med revneudbredelsesparadokset, kaldes for
en revnemodel.

Benyttelse af revnemodeller som de ovenfor omtalte, har imidler-
tid den kédelige fglge, at de simple lgsninger, som er angivet i
afsnit 1.4, og som er bestemt under antagelse af singulzre span-
dings- og tg¢jningsfelter, ikke langere kan bruges direkte. Det
samme galder formuleringen af udbredelseskriteriet baseret pi
betingelsen om global energibalance omtalt i afsnit 1.8.

Det vil derfor vare en fordel at antage en revnemodel hvor den
singulare beskrivelse var bibeholdt. En s&dan model f&r man ved
at bryde delvis med kontinuumopfattelsen ved at antage at

- den mindste strakning forskellig fra nul
som en revhne kan lgbe er strakningen §. (2.6)
Strazkningen & er en materialekonstant.

Herved opnédr man, at revneudbredelsesparadokset ikke langere
giver anledning til nogen modstrid, men tvartimod kommer til

at indgd som en del af modellen for revneudbredelse. Hvis revien
nemlig har varet stationar i et stykke tid, men vil lgbe p&
tidspunktet to fordi udbredelseskriteriet er opfyldt til dette
tidspunkt, sd vil revnen ganske vidst g& i std igen til tids-
punktet t: , men fgrst efter i henhold til (2.6) at have lgbet
stykket ¢ . Her vil revnen vare stationar et stykke tid indtil
udbredelseskriteriet er opfyldt, hvorefter den igen vil lgbe
stykket § , o.s.v.

Der er altsd hermed etableret en model for revneudbredelsen.
Modelprocessen er en trinvis proces, hvor revnespidsens position
Sn pé»udbredelseskurven kan beskrives ved trappefunktionen
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Sy = Spo F O ¢ (A(E-ty) + Alt-t,) +eee) (2.7)
hvor A(+) er Heavisides ‘enhedsfunktion, og hvor tidspunkterne
t1,t2,°-t betegner de tidspunkterx, hvor der sker en fremrykning
af revnen. Modelprocessen (2.7), som giver anledning ‘til model-
udbredelseshastigheden ’

A

ds
v:

m- - el — . e e
m = 3 - § (8(t t1) + 8 (t t2) + ) (2.8)

hvor §&8(+) er Diracs d&~funktion, har egentlig ingen interesse
i sig selv, men den giver mulighed for bestemmelse af den makro-
skopiske proces, som man observerer ved et forsgg. Den makrosko-

piske revneudbredelseshastighed til tidspunktet t € [tn:tn+1}
I
beregnes som
v =2 ML=t L -t (2.9)
At ke - U - B N : R

Hermed er teorien fardig. Modelprocessen bestemmes ud fra rand-
betingelserne og bégyndelsesbetingelserne af'forhlerne’i af-

snit 1.4, udbredelseskriteriet baseret pa beﬁingelsen om global
energibalance omtalt i afsnit 1.8'og revnemodellen (1.6) . Hex-
efter bestemmes den makroskbpiske udbredélseshistorie’éf (2.9).

Med hensyn til eksempler pd teoriens anvendelse henvises der
til det naste afsnit hvor der drages sammenligning med forsggs-
ragsultater fra litteraturen og til kapitel 3 hvor en rakke
anvendelser for teorien er omtalt.

2.2. Sammenligning med forsgg fra litteraturen.

Der findes en del litteratur vedrdrende maling af krybnihg

og ligeledés en del litteratur vedrgrende brudforhold for
materialer med krybning, se f.eks.Bartenev og Zuyev [1] .

Det er desvarre blot yderst sjzldendt at krybeegenskaber

og revneudbredelsesegens_kaber er bestemt for det samme materia-
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1e hvilket er en forudsatning for at man kan drage sammenllg—
ning mellem teori og forsgg.

Nogle af de eneste tilgangelige forsgg og nok de mest kendte

er Knauss' forsgg med Solithan 113, som er en polytdrethan gummi .
Knauss bestemte materialets krybeegenskaber [ 5 ] og lavede
"dead-load" forsgg med skiver forsynet med en central revne

[ 51 og forsgg med konstant revnevakst i en "uendelig" stribe

[ 9]. Det er n®zsten blevet en tradition at sammenligne teorier
for revnevakst i lineart viscoelastiske materialer med disse
forsggsresultater., Det gzlder udover Knauss & Mueller [ 9] s&-
ledes bade Schapery [15], Christensen [ 21, [ 3] og Nielsen
f111.

Lad os fgrst betragte eksemplet med revnevakst i den "uendelige"
- ‘stribe. Forsggene blev udfgrt med en stribe af dem omtalte poly-
urethan gummi i en tykkelse p& 1/32in,en hgjde p&d 2h = 1 3/8 in
og en lengde pa 10 in. Hver af striberne blev sd ved hver rand
pasat en flytning u, (d.v.s. toal flytning 2uo ) og efter fuld-
standig relaxering blev revnevaksten startet og revnehastighe-
den v milt.

Vedrgrende bestemmelse af probiemets revnespidéparémetre henvi-
ses til Brincker [17]' Ved at anvende de her angivne resultater
og det i dette tilfaelde korrekte: krlterlum (1 53) sammen med
modellen (2. 6), fas da let under antagelse om balanceret ) kryb-
ning med poisson forholdet v og idet det antages at flytningen
u  pafgres til tiden t = 0 fplgende ligning til bestemmelse af
revnehastigheden - : g o o c

*) faktoren 1—v2 , som skyldes antagelsen om plan t¢jningstilstand, er
medtaget ikke for at tage hensyn til plan tgjningstilstand i normal
forstand, men for at kompensere for at striben er 1ndspandt langs de

to rande og derfor ikke frlt kan forkorte sig nar flytnlngen paf¢res.
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2
u

—° _ Rt F(ﬁ\ =T - L (2.10)
h(1-v?) v) "~ , )

‘hvor funktionen F(.) er givet ved
F(t) = 2K(t) - K(2t) (2.11)

og hvor R{:) og K(+) er materialets relaxationsfunktion henholds-
vis krybningfunktion. Lader vi nu t » » og indfgrer R_ = R(=) .

€y = uo/h og antager v = 1/2 f&s ligningen
2 2 8 -
3 €Ov \V/ (2.12)

hvilket er det samme udtryk som Knauss og Mueller [9 ] kommer
til blot med en anden funktion G(t) istedet for F(t). Knauss og
Muellers G-funktion afviger fra funktionen F(*) da der er an-
vendt et tilnermet krlterlum Ved sammenllgnlng vil man dog se
at afvigelserne er smd. Et tllsvarende udtryk er ogsi fundet af
Christensen [ 3].

Krybningsfunktionen K(t) og funktionen F(t) er vist p& figur
 2.1. De mélte revnehastigheder v's afhzngighed af t¢jningen €q

er angivet i figur 2.2 sammen med den teoretiske sammenhang

givet ved (2.12).'Revnehastighederne blev m&lt af Knauss og Muel-
ler ved gemnemfgrelse af forsggsserier ved forskellige tempera-
turer. De i figur 2.2 angivne mdlepunkter er alle reduceret *)
til 0% ved hjelp af de forskydningsfaktorer, som er angivet

i Knauss og Mueller [9 ] . Den teoretiske kurve er angivet for

* Det fremgdr af (2.12) og (2.11) at hvis materialet er termoheologisk sim-
pelt, d.v.s. hvis det kan beskrives i s& henseende ved forskydningsreglen,
s& kan et punkt i figur 2.2, som er bestemt ved én temperatur reduceres
til en lavere temperatur ved forskydning af punktet mod venstre langs’
log v aksen. Det freimgdr desuden at der skal anvendes den samme forskyd-
ningsfaktor til reducering af mdlte revnehastigheder som til reducering -
af krybedata. .
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logyo (K(t), F (1)

! -1
Kog Fi PSI™.
-2 T T T T T T T T T
-3+
AR
-5
-10
t 1 min.
Figur 2.1. Krybningsfunktionen K(t), samt
) funktionen F(t) for den anvendte
: »polyurethan gumml.
§ =130 A (2.13)

Som det fremgdr af (2.12) giver @ndringen i § kun anledning
til forskydninger af den teoretiske kurve langs logv-aksen.

De “deadload"‘fors¢g, som Knauss udfgrte med det samme materiale
blev udfgrt med kvadratiske prgver med en sideléngde p& 4 in,

en tykkelse pd 1/32 in og med en central revne begyndelsesrevne
pa 0.25 in. Prgverne blev belastet méd en konstant normalspan-
ding ‘vinkelret pd revnen, og levetiden t, (tid til endeligt brud)
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. 'L0910€°
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Tykkelse 1/32 in
2h=13g in
€oh """'”‘ """"
lang revne
2h° 4
€Eh] ¢V
-2 - - :
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‘ logqy v
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Forspg med konstant revneudbredelseshastig-
hed i en lang stribe af solithane 113, en
polyrethan gummi. Eksperimentelle vardier
efter [ 9 ]. Den teoretiske kurve er baseret
p& skridtmodellen og angivet for & = 30 A+

Figur 2.2.

" .
blev malt ) . Den mdlte sammenhazng mellem levetiden tc og den

pésatte spanding o er angivet i figur 2.3. Den teoretiske kurve,

*) _Qgsé her blev forsggene genr_xequzsrt ve& forgkellige temperaturer og
resultaterne bagefter reduceret til 0°C.
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som ogsd er angivet p& figuren er bestemt p3 fglgende made.

*%
De aktuelle revnespidsparametre ) indsattes i kriteriet (1.53),
og benyttes skridtmodellen (2.6) f&s fglgende ligning til be-
stemmelse af hastigheden v ved den aktuelle halve revnelangde

a.

2

(4]
log (77)
ttttttto
218 _ o 025
2+ -\\~\~‘
i i —
e
bhdbtvi o
(D S—
tykkelse 1/32 in
1 -
0 ‘ 2 4 6 8 -
: B logyte,
(sek,0°)

Figur 2.3. Tid til fuldstandigt brud t_for solithane
113, en polyurethan gummi. Eksperimentelle
verdier efter [ 9 ]. Den teoretiske kuwmve er
baseret p& skridt modellen og angivet for
§ = 4 A.

*%)

Der er for simpelheds skyld benyttet revnespidsparametrene for den uende-
lige skive. Dette giver ikke anledning til nogen fejl af betydning i denne
sammenhang.
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AW 8) g 2o (Z=\T
21<(W K<2 v) = % = (%) (2.14)
hvor K_ = K(»} , a = a(t=0) og o er den spanding for hvilkén
hastigheden v + 0 . o
S S *)
Levetiden

,tc bestemmes da af
da (2.15)

*k
hvor 8 ax SF den kritiske revnelangde ) , d.v.s. den revne- -

langde hvor revnens hastighed ifglge teorien gér mod uendelig.
Herved fé&r man levetiden ty givet_ved et udtryk af  formen

a

\ . -
tg (39-) —69 (2.16)

hvor sammenhangen t o éLZ er bestemt ved numerisk 1ntegratlon
af (2.15). Den i figur 3 viste teoretiske kurve er tegnet
for s : k

§ =44 ‘ (2.17)

*) Hvorvidt der ved bestemmelsen af t_ skal medtages et bidrag svarende til
den tid revnen stdr stille i begyndelsespositionen er et spgrgsmal om
hvordan modeludbredelsesforlgbet skal fortolkes. I dette tilfzlde er
det imidlertid ligegyldigt om bidraget medtages, da det er forsvindende
lille sammenlignet med integralet (2.15).

**) pa vi har benyttet revnespidsparametrene for den uendelige skive er
a sat lig med skivens halve bredde i de tilfzlde hvor den kritiske
revnelangde er stgrre end denne. Denne tilnarmelse glver kun anlednlng
til ubetydellge fejl.



- 30 -

Som det fremgdr af (2.16) giver andringer i § udelukkende anled-
ning til forskydninger af den teoretiske kurve langs logtc-ak—
sen. Den her funde vardi for § er noget mindre end den verdi
som blev bestemt ved stripforsggene omend de er af samme stgr-
relsesorden. De to forsggsrakker er imidlertid ikke udfgrt pa
helt det samme materiale, idet der er tale 6m forskellige bat-
ches (stgbninger). Dette kan give anledning til mindre endring-
er af materialets relaxationstider, ovetfladeenergi og skridt-
parameter 8§, som kan forklare forskellen pd de malte §-vardier
ved de to forsggsrakker. Knauss angiver sdledes at have milt
overfladeenergier for materialet anvendt ved de to forsggsrak-

ker, som "afviger med en faktor 3.

Set pd baggrund heraf og p& baggrund af mulige forsggstekniske
ufuldkommenhedef,H synes afvigelsen mellem de bestemte §-var-
dier at vere acceptabel, og sammenhzngen mellem de mdlte revne-
hastigheders og levetiders afhangighedyaf-de ydre laste at
vare godt beskrevet ved teorien.

2.3 Andre fors¢g.

Sammenligning. mellem teorien og forsggene med solithan 113
omtalt i forrige afsnit godtggr , at revneudbredelsesfznomener
i amorfe polymerer i gummitilstanden lader sig beskrive ganske
godt ved hjalp af en revnemekanisk teori for lineart viscoelas-
tiske materialer.

For det materiale som blev anvendt, var det krybetal, som sty-
rer revnevaksten, af stgrrelsesorden 10-100. For typiske byggema-
terialer som tra og beton og for lim, som anvendes til limede
samlinger i barende konstruktioner vil de krybetal, som styrer
revnevaksten s& der opstdr brud inden for en overskuelig tid
d.v.s. 1-10 ér, typisk vere af stgrrelsesorden 2-5.

Der er en principiel forskel pa revneudbredelsesforsgg ved store
krybetal, hvor begyndelsesvardien pd krybingsfunktionen kan
negligeres og ved. smd krybetal, hvor begyndelsesdeformationen
udg¢r en betragtellg del af den totale deformation. Det ville
derfor vere gnskeligt, om der kunne tilvejebringes nogle resul-
tater fra revneudbredelsesforsgg ved de krybetal, som er typiske
for byggematerialer og strukturelle lime.
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Det er imidlertid vanskeligt at udfgre udbredelsesfors¢g, hvor
revnevaksten er styret af smi krybetal, idet det stiller stofe
krav til homogenltet og reproducerbarhed af de styrende materl—
aleegebskaber som krybning og styrkeparametre.

Da det af denne grund er nasten umuligt direkte at benytte byg-
gematerialer som tra og beton til s&danne forsgg, idét disse
‘materialer udv1ser alt for stor sprednlng, er det en narllggen—
de mulighed at udv1kle et passende modelmaterlale, som reflek-
terer byggematerlalernes egenskaber i krybemessig henseende, og
som kanfremstilles med en hg¢j grad afvhomogenitet med'smé tole~
rancer pd de styrende materialeparametre. !

Et s&dant epoxybaseret4modelmaterialé er med stgtte fra Statens
tekniskvidenskablige Forsknihgsréd (STVF) under udvikling og
afprgvning p& Afdelingen for Berende Konstruktloner, DTH Der
henvises til Brlncker [191].

Det forventes at dette arbejde resulterer i en forsggsrakke,
som kan afklare om en revnemekanlsk teori for llne&rt viscoe-
elastlske materialer ogsa er egnet til at beskrlve revneudbred-
elsesfenomener, som er styret af smé& krybetal.

2.4 Andre teorier.

Singulére spandingsfordelinger er kun benyttet af andre forfat-
tere i ganske f& tilfalde. Knauss og Mueller [9] benytter de
singul@re spandingsfelter ved opstllllng af en teori til anveh~
delse pa eksemplet med revnevakst i dén uendellge stribe, som er
omtalt i afsnit 2.2, og Nuismer [12] benytter de singulare span-
dingsfelter ved udledelsen af et kriterium for revnevakst base-
ret pad global energibalance,

Knauss og Mueller benytter ganske vidst betingelsen for global
energibalance som grundlag for deres téori} men beg&r som anfgrt
af Christensen [2] en fejl ved aﬁvendelsen af betingelsen. Nuismer
begdr en tilsvarende fejl ved anvendelse af betingelsen om global
energibalance og kommer til den konklusion, at betingelsen ikke
kan benyttes til ‘fastlaggelsén af revneudbredelseshastlgheder i
lineart viscoelastiske materialer. ’
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Det mest almindelige i forbindelse med teorier for revneudbre-
‘delse i lineart viscoelastiske materialer er imidlertid at be-
‘nytte sig af revnemodeller, som ved nogle antagelser. om span-
dingerne ved revnespidsen giver endelige spandinger her.

De fleste forfattere baserer deres teorier pPéd nogle antagelser
om spaendingerne i en zone (frohtzonen, flydezonen) umiddelbart
omkring revnespidsen. Herved fremkommer de kendte Dugdale—Baren—
blatt modeller. Blandt de vigtigste referencer skal i dehne for-
bindeise navnes Knausé[S],_Wnuk [16], Shapery [151, McCartney [8]
‘og Nielsen [10], [11] og [20].

Disse modeller benyttes blandt andet for at indbygge en stgrre
grad af generalitet i teorien s8 en bredere klasse af problemer
kan behandles (visco - elasto - plastiske revneproblemer) og

for at drage nytte af de mange resultater fra brudmekanikken
fortidsuafhangigenmterialet,hvor der er uaviklet avancerede
metoder sa der kan tages hensyn til flydning, t¢jningshzrdning og
store flydezoner,d.v.s. "large scale yielding" problemer.

I appendix B er der givet en kort omtale af id&erne bag anvend-
elser af disse Dugdale - Barenblatt modellexr i de lineart vis-

coelastiske revnéudbredelsesteorier. Som det fremgdr her udger

disse ideer en udmerket basis for formulering af ¥elfungerende

teoriexr for revneudbredelsesfanomener i lineart viscoelastiske

materialer.

Der kan imidlertid fremfgres en vis krltlk mod betragtn1ngs~
méden. Fglgende skal nevnes

1) analysen besvarligggres
2) valg af model er ikke underbygget
3) korrekt udbredelseskriterium kan ikke formuleres.

Ad 1. Som det fremtér af appendix B kan de singulare generelle
lgsninger, som er angivet i Brincker [17] ikke direkte benyttes.
Tilstanden ved revnespidsen m& karakteriseres.ved spaendingsstgr-
elser og t¢jningsst¢rrelser, som er valgt med -baggrund i den
enkelte specifikke model. De endelige spandinger medfgrer ogsd
at tilstanden ved revnespidsen kommer til at afhange af revne-~
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. udbredelseshistorien *), specielt af hastigheden omkring det
tidspunkt, hvor tilstanden ¢nsker bestemt, hvorved lgsningerne
kompliceres.

Problemerne er imidlertid ikke stgrre end, at de kan acdepter-
-es, hvis man dermed fik indbygget en stgrre generalitet i teo-
-rien. Spgrgsmalét er blot om dette nu ogsd er tilfaldet.

Ad.2. Man er n¢dt til at valge en model d.v.s. en spec1f1k
"antagelse om spandlngsforl¢bet i frontzonen. I brudmekanikken
for de tldsuahanglge materialer er sddanne antagelser blevet
vel underbygget bade ved forsgg, Dugdale [14] og ved plast1c1t9+s—
teoretiske analyser, Rice [13] . Noget tilsvarende er ikke til-
fazldet for de viscoelastiske materialer, og man kan f.eks.
"have siné tvivl om berettigelsen af en konstant tidsuafhangig
sammenh&ngsspanding for et viscoelastisk materiale som det for-
udszttes i Dugdale modellen, og som det benyttes i de fleste
teorier for revneudbredelse i lineart viscoelastiske materia-
ler. :

Dette er imidlertid nok ikke dét varste.

Ad. 3. Det varste er efter forfatterens vurdering, at der ikke
hidtil har kunnet formuleres noget korrekt revneudbredelseskri-
terium for disse modeller.

Nogle af de tidligere omtalte forfattere synes imidlertid at me-
ne at kunne formulere et udbredelseskriterium for Dugdale mo-
dellen baseret Pa en betingelse om energibalance. Det galder
bl.a. Knauss [5 1, Wnuk [16], Shapery [15] og McCartney-[8 1:

. For Dugdale modellen angiver de kriterier af typen

$s
B 3 Au (x,t)
2r'v “[ % 3t dx ’ (2.18)
o i

hvor T er overfladeenergien, som forudsazttes at vere en materi-
alekonstant, v er udbredelseshastighedeéen, of er sammenhangs-

spandingen, Au er revne8bningen for revnen i det viscoelasti-

*) Dette kan dog ogsd opfattes som en fordel ved disse modeller, idet-det

medfgrer at det tidligere omtalte. (afsnit 2.1) revneudbredelsespara-

doks, som optrader i forbindelse med de singulere lgsninger, ikke lang-
ere eksisterer.
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ske materiale, og §s er stgrrelsen af frontzonen, hvorover der
integreres.

Udtrykket (2.18) er analogt til kriteriet (B.16 ) i aﬁpendiva
og udtrykker ikke energibalance. Der er tale om et gt analogt
til udtrykkene (1.30) i afsnit 1.6, hvis eneste kvalitet er at
vare sammenfaldende med de kendte og velunderbyggede.élastoplast—
iske kriterier i det tilfzlde, hvor de viscoelastiske (tidsaf-
hazngige) egenskaber kan negligefes. Ligningen (2 18) udtrykker
altsd kun energibalance s&fremt, der var tale om et materiale
med en "stored epergy fun0t10n", hvilket der ikke er tale om.
her. Dlss1pat10nsleddet mangler delvis. . Der skal her navnes et
ofte citeret arbejde, nemlig Kostrov og Nikitins anélyse [7 3
som har varet med til at introducerede denne fejl i litteratur-
~en som papeget af Christensen [271, [41.

Hvis kriteriet skal baseres p& en betingelse om global energi-
balance, s& skal der medtages.et ekstra led, som tager hgide
for dissipationen, og s& bliver tingene langt mere komplicer-
ede, hvilket fremgdr med al gnskelig tydelighed af Christensens
analyser [ 2], [ 3]. Disse analyser mi i ¢vrigt fremhaves som
nogle af de f& laseverdige referencér'vedr¢rende revheud-
bredelseskriterier for linesrt viscoélaétiske‘revheproblemer.

Alt i alt synes der i hvert fald pd nuvarende tidspunkt at va-
re for mange uafklarede punkter omkring teorier baseret p& Dug-
ddle - Barenblatt modeller til at man med rétte kan fgle sig
overbevist om, at en teori for revnevakst i et lineart visco-
elastisk materiale ved anvendelse af en s&dan model f&r ind-
bygget en stgrre grad af generalitet eller skulle give en mere
"korrekt" beskrivelse.

Der er dog andre muligheder for at formulere teorier baseret pa
modeller med endelige spandinger ved revnespidsen. Christensen
[2 1, I3 1] antager, at spazndingstilstanden er ikke-singuler og
kan beskrives ved en passende valgt tilladelig spandingsfordel-
ing. Denne spandingsfordeling forudsattes i [3 ] at have en
spandingskoncentration i revnespidsen som klinger af efter fak-

X
toren e -8 .
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Der kan mod denne teori rettes den samme kritik som anfgrt oven-
for under 1) og 2), men da den valgte spandingsfordeling ude-
lukkende tjener som grundlag for bestemmelse af st¢rrelsesorde¥
nen af en indre’dissipation (envst¢rfelse som der normalt slet
ikke ggres forsgg pd at bestemme jvnf. ligning (2.18)), hvoref-
ter revneudbredelsen kan bestemmes pd& grundlag af betingelsen
om global energibalance, sd syhes det at vare en rimelig an-

grebsvinkel.

Analysen er imidlertid vanskelig og er kun gennemfgrt for et
relativt simpelt eksempel, nemlig revneudbredelse i den uende-
lige stribe, se afsnit 2.2,

Det er imidlertid interessant at bemarke at afklingningsfakto-

ren B kommer til at indgd i teorien som en materialeparameter
analogt til stgrrelsen § i skridtmodellen, og at Christensens ana-
lyse [3] resulterer i en ligning til bestemmelse af udbredelses-
hastigheden i den uendelige stribe, som er helt analog til lig-
ning (2.12).

Til slut nogle fa& kommentarer vedrgrende det centrale ved for-
muleringen af teorier for revnevakst i lineart viscoelastiske
materialer, nemlig revnemodeller og udbredelseskriterier. Al
erfaring godtggr, at man er ngdt til at valge en model. Herefter
kan man, hvis modellen er valgt tilstrakkeligt hensigtmassigt,
muligvis formulere et korrekt kriterium (global energibalance)
for revneudbredelse baseret p8 den valgte model eller, hvis dette
ikke kan lade sig ggre da valge et passende kriterium. Det frem-
g&r af Brincker [18] og den ovenfor omtalte litteratur, og nok
sarlig klart at diskussionen mellem Christensen og McCartney [4]
at problemstillingen er sardeles vanskelig.

Lad os som eksempel betragte Nuismers analyse [12] af mulighederne
for langsom révnevekst i et lineart viscoelastisk materiale. Han
kommer pd grundlag af de singulazre lgsninger og anvendelse af et
energikriterium til det resultat, at man ikke pd grundlag heraf
kan fastlagge revnehastigheder. Man m& vare enig i, at det ikke
" kan ske pd det grundlag alene, og det er der egentlig. ikke noget
merkeligt ved.
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Alle de ovenfor navnte teorier, som giver mulighed for bestem-
melse af revnehastigheder indfgrer to materialeparametre. Knauss
indfgrer en overfladeenergi og en geometrisk stgrrelse, som ka-
rakteriserer stgrrelsen af flydezonen, Shapery gg¢r det samme,
McCartney indfgrer en overfladeenergi og en karakteristisk spand-
ing (sammenh&ngspzndingen), Wauk og Nielsen gg¢r stort set det
samme, Christensen indfgrer en overfladeenergi og en afkling-
ningsfaktor, og skridtteorien, som er beskrevet i afsnit 2.1
indfgrer en overfladeenergi og en karakteristisk skridtlangde.
Alle disse teorier kan betragtes som teorier, der definerer en
overfladeenergi plus en ekstra materialekonstant, som introduce-
res af den valgte revnemodel.

Overfladeenergien alene kan kun danne grundlag for en vurdering
af, om revnevakst vil finde sted eller ej, pracis som for et elas-
tisk materiale. Materialets viscoelastiske egenskaber definerer
et "indre ur", men der er egentlig ikke noget underligt ved, at
man m& tilfgje en ekstra karakteristisk stgrrelse (karakteris-
tisk langde) for, at der er basis for at bestemme hastigheder.

Nuismers resultat er ‘en fglge af, at denne ekstra konstant mang-
ler, og er sdledes en analog til revneudbredelsesparadokset,
som er omtalt i afsnit 2.1, og er dermed en demonstration af
ngdvendigheden af at indfgre en eller anden form for revnemodel.
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KAPITEL 3

Forskellige anvendelser og resultater.

3.1 Indledning.

Der er i de to tidligere kapitler udledt en teori for revnevakst
i lineart viscoelastiske materialer.

Der skal i dette kapitel redeggres for nogle af de anvendelser

der er for en sadan teori og for nogle af dens hovedresultater.

Udledelsen af hovedresultaterne er knyttet til betrégtning af
et specielt simpelt problem, nemlig vaekst af én eller flere
linezre revner i den uendelige skive belastet i detiuendeligtv
fjerne af en trakspending, som virker vinkelret p& revnen, se
figur 3.1.

RERRNRRNDORE

2a

LT

Figur 3.1. Revne i den uendelige. skive.

Materialet antages desuden at udvise balanceret krybning med
poissontallet v og krybningsfunktionen

K(t) = £ 0(t) ; o(0+) =1 | RRERT)

Problemet beskrives da for hver fast verdi af den halve revne-
langde a ved revnespidsparametrene (mode 1)
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k(t)

H

og(t) va
(3.2)

d(t) p(v) o(t) va K(t-t")

il

hvor t' er det tidspunkt hvor den betragtede revnespids ankom-
mer til positionen pa udbredelseslinien svarende til revnelang-
den 2a.

3.2 Makroskopiske brudkriterier.

Lad os antage, at den pésatte spanding ¢ er konstant i tid.

Det tidsrum t der hengdr fra belastningen pisattes til den fgrs-
te fremrykning af revnen finder sted findes ved indsattelse i
udbredelseskriteriet (1.53)

2

o%a p(v) (2K(t) - K(2t)) = T (3.3)

E1ES

Antages det nu at revneébningens bidrag til legemets tg¢jning
€ er forsvindende, kan betingelsen udtrykkes i spandinger og
tgjininger ;

o(2e(t) - e(2t)) =% (3.4)

For et korttidsforsgg, d.v.s. for et tilfalde hvor 2e(t) - e(2t)

= e(t), fés

_4_rT

opsp = T TMa (3.5)
hvorved (3.4) kan skrives

g(2e(t) - €(2t)) = o_¢ ‘ : (3.6)

pp

Dette udtryk giver en mulighed for at vurdere hvorndr en lange-
re varende belastning ¢ vil give de fgrste brud i materialet,

hvis tgjningerne mdles lgbende, og hvis den tilsvarende )
spanding cp og tgjning Ep er bestemt ved et korttidsforsgg. Ved

* Den spanding og t#jning som svarer til de fgrste brud i materialet;
kan opfattes som proportionalitetsgranser.
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Ved bestemmelsen af e£(2t) kan man ofte udnytte, at mange mate-
rialers krybning med god tilnzrmelse vil vere en linezr funktion
af logaritmen til tiden.

Stgrrelserne ¢ og € kan her opfattes som generaliserede span-
dinger og tgjninger, f.eks. kan det vare momentet og krumningen
M, k for en bjzlke, eller det kan vare en kraft og den tilhg-
rende flytning. Det skal dog understregés at konstruktionen skal
vere passende homogen (homogene krybningsegenskaber) for at
betragtningsméden kan anvendes.

3.3 Model for arbejdslinieforlgb.

I det fglgende vil vi se pd hvordan man kan formulere en bereg-
ningsmodel for krumme, tidsafhangige arbejdslinieforlgb med
udgangspunkt i revnemekanikken. :

Materialet antages at vare sprgdt og lineart (lineart viscoela-
stisk eller specielt blot lines®rt elastisk), samt at vare for-
synet med en mangde mikrorevner hvorfra et eventuelt brud vil
udvikles ved vakst af én eller flere af disse revner. Et even-
tuelt ulineart forlgb af arbejdskurven i narheden af brud anta-
ges at vare fordrsaget af revneveksten.

Indledningsvis skal det bemarkes, at tilstedevarelsen af en
krumning p& en e,0 arbejdskurve. ikke ngdvendigvis betyder at
der er tale om ikke lineazre fanomener.

Et lineart viscoelastisk materiale vil f.eks. hvis det udsattes
for en konstant t¢jniﬁgshastighed;give'et krumt'arbejdélinieforl¢b.
Det karakteristiske for’arbejdsliﬁiekrumninger) som er fordrsa-
get af lineart viscoelastiske deformationsegenskaber er; a£
krumningen er fordelt over hele kurven (kurven krummer helt

fra nul) og at sammenhaznge mellem spandinger og tid ved forskel-
lige tgjningshastigheder fgres over .i hinanden ved multiplika-
tion med forholdet mellem tginingshastighederne, se figur 3.2.

De ikke lineare bidrag til krumningen af arbejdskurven optrader
derimod fgrst over et vist spendingsniveau (i almindelighed '
afhangigt af tgjningshastigheden) - proportionalitetsgransen -
og vil vare kraftigt tiltagende med voksende spandinger.
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L Yo
€= é1
E=-¢g,
€1>é2

v
m.

v
L ad

Figur 3.2. Lineare bldrag til krumnlng af
arbejdskurver.

Set fra et revnemekanisk synspunkt er ulinezre tidsafhangige
krumningsbidrag forarsaget af to ting.‘Dels et stokastisk og
tidsuafh®ngigt fznomen som er knyttet til forekomsten af inho-
mogeniteter, og dels et tldsafhanglgt faznomen, som skyldes ma~
terialets viscoelastiske dgformatlonsegeskaber.*)

Hvis man tankte sig at man havde et fuldstendig homogent‘**)
materiale med lineart elastiske deformationsegenskaber til. sin

*  spandingskorosionsfanomener kan ogsd give anledning til tidsafhengige
bidrag til arbejdsliniekrumningen, men det vil vi se bort fra her. -

** Men stadigvak forsynet med mikrorevner.



rd&dighed, s& ville man virkelig mé&le arbejdslinier, som var li-
neazre helt til brud. Tilfgjer man imidlertid nogle iﬁhomogeni-
teter, man kunne f.eks. antage at overfladeenergien I' (se lig-
ning 3.3) var et stokastisk felt, 55 ville man straks tilfgre
materialet en tilsyneladende ikke linear opfgrsel, som vil vi-
se sig ved et ulineart bidrag til krumningen p& arbejdskurven.

Forklaringen er enkel., En del af materialets mikrorevner vil
befinde sig i omréder hvor overfléaeenergien er lille, og de
vil derfor starte med at 1lgbe ved et relativt lavt spandings-
niveau. De vil imidlertidytypisk kune 1lgbe et begranset styk-
ke, idet de'Vil‘stoppé igen ndr de lgber ind i et omrdde hvor
overfladeenergien er si stor, at udbredelseskriteriet ikke
lengere er opfyldt. Revnerne er imidlertid blevet 1&n§ere, de
vil derfor &bne sig lidt noget mere, og vaksten vil saledes
give et bidrag til de md8lte tgjninger. Dette bidrag vil blive
stgrre i takt med at spandingerne gges da flere og flere revner
ved et givet spandingsniveau vil vere tilbgjelige til at udbre-
de sig. Til sidst vil spandingerne na et niveau hvor en af rev-
nerne udbreder sig uden at lgbe ind i omrader hvor overflade~
energien er stor nok til at de standses, og det endelige brud
opstér. !

Denne betragtningsmdde rummer i sig selv en mengde muligheder
for at modellere fenomener som f.eks. spandingstilstandens og
provelegemestgrrelsens indflydelse pd proportionalitetsgranse
og brudstyrke, men rummer til gengzld ingen'muligheder‘for at
modellere tidens indflydelse p& disse stgrrelser.

Tidens indflydelse kan modelleres ved at antage linesrt visco-
elastiske egenskaber. Lagges denne beskrivelsé til den anden
ovenfor omtalte stokastiske model, s& er det klart, at propor-
tionalitetsgrensen sdvel som brudstyrken vil ¢gges med tilta-
gende tgjningshastigheder medens de absolutte ulineazre bidrag
til tgjningerne vil ¢gges med aftagende tgjningshastighed. For-
holdene er illustreret i figur 3.3.

Figuren viser o,e¢ sammenhange for tilfaldene € +0o0g &€ >
samt for en typisk tg¢jningshastighed &€ . De to ekstremkurver
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Figur 3.3 Arbejdskurvens afhengighed af tgjnings-
hastigheden.

vil vere retlinede op til proportlonalltetspunkterne (e ,o ) ’
(ep,op) med haldningerne E, henholdsvis E som er granseverdlf
erne for relaxationsfunktlonen for t » 0 henholdsvis t + « .
Alle andre sammenhenge vil derimod vise mere ellér mindre line-

@r -krumning under proportionalitetspunktet,

Hvis materialét_er isotropt og krybningen er balanqeret,sé kan
det ved anvendelse af kriteriet (1.53), samt den. konstitutive
sammenh&ng mellem € og o relativt let udledes, at der med an-
vendelse af betegnelserne fra figur 3 3 galder

(o]
. /e
© BE
O'p ©
(3.7.a)

o] <
‘p_ [l

=T/

€ [o]

P

Hvis vi endvidere antager at krybningsegenskaberne er homogene,
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d.v.s. ikke varierer fra punkt til punkt i matérialet, sd vil
alle revneudbredelseskurver vare ens i de to ekstremtilfazlde
é > Ov‘og b +. ® , og der galder da tillige

(3.7.b)

m m‘C\ Q
OSIOO 08|00

1
RO
O I8 8 [0

3.4 Langtidsstyrker, konstant last.

Vi vil kun se pd hvorledes levetiden for det i afsnit 3.1 om-
talte problem med en enkelt revne afhznger af den pisatte last
o, af startrevnens stgrrelse 2ao , samt af materialets krybe-
egenskaber nar den pdsatte last antages at vare konstant i tid.
Levetiden bestemmes ved anvendelse af den i kapitel 2 omtalte
teori baseret pa skridtmodellen.

Nar man skal se pd hvorledes krybningsegenskaberne ifglge teori-
en kan influere pd levetiden af et langtidsbelastét legeme, er
det formédlstjenligt at velge en model for krybningen som er
passende simpel, d.v.s. med nogle f£& hovedparametre som kan va-
rieres, og som med god tilnarmelse kan tilpasses de fleste ma-
terialer. En sidan model valges ved at antage balanceret kryb-
ning med krybefunktionen ' ' .

1 B8
- —(t/t )
K(t) = 1 - (1 —e Y 0 )) =1 o (3.8)

==
-

.

hvor t, >0 , vy >0, 0 < B < 1 og hvor ¢(+) betegnes krybetallet.

D.v.s. at deformationsegenskaberne beskrives ved det tidsuafhan-
gige Youngmodul E, samt ved det ovenfor angivne krybetal. Ud-
trykket for krybetallet fglger den kendte potenslov

e(t) =1+ (t/t)) R : C(3.9)
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for smd tider t << to og gé&r mod en konstant vardi 1.+ y for.

t-)‘co

" Ved indsattelse af revnespidsparametrene (3.2) i kriteriet (1.53)
findes korttidsstyrken O 7 d.v.s. den mindste last for hvilken
levetiden T = 0, til

4ET

% = | 7pa (3.10)
(o)

Desuden indfgres de dimensionslgse stgrrelser spandingsniveau
® og styrkeniveau ¢ ved

= '§§~ ' ’ ’ (3.11)

hvor § er skridtparametereh, se (2.6). Herved kan korttidsstyr-
ken skrives - ' »

. 8ET : S
Oy = /ﬂpé ) . o (3.12)
Vi vil nu undersgge hvorledes levetiden 1f¢lge teorien afhanger
af de indfgrte parametre vy , B , t r 6099 .

Revnespidbparametrene (3.2) 1ndsattes i udbredeléeskriteriet
(1.53), og vi far fglgende ligning til bestemmelse af det tids-
rum At som revnen stdr stille i en position svarende til lang~
den 2a

2

od”a —(ZQ(At) - 9(2At)) = (3.13)

EIFS
-

Ved anvendelse af (3.10) réduceres ligningen til

0 2 (20(8) - p(288)) = 1 S (3.14)
(] . . .

Ligningen mé& generelt lgses numerisk for alle revnepositioner

a., , a

i =a, + 8§ , og levetiden T bestemmes ved addition

i+1
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a.

- S :

T =1 At(e,a ) pa; < a (3.15)
1 o]

hvor den kritiske revnel@®ngde a (den revnelangde hvor lgsnin-—

gen til (3.14) At » 0) er givet ved

lo

a . -
A = 62 (3.16)

Visse analytiske resultater kan dog udledes. Hvis revneudbredel-
sen -fordrer passende mange skridt &, s& kan levetiden T appoxi-
meres ved integralet

—— da (3.17)

v(a) = ‘ (3.18)

Indfgres nu § = a/a0 . s& f&s af de to ovenstdende ligninger,
at '

a, /02 . ’
T = < j1 At(0,&) dg
=1 £(6)
=3 .2 (3.19)

hvilket er et pdfaldende simpelt resultat.’ Funktionen f(-) af-"
heznger som det fremgdr af (3.14) og (3.19) kun af 6 og af for-
men af den normerede krybningsfunktion o(-)..

Udtrykket (3.19) er imidlertid en dadrlig tilnarmelse for store
¢. En anden tilnzrmelse, som er rimeligt god for alle ¢, 6 er

T =ts(6) +-§-—"2— (3.20)
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hvor ts , tiden til begyndende revneudbredelse findes af
2 .
6 (2m(ts) ~uw(2ts)) =1 (3.21)

Forenkler vi udtrykket for krybetallet (3.8) lidt ved at lade
Y > » s& kan (3.14) l¢gses med resultatet

' 1v 1/8
At --__Coto (e—z—z - 1) (3.22)
35
hvor c¢c_ = _ (3.23)
o (2_28)1/6
For B8 = 1/2 f&s ved indsattelse i (3.19)
c t
£(0) = 22 (lz + 22n62 - 92) (3.24)
[+] ] .
S 2.91
Tilsvarende f&s for B.= 1/4
c t
1 2 6 2 2 10
f(e)=°°( —~—-+—+42n6—6—-—)
e2 363 64 e2 3 )
c = 2.31 (3.25)

Levetiden bestemt af (3.14) og (3.15) er for B = 1/2 og B = 1/4
for forskellige verdier af ¢ og Yy tegnet op i figur 3.4 og 3.5
som funktion af lastniveau'et 6.

Som det ses gdr levetiden T + 0 for 6 »+ 1 og vokser med afta-
gende 0. Levetiden T er endvidere proportional med relaxations-
tiden to .

Som man ser definerer 1 + y en asymptotevardi for lastniveauet,
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1.0* Lastniveau ©

‘I+y——0>

-5 0 ' 5 10
Levetid LOG(T/4)

Figur 3.4. Levetidskurver for B = 0.25

10| Lastniveau ©

. 10
Levetid LOG(T/t,)

Figur 3.5. Levetidskurver for B = 0.5.
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idet levetiden T » » for 6 - 6_. = L . Dette er hvad man vil-
‘ /T+y : L

le forvente, da styrken o¢_ , den st¢rste-la$t der kan virke uen-

deligt langde wuden at afstedkomme revnevakst, kan findes af

(3.10) ved erstatning af E med .E/T1+y

0‘O
g =

©

Q
oy
:l
. ~<

ls

i

1
o /TFy

3] =

0

(3.26)

Q

Det ses at B = 1/2 giver stellere levetidskurver end B = 1/4.
Vi vil se pd hvorledes det g8r for tilfaldet y = «» i granserne
B+ 0 og B » 1. Dette ggres ved at analysere (3.22) for a = a_.

(¢}
Ved at tage logaritmen findes let

-5 - 1< 1 : At >0 for B8 +0
(3.27)

-5 - 1>1 : At > for B >0

d.v.s. at levetidskurven bliver en vandret linie gennem
® = V/2/2. Dette skyldes at B + 0 svarer til et elastisk materi-
ale med Youngmodulen E/2. ’

For B ~ 1 f8s at cy > = hvorfor
T > for B > 1~ . (3.28)

d.v.s. at levetidskurﬁen bliver: en vandret linie gennem 6 = 1.

Gransetilfaeldet B ~» 1 svarér til et Maxwellmateriale med Young-
modulen E og viscositeten to/E, d.v.s. at materialet med kryb-

ningsfunktionen ’

CR(E) = %(1 *t/t) (3.29)

En af kvaliteterne ved det korrekte kriterium (1.53) er netop
at ren'MaxwellkrYBning ikke kan give anledning til lahgsom

revnevakst, materialet er ganske vist viscoelastisk, men det
har ingen hukommelse, d.v.s. kan ikke huske sin udeformerede
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tilstand.

Det mest interessante ved resultaterne i figur 3.5 og 3.6,

samt det teoretiske resultat (3.19) - i hvert fald fra et an-
vendelsespunkt - er nok levetidens afhangighed af styrkeniveau'et
¢ . Som det fremgdr vil et sterkt materiale (i denne forbindel-
se opfattet som et materiale med sm& startrevner) have kortere
levetid for et givet lastniveau end et svagt materiale (d.v.s.
med stgrre fejl).

Pger man altsd materialets styrkeniveau ¢ , s& g¢gger man ganske
vist korttidsstyrken % proportionalt hermed som angivet i
formel (3.12), men samtidlig afkortes materialets levetid for
et givet lastniveau 6 approximativt med faktoren 1/4)2 som an-—
givet i (3.19). Det samlede resultat er, at man ved de lavere
lastniveau'er, som jo er dem materialet udsattes for i praksis,
kun opnar en beskeden effekt pad langtidsstyrken ved at forgge
korttidsstyrken gennem stgrre styrkeniveau, d.v.s. tilstrazbe
mindre begyndelsesfejl i materialet.

Tilsvarende resultater kan findes af andre teorier, se f.eks.
L.F. Nielsen [20], men er vist nok endnu ikke eftervist eksperi-

mentelt.

I stedet for at antage en krybningsfunktion af formen (3.8)
kunne det vare narliggendé at antage at materialets krybnings-
egenskaber kunne beskrives ved en kombination af Hookeelemen-
ter og Newtonelementer, d.v.s. ved et diskret spektrum, se
Brincker [17], appendix C. De syv simpleste kombinationer er
analyseret i appendix C.

3.5 Langtidsstyrker, rampelast.

Vi vil nu analysere det'i,forrigebafsnit betragtede levetids~
problem under antagelse af at den pésatte last o er en linear
funktion af tiden. Desuden vil vi for simpelheds skyld ngjes
med at betragte en krybefunktion af formen

K(t)

]
= @(t)
E (3.30)

hvor o(t) = 1 + (t/to)B ,0< B8 <1
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d.v.s. udtrykket givet ved (3.8) for y » « ., Vi indfgrer som
tidligere styrkeniveau'et
¢ = yre o L . (3.31)
og korttidsstyrken . R )
_ JaEr _ [ 8ET | ' 2 4
o, = Toag T8 ¢ . (3.32)
Den p&satte spending ¢ = o(t) antages som
o(t) = o ut o (3.33)

og vi definerer det tidsafh®ngige lastniveau

8(t) = = ut ' (3.34)

Spandingsintensitetsfaktoren (mode 1) for begyndelseskonfigura-
tionen a = a, er da

k(t) = ooe(t) /E; (3.35)

Den hertil svarende deformationsfaktor findes af (1.52)

are) = £ o 0we) vag ¥ L (3.38)
1t ‘ - v o
hvor y(t) = ¢ { (1) dr (3.37)
(o]

Ved anvendelse af kriteriet (1.54), samt ligning (1.55) fi&s
fglgende ligning til bestemmelse af tidspunktet ts'til begynden-
de revneudbredelse’ ) ‘ ' -

2 o . . I . . ‘
G(ts) (Zw(ts) - X(ts)) = 1 (3.38)

1 t t )
hvor x(t) = i J J o(t+n) drdn . . (3.39)
£2 6 o . X , L . ST



Det bemzrkes at ligning (3.35) og (3.36) kun galder for begyn-
delseskonfigurationen a = a, 1 o9 at en ligning svarende til
(3.38) for revnepositioner thr a > a, ikke umiddelbart kan ud-
ledes. ¢nsker man imidlertid at opstille udtryk som galder for
alle revnepositioner vil det vare formdlstjenligt at benytte
tilnermede metoder af den art som er omtalt i appendix A, af-
snit 2.

Indsattes (3.30) i (3.37) og (3.39) fas

V() =1+ £ (8) (t/e)® v (3.40)
o x(&) =1+ £,(8) (/e)f (3.41)
hvor £ (B) = =
¥ T+B
a(2B- %)v .
og fX(B) = “(m)‘ . (3.42)

Faktoren fX(B) afviger imidlertid kun ganske lidt fra 1 (maxi-
malt 2.5 % i intervallet B € [0;1] og vi satter derfor fX =1.

Indsattes (3.40) og (3.41) med fX =1 i (3.38) f&s lgsningen

o
{

1 1/8
s = %t (gﬁ - 1)

’ 1/8
_ (148
hvor c, = (T:§>

(3.43)

hvilket er pracis det samme resultat som for tilfaldet med kon-
stant last, javanfgr ligning (3.22), blot med konstanten c, ud-
skiftet med Cp - Kvotienten cr/cb er afbildet i figur‘3}6.

Som det ses kan forholdet cr/co med tilnermelse sattes.lig
med 3. Et tilsvarende resultat er angivet i Nielsen [10 ]



- 52 -

4.00
Cr/Co

‘ - /—3.69
350 : |

3.00 /

2.777

250
0 B 1

Figur 3.6. Kvotienten'cr/co som funktion
af potensen B . '

De totale levetider T er bestemt pd fglgende mdde. For stgrre
vaerdier af 6 end BS = uts er 0(t) tilnermet med to trappekurver

] _+9
o ,(t) = 8  + £ 407 A(e-t))
1 (3.44)

n n
Gn(t) 6_ + ? Aei A(t—ti)

s i
som giver anledning til hver sin revneudbredelsesproces med
fremrykning af revespidserne til tidspunkterne {t?} , henholds-
vis {tg}. Springene Ae? og Ae? er bestemt siledes at det for
alle i galder at .
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) @ @
lim g (t) = ut’ 7t >t
® : .
Bty B * ' (3.45)
iiﬁn o, (t) = ut?— ;s t< t?
i
se figur 3.7.
A 6t
1
0, ) =>T, AT
es"
6,t1 =T,
f . ' P
ts 11 m t

Figur 3.7. Trappetilnarmelser til det lineart
voksende lastniveau for t > tS .

~De hertil svarende tidsrum At? henholdsvis At? hvor revnen
stédr stille i en given position, kan da findes af udtrykket for
konstant last (3.22), og en gvrevaerdi T¢ henholdsvis en nedre-
vard; T, for levetiden kan den bestemmes af

Ty=tg 2 at? ,
+ (3.46)
T =+t + 5 AtH
n S 1

i
Metoden kan betragtes som en kombination af eksakt analyse (be-

stemmelse af ts) og en tilnzrmelsesmetode af den art som er
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omtalt i appendix A, afsnit 2, hvor den tidslige variation af
spandingsintensitetsfaktoren for hver position éf revnen a > a,
er tilnezrmet med en enkelt enhedsfunktion. Resultaterne er ri-
meligt ngjagtige bortset fra h¢je'lastniveau'er hvor der er f&

skridt i revneudbredelsesprocessen.

De numeriske resultater er vist i figur 3.8 for 8. = 0.25 og i.
figur 3.9 for B = 0.5 ; i begge tilfalde for ¢ = 1.0, 0.1 og
0.01. Desuden er vardier for log (uto) markeret pd kurverne

¢ = 1.0, som med god tilnarmelse (indenfor tegnengjagtigheden

pé& figur 3.8 og 3.9) er identiske med kurverhe som angiver tids-
punktet til begyndende revneudbredelse. De punkterede linier
angiver det videre brudforlgb. P4 figur 3.9 kan det f.eks. sd~-
ledes aflzses, at hvis log(uto) = - 4,35, sd starter revnen med
at lgbe ved et lastniveau péd ca. 0.20 og det endelige brud sker
ved et lastniveau pd ca. 0.75 hvis ¢ = 0.01.

Det er af en vis praktisk interesse at sammenligne resultaterne
fra rampelastpdvirkning med resultaterne for den konstante last
udledt i forrige afsnit. Af de numeriske resultater angivet i
figur 3.8 og 3.9 for rémpelastpévirkning og af de teoretiske
resultater (3.20) og (3.24), samt (3.25) for konstant last, kan
forholdet mellem levetiden for rampelast Tr og levetiden for
konstant: last T° bestemmes. Logaritmen til kvotienten Tr/'l‘0 er
angivet i figur 3.10.

For ¢ = 1.0 ses det at log(Tr/Tg ~ 0.4-0.5 for store vardier

af 6 i overensstemmelse med de tidligere fundne resultater for

c /c , jevnfgr figﬁr 3. 6v For mindré vardier af ¢ derimod bli=-
ver log(T /T ) som det ses noget stgrre. Nielsen [10] er ved

en tllsvarende sammenllgnlng af levetidsresultater for rampe-
last og konstant last bestemt pd grundlag af en Dugdale Baren-
blatt-model, kommet til at log(T /T ) ~ 0.5 som et universalt
resultat. De ovenfor angivne resultater er 1kke i overensstemmel-
se hermed da log(Tr/To) for de undersggte vardier af ¢, 6 ses

at variere fra ca. 0.3 til ca. 1.6.
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Lastniveau S=pt

-981 '

-5 0 : 5 10
. Levetid LOG(T/,)

Figur 3.8. Levetidskurver for B = 0.25.

1,0$Lcstniveou O=pt.

I i

-5 0 10
Levetid LOG(T/,)

Figur 3.9. Levetidskurver‘for B = 0,5.

Eksempel: log(uto ==4,35 => es ~ 0.20, ebrud ~ 0.41

for ¢ = 0.1 og 6s ~ 0.20, 0.75 for ¢ = 0.01.

ebrud <



- 56 -

) log (T /To )

=0.25
P $=0.01

2log (Tr 1T )
=050
¢=0.01
$=0.1
/—¢=L0
/

Figur 3,10, Forholdet mellem levetider for
rampelast T og levetider for

konstant last T
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KONKLUSION

Der skal her ggres status over de resultater vedrgrende de line-
art viscoelastiske materialers revnemekanik, som er opniet og
beskrevet i denne rapport, samt rapporterne [17] og [18].

Der er defineret 6 indbyrdes uafhangige revnespidsparametre (iso-
trope tilfelde), som giver en fuldst&ndlg beskrlvelse af revne-
spidstilstanden for et vilkdrligt lineart viscoelastisk revne-
‘problem. Der er desuden udviklet metoder til bestemmelse af dis-
se parametre for problemer med vilk&rlige randbetingelser, vil-
k8rlige materialeegenskaber, og b&de for stillestiende og lgben-
de revner [17].

Med udgangspunkt i disse resultater ef der diskuteret forskel-
lige mullgheder for revnemodeller og udbredelseskriterier [18].
P& ba51s af energibevarelsessatningen og entropiproduktionsulig-
heden er der opstillet udbredelseskriterier udtrykt ved revne-
spldsparametrene som opfylder de termodynamiske betingelser.

Det viser sig imidlertid at man p& grundlag heraf alene ikké

kan opstille en brugbar teori til bestemmelse af revneudbredel-
sesforlgbet i lineart viscoelastiske materialer, idet der opstér
et paradoks - der vil vare tilfalde hvor teorien hverken tillader
den betragtede revne at vare stationar eller at udbrede sig. Der
m& derfor indfgres en revnemodel, d.v.s. &n eller anden modifi-
kation af teorien som giver en s& meget. bedre beskrivelse af

den fysiske virkelighed, at dette paradoks forsvinder. Det der
er foresldet her, er at man antager en model, der lagger visse
bé&nd pd revnekinematikken, idet man kun tillader revnen at ud-
brede sig i skridt med langden § ; skridtlahgden § antages at
vere en materialekonstant. Herved fremkommer skridtteorien, som
er fremstillet og anvendt i harverende rapport.

Skridtteorien viser sig at vaere i god overensstemmelse med de.
velkendte revnevakstforsgg udfgrt af Mueller & Knauss [9]), [51,
og viser sig at give en beskrivelse af de klassiske langtids~-.
styrkeproblemer som i hvert fald er kvalitativt korrekt. Dette.
er imidlertid ikke nogen kvalitet som er specielt for skridtteo-
rien, idet de fleste andre teorier ogsd er i god .overensstemmel-
se med Mueller & Knauss's resultater og giver kvalitativt korrek-
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te levetidsresultater for de klassiske langtidsstyrkeproblemer.

Sp¢rgsmélet‘er om Mueller & Knauss' resultater ikke er. for tak-
neﬁmelige at saﬁmenligne,med, ndr deres forsggsresultater er-
udfgrt ved s& store krybetal som tilfzldet er. Det er i hvert
fald en kendsgerning, at de fleste byggematerialer sasom trz,
beton og strukturelle lime typisk vil opnd krybetal pi h¢j$t'
3~5 indenfor en accéptabel levetid, og det er desuden en kends-
gerning, at der er tale om en betydelig teoretisk simplifikation
at kunne se bort fra at krybefunktionéns begyndelsesvardi er
fofskellig fra nul. '

Man m& nok kénkludere, at gode forsggsresultater, som reflekte-
rer byggematerialernes langtidsstyrkeegenskaber, og som er vel-
egnede til at teste teorier pé, stort set ikke‘findes'i litté—
raturen. Man m& derfor hadbe, at de unders¢gelser; sbﬁ er sat

i gang p& afdelingen med stgtte fra STVF fo: at skaffe sédénne
forsggsresultater til veje, vil medvirke til at afhjaipe détte
problem. - ' ‘

Man kan al;sé ikke pd& nuvarende tidspunkt afggre om den formule-—
rede teori er i bedre overensstemmelse med relevante forsggs-
resultater end andre teorier.

Teoriens eneste virkelige étyrke pé& nuvarende tidspunkt er at
den er relativt enkel , konsistent og generel. Enkel forstéet
pd den mdde, at den bygger pd nogle f& klart gennemskuelige,
antagelser ‘ i '

. line=zrt viscoelastiske medium
. overfladedissipationen = 0
. revnevakst i skridt = § .

Konsistent forstdet pd den midde, at teorien ikke er i strid med
nogle af kontinuummekanikkens love. De udledte lgsninger for
revnespidsparametrene er sdledes lgsninger til et randvardipro-
blem, og tilfredsstiller f.eks. en konstitutiv ligning, som er
termodynamisk mulig, d.v.s. opfylder entropiproduktionsulighe-
den. Teoriens lgsninger for problemer med revnevakst opfylder
desuden for alle feltstgrrelsers vedkommende de respektive konti-—

nuummekaniske betingelser, herunder de termodynamiske.
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Teorien er generel forstdet pi den mide, at den ikke er knyttet
til et specifikt randvardiproblem eller en specielt simpel
klasse af randvardiproblemer (f.eks. rene spandingsrandvaerdi-
problemer), men kan benyttes til bestemmelse :af revneudbredel-
seshastigheder for et vilk&rligt (statisk) randverdiproblem,

d.v.s. vilkérlig geometri og vilkérlige randbetingelser.

Man kunne frygte, at teorien var'ggg enkel, idet man kunne have
sine tvivl om f.eks. det rimelige i at basere en teori pd sin-
gulere lgsninger. Det er da ogsa muligt, at dette er for grov
en tilnazrmelse, men p& nuvarende tidspunkt foreligger der ikke
beviser for eller indikationer af, at dette skulle vare tilfel-
det, og der kan derfor ikke navnes ret mange gode grunde til

at ggre tingene mere komplicerede. Mere "realistiske" teorier
baseret pad f.eks. Dugdale-Barenblatt modeller er nemlig langt
vanskeligere at formulere korrekt end den teori som er fremstil-
let her; der henvises til diskussionen herom i afsnit 2.4. Des-
uden. henvises der til diskussionen vedrgrende lineare: teoriers

begrensninger i [17], afsnit 3.4.

Selv om at det skulle vise sig, at den opstillede teori baseret
pé skridtmodellen ikke er god til at beskrive revnevakst i
materialer med sm& krybetal, s& betyder det imidlertid ikke
ngdvendigvis, at grundlaget mi kaseres. Skal grundlaget bibehol-
des (singulare lgsninger, etc) betyder det blot, at revnevaksten
skal foregd diskontinuert, d.v.s. i skridt med en vis minimums-—
lengde, og vi har valgt det simplest mulige, nemlig at antage

at skridtlangden er konstant. Man kunne imidlertid tznke sig
andre muligheder.

Den omstazndighed at revnevaksten ngdvendigvis ma foregd i skridt
med en vis minimumslangde for at fjerne revneudbredelsesparadok-
set, kunne tyde pd at der var visse dynamiske effekter som
styrer dette; effekter som vi har set bort fra. Hvis man accep-
terer denne id&, s& er det jo narliggende at antage at skridt-
lazngden er en funktion af det elastiske potential som friggres
ved at revnen starter med at lgbe. Energitetheden w omkring
revnespidsen kan i de sadvanlige r, 6 koordinater skrives, se
ref. [32] i [17]
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5 (8)+5(6)
r

hvor f%+s er energitathedsfaktoren og hvor %3 er det elastiske
bidrag (svarende til begyndelsesv@rdien af krybningsfunktionen).
Det ville altsd vare narliggende at antage at skridtlangden §
var en funktion af %3 (for en eller anden fast 6)

§ = 8(8)

og et simpelt gzt kunne vare

hvor o og 60 s& kunne antages at vare materialekonstanter.

Skal der fremstilles en kort. konklusion, s& kan denne derfor
vere, at der er opstillet en rimeligt teoretisk velunderbygget
teori, som er karakteriseret ved at vare ret generelt anvende-
lig og rimelig nem at benytte, og at teorien rummer gode mulig-
heder for modifikationer, som kan gennemf@gres ret nemt, da de.
ikke griber ind i de grundlaggende resultater, bestemmelse af
revnespidslgsninger, revneudbredelseskriterier osv.
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APPENDIX A

Udbredelseskriterier baseret p& global energibalance.

A.1. Udledelse af kriterier

Vi betragter en revnespids i en fast position pd sin udbredel-
seskurve til tiden t = 0 for et plant lineart viscoelastisk
problem. Om revnen tidligere har udbredt sig eller om legemet
har varet belastet for tiden t < 0 er ligegyldigt.

i vil nu bestemme udbredelseskriteriet for denne revnespids
for en bred klasse af belastningstilfalde. Det eneste vi vil
forlange vedrgrende belastningens art er at spzndingerne om-
kring revnespidsen kan skrives

_ 0
oij(ﬁ,t) = oij(g) £(t) (a.1)

Den Helmholtz fri energi kan da skrives

Sio_ o o _1 o o ‘
PP = Bigxe %99%e T 7 Bijke 91§ ks (a.2)

hvor Aijk2 og Bijkl er funktioner af tiden givet ved

t
= -y GE(T) :
A5k = f(t)_f_ Ky k0 (6-T) T3¢ ar | ~(A.3)
o}
t ot
- cpomy SE(T) QM) grgn
Biike j_ J ) Kijk£(2t T™-n) 3 4 dtdn (A.4)
o) [e]
Lad os nu definere tgjningerne
_ (o] ~
€15 = Ci4ke%i3 (A.5)
hvor Cijkz = 2Aijk£ - Bijkl (A.6)

Den fri energi kan da skrives
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i_1 o '
PVT = 7 915 4y

(a.7)
Spandingerne Gij og tgjningerne eij udggr lgsningen til det
korresponderende elastiske problem med dg elastiske konstanter
cijkﬁ . Lad det hertil svarende flytningsfelt vare ui .

Udbredelsesbetingelsen kan da udtrykkes ved J-integralet.

» i, o .
&y IP (pw ul x 934 nj)‘ds 2T (A.8)
c

som igen kan omformes til
T (A.9)

hvor kg og d& , o= 1,2, er de til cgj h.h.v. ui svarende
intensitetsfaktorer og deformationsfaktorer. Deformationsfak-

torerne er funktioner af stgrrelserne C,

i3kg ! og udbredelses-

kriteriet har da formen
K% dr (C,a ) =2T (A.10)
o o ijke m ‘
Lad os nu betragte det isotrope tilfelde med balanceret krybning.
Materialets deformationsegenskaber er da beskrevet ved et kon-
stant poissons forhold v og en enkelt krybningsfunktion K(-) .

I dette tilfalde £as

t
Vo= ;3 _ daf (1)
ay = o) 1 E(L) f_ K(t-1) Sg~= 4T +
o]
; 2t af (1) af(n) ' o
-3 f_ J’_ K(2t-T-n) —gr— an drdn  k, (a.11)
[e] .,

og udbredelseskriteriet far da formen
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t ot dk (t) dk_(n)

4
2k (£)d_ (£) - p(V) j_ j_ R(2t-1-n) —g7— —gq7— dvdn = RF
(o] o]
(A.12)
hvor k() = kO £(¢)
e ak, (&) (A.13)
A (8) = p(v) j_ K(t-1) —gqp— dt

e}
For en enhedslast ka(t) = k: A(t) £4s umiddelbart kriteriet

T

Al

o 0,0 =
Zkada(t) - p(v) ka ka K(2t) =

(o) =
ka(zda(t) - da(2t)) =

E1ES
—

(A.14)

i overensstemmelse med det tidligere resultat i [19] .

For en rampelast ka(t) = sztA(t) fas

r

EIEE

Zka(t)da(t) = p(V) ka(t) ka(t) G(t) =

r -~ (a.15)

B

ka(Zda‘t) - p(V) ka(t) G(t)) =

t
{ " K(t+n) dtdn : (A.16)

hvor G(t) = ;%
t o

O “~cf

De ovenfor. angivne udtryk er alle udledte med udgangspunkt i
spandingerne hvorved materialeegenskaberne i ligninger som’
(A.10), (A.11), o.s.v. udtrykkes ved krybningsfunktionerne
Kijkz(.)‘ Det kan vare praktisk i nogle tilfzlde at have de
tilsvarende udtryk udledt med udgangspunkt i tgjningerne, hvor-
ved materialeegenskaberne i de navnte betingelser i stedet bli-
ver udtrykt ved relaxationsfunktionerne Rijkz(.) .
Analogt antages nu derfor - : .
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1j(5’t) Elj(g)g(t) (A.17)
hvorved
i _1 [o) o
PV =5 Eijkl €4 ks _ (A.18)
£t dg(t) dg(n)
hvor Eijkz = ) f ) Rijkk(Zt—T_n) ~3c an dtdn S (A.19)
o o

Vi definerer nu spandingerne

[ o .
935 = Bigkge fxe (A.20)

Analogt til (A.10) f&s da udbredelseskriteriet p& formen
k‘(E

'o _ 4 i ‘ .
1jk2) da == r { (a.21)

Det til (A.12) analoge udtryk for det isotrope tilfalde med
balanceret krybning udledes tilsvarende til

;v ot daa_(t) dd_(n) A
D(V) J _ I _ R(2t-'r—n) —a-’r—-— —dn—— d'rdn = -'E T (A.22)
(o] [e]
For et enhedsforlgb d (t) = dgA(t) f&s betingelsen
k (2¢) d (¢) =2 (a.23)
o o 7 T

og for et rampeforlgb (konstant tgjningshastighed) d (t) =
= q° BtA(t) fads

1
o(v

-~ (A.24)

El
=1

5 K
y 4o (B)7 H(t) =

t t ’
hvor H(t) = - [ | R(t+n) drdn (2.25)
" , ‘

o o}
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A.2 Matrixrepresentationer.

I mange tilfalde kan udtryk som (A.12) og (A.22) vare vanske-
lige at udregne i handen, og der skal derfotgives nogle matrix-
tilnarmelser til (A.12) og (A.22) som er velegnede til edb.

Vi skriver (A.12) lidt om og far

t t : .dkd(r).dka(n)
J _ J T lR(e-D) AM(E-N) K (28-T-M) } —— —g— dtdn =
o o _ 4T
Y ) (A.26)
Vi indfgrer sé& en trappefunktion
a - o -
ka(t) =X Aki A(t ti) (A.27)

1

som.en approximation til'ku(t) hvorved (A.26) reduceres til

. _ _ _ P o a _ 4
i ? {2K (t t)Aa(t tj) K(2t-t; tj)} Ak Akj = ETGT

(A.28)

sum over a. Vi indfgrer nu matricen K(t) med de tidsafhangige
elementer K?j(t) defineret ved -

K?j(t) = 2R(b=t;) Alt-ty) -K(2t-t,;~t5) © (A.29)

samt sgjlevektorerne AEa med elementerne Ak? . Udbredelseskri-

teriet (A.26) kan da approximeres ved matrixudtrykket

T _4
Bk, K(8) 8k, = 7 575y (A.30)

hvor Agg betegner den transponerede af Aha; der er sum over a.

P& samme mdde kan der opskrives en matrixtilnarmelse for ud-
bredelseskriteriet(A.22). Ved at indfgre trappeapproximationen

a _ o
da(t) = i Adi A(t—ti) (a.31)
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£8s  Adl R(t) ad =2 p(v) T : (a.32)

Ol

hvor R(t) er en matrix med de tidsafhangige elementer R?j(t)
givet ved

R?j(t) = R(2t-T-1) ' (A.33)

Ngjagtigheden af approximationerne (A.30) og (A.32) vil afhange
af antallet af trapper i approximationerne for ka(t) henholds~
visvda(t), samt af disses placering. Det skal der ikke kommes
nermere ind p& her, men det skal navnes, at der kan indfgres
hgjre- og venstreapproximationer, og p& grundlag heraf bestem-
mes ¢gvre og nedre granser for matrixrepresentationerne idet man
fglger de ideer som er omtalt i Brincker [17] appendix C.
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APPENDIX B

Dugdale-Barenblatt-modeller.

B.1. Generelt.

Man antager her at revnefronten (zonen lige omkring revnespid-
sen) holdes sammen af nogle kohasive spandinger, de sékaldte: -
sammenh&ngsspandinger, som virker over en vis strakning 8s om-
kring revnespidsen, se figur B.1.

revnespids

-\, -samme nheengs

'm\ spendinger Os
\

Figur B.1. Generel Dugdale-Barenblaﬁt'model.

Disse sammenhangsspandinger oy ©°9 den strekning de virker over,
afpasses da séledes, at de resulterende spandingsintensitets-
faktorer forsvinder, og man har herved skabt en model med ende-
lige spendinger ved revnespidsen.

Lad os betragte et enkeltmodeproblem, lad os sige en ren 3b-
ningsmode (mode 1 tilstand), og lad bidraget til intensitets-
faktoren fra sammenhangsspandingen vare kis , bidraget fra be-
lastningerne p& den resterende del af revneranden vare ki1 og
bidraget fra belastningerne p& den ydre rand vere kY .

Sammenhangsspandingerne afpasses da sdledes at

kY o4 kiS4 ds o (B.1)
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Da spandingsintensitetsfaktoren for et lineart viskoelastisk
revneudbredelsesproblem ikke afhanger af revneudbredelseshisto-~
rien, jvnf. Brincker [18], s& kan modellen i hvert punkt p& ud-
bredelseskursen fortlgbende fastlagges uden at revneudbredelses-
hastigheden behgver at vare kendt; dette er en vigtig iagtagelse.
Nér spandingsintensitetsfaktoren k forsvinder, 'sd ggr de til-
svarende deformationsfaktorer ¢ og d det ogsd *) . Vi kan der-
for - ikke karakterisere revnespidstilstandene ved disse st@grrel-
ser lazngere. Tilstandene md karakteriseres ved spazndings- og de-
format10nsst¢rrelser valgt med baggrund i den aktuelle model.

Det er klart, at det er smart at karakterlsere revnespidstil-
standen ved stgrrelser, som indgdr pa& simpel vis i det krite-
rium for revneudbredelse, som skal. benyttes. For disse modeller
er det imidlertid umuligt at angi&né éksakte kriterier for li-
neart viscoelastiske revneudbredelsesproblemer selv i de helt
simple tilfazlde, se f.eks. Christensénv[2 1, og vi vil som kri-
teirum derfor i ¢gvrigt uden narmere bengndelse valgé J-integra-

let , kendt fra de tidsuafh®@ngige teorier,

Det er i dette tilfalde praktisk at karakterisere spendingstil-
standen ved stg¢rrelsen I , som for det korresponderende elastiske
problem er givet ved

5e a ' ’ (B.2)"

hvor J° er J-integralet for det korresponderende elastiske pro-
blem, y er forskydningémodulen, a-er en langde som karakterise-
rer revnens stgrrelse (normalt den halvde revnelangde), og hvor.
stgrrelsen a er givet ved

¥) Dette betyder bl.a. at den belastede revne ikke dbnes op til en glat
kurve grpkrlng revnespidsen, men at revneranden vedbliver med at have )
et 180 s knzk i den deformerede tilstand.
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2
l%;— plan tgjining
or! = . (B.3)

% plan spanding

Som deformationsparameter ¥ valger vi den stgrrelse, som (for
det korresponderendevelastiske problem) ganget med spandingstgr-
relsen Zi§iver‘d-integralet, d;v.s; at X for det korresponde-
rende elastiske problem er givet ved

e ge, S )

Lad os nu betragte revnen som med hastigheden v er p& vej mod
et pﬁnkt P svarende til parawmetervardien Sq pd udbredelseskur-
ven K. Vi vil antage, at hastigheden v kan regnes konstant i
intervallet s € [so - &8s , so] .

Vi bestemmer da hastigheden-v for revneudbredelsen i punktet P
pa fglgende made.

FPprst fastlazgges sammenhahgsspandingerne cg og stgrrelsen 65
af frontzonen, sédledes at ligning (B.1) er opfyldt.

Herefter bestemmes J-integralet pd fglgende mdde. Vi bestemmer
fgrst J-integralet J; i punktet P for det korresponderende ela-
stiske problem. Det er her smart at benytte en integrationsvej
I' , der som vist p& figur B.2 lgber fra punktet So - 8s pé

den ene side af udbredelseskurven K, langs kurven K, rundt om
punktet P, og tilbage 1aﬁgs K til punktet Sq Ss umiddelbart
pd den anden side af udbredelseskurven K , se Rice [13] .

Lad revnespidsen ankomme til positionen Sy 8s til tidspunktet
t.= 0 . J integralet er da nul for alle -tider t < 0. I tidsrum-
met t € [0;At] hvor revnespidsen bevager sig med den konstam-:
te hastighed v fra positionen Sq T &s til. positionen s, svaren-
de til punktet P, vokser J—intggralet fra nul til vardien'Jg P
se figur B.3.
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Figur B.2. Béfegning af J-integralet.‘

Forlgbet af J° = g%(t) i tidsrummet t € [0;At] er karakteri-
stisk for den valgte revnemodel og det betragtede revneproblem.

Tidsrummet At er givet ved

ae =45 SR ' o ) (B.5)

A J-integralet

-&{r

At

Figur B.3. J-integralet's variation
i tiden.

Spandingsstgrrelsen Dhd og deformationsstgrrelsen xe kan da bestem-
mes af (B.2) og (B.4). Disse stgrrelser samt J—integralet'Je”

vil i det generelle tilfzlde foruden at vare funktioner af ti-
den t ogsd vare funktion af forskydningsmodulen u og kompres-—
sionsmodulen k, altsa :

f



3¢ = Je(2u,3K,t)

: (B.6)
€ = 2% (21, 3¢, t) '
x€ = x%(2u,3¢,t)

De hertil svarende lineart viscoelastiske stgrrelser findes da
af korrespondensprincippet

."_1

Je) = 2 R (p), Ryp), P)
e _
—
2e) = &7 rNRI(), Ry (), B) (B.7)
b~
_ -1 e* * * C
x(t) = p;.?; X" (Ry(P), Ry(p), P) .

jvnf. afsnit 1.2. J—intégralet J_ , samt de viscoelastiske para-
metre zp og xp for revnespidsen i punktet P findes da af

I, = J(At)
zp = I(At) (B.8)
Xp = X (At)

Idet vi her benytter J-integralet som kriterium bestemmes revne-
hastigheden v af '

J(?;) =J, ) - | - (B.9)

hvor Jc er en kritisk vardi, en materialeparameter.
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B.2 Dugdale modellen.

Vi vil nu betragte et konkret eksempel p& anvendelse af en mo-
del, som giver endelige spandinger ved revnespidsen, nemlig den
kendte Dugdale-model, Dugdale [14] , og vi vil anvende denne mo-
del til bestemmelse af revnevaksten i en uendelig skive under
antagelse om plan spandingstilstand og konstante ydre laste.

Vi betragter en revne med lazngden 2a, som ‘dbnes af hormalspan-
dingerne ¢ sat pd i det uendeligt fjerne, se figur B.4.

P11ttt ttt.

W 1 Hls
! m&s
L o j a*4q

EERREERRL

Figur B.4. Dugdale revne i uendelig skive.

<

Dugdale modellen antager at reviierandene er holdt sammen af de
konstante sammenh&ngsspandinger op over strakningen '§s. Revne-
dbningen givet ved den relative koordinat &, se figur B.5, af-
henger af det betragtede revneproblem, og er beskrevet ved funk-
tionen f(&). For det betragtede problem med en revne i en uende-
lig .skive er funktionen angivet i f.eks. Nielsen .[17]. Den til-
svarende lgsning for en kantrevne er angivet i Rice [13] . Her
er ogsd angivet strzkningen §s og J-integralet for det betrag-
tede problem “
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Figur B.5.
1
T O
cos 5 —
2 Op
2
ScFa
TE

it
_—

e

=0

Beskrivelse af revne&bningen.

(B.10)

(B.11)

(B.12)
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2ac
e _ F [ 2 { 1 \
X = T / n \ T 0,/ (B.13)
cos -2- '6—'
7
De til (B.6) svarende udtryk blivér da
: ) ~
zﬁE¢)-2%?/gzn( L 0)
: cos 30_—-
F
e
(e, 0) = 22 f({%} (B.14)
e?. .
3 E,r) = 22 f(g%) , J

Den til J° svarende lineart viscoelastiske stgrrelse for et
punkt P pd udbredelseskurven svarende til den halve revnelangde
- a findes da ved anvendelse af (B.7) oo (B.5), samt nogle fa
6mskrivninger til

:
3 =124 [ x($5(1-g)) df(g) at . (B.15)
o ( v / : . ’

hvor K(:) er den til E~modulen svarende krybningsfunktion. Ha-
stigheden v findes da ved anvendelse af (B.9)

e2
ag c

™
h
[o gy

8s,._ df (&) =
K(TH g)) ===~ df =J ‘ (B.16)

Hermed er hastigheden i alle punkter'pa udbredelseskurven be-
stemt og revneudbredelsesforlgbet dermed fastlagt.
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APPENDIX C.

Levetidsanalyser for simple viscoelastiske modeller.

C.1. Indledning.

Vi vil her som randverdiproblem betragte den uendelige skive
forsynet med en revne med initiallangden 2aO og belastet i
det uendeligt fjerne med en trakspanding o(t) = o-A(t) virken-
de vinkelret pd revnen.

Materialet antages lineart viscoelastisk med balanceret kryb—
ning og en krybningsfunktion K(+) som antages at vare et resul-
tat af en sammenkobling af et endeligt antal Hookebetingelser
og Newtonbetingelser, se narmere herom i Brincker [17] , appen-
dix C.

Ved at indsatte de korrekte revnespidsparametre, formel (3.2)

i det aktuelle kriterium (1.53), f£as fglgende ligning til be-

stemmelse af den tid At, revnen stdr stille i en position sva-
rende til revnelangden 2a

oap(2k(At) - K(208)) = 4 1 (e

Vi indfgrer styrkeniveau'et

s
¢ = — (C.2)
2ao Co =

se (2.6), og lastniveau'erne

g =3
o] o
° (c.3)
. o
e B e—
o« Gq)

hvor- korttidsstyrken 04 09 langtidsstyrken ¢ findes af (C.1)~
til
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(C.4)
SEWP
% = | Fp5 " ¢
hvor EO : E, er de reciprokke gransevardier for K(t) for £t - 0

henholdsvis t + «

Vi vil nu kort analysere levetidsforholdene for de 7 simpleste
kombinationer af Hookeelementer og Newtonelementer.

C.2 Hookematerialet.

Krybningsfunktionen er

% 7y £->0 . L . (C.5)

i

K(t)

som indsat i (C.1) for a ag giver ligningen

r

Q
1]
o
|
S

(C.6)
- 8ET | _ -
g = o8 ¢ = co O
hvilket er de kendte resultater fra den line®rt elastiske rev-
nemekanik, d.v.s. levetidskurven bliver en linie parallel med

t-aksen gennem 6 = 1.

6.3' Newtonmaterialet.

Krybningsfunktionen er

K(t) = t » (C.7)

S

hvilket medfgrer at venstresiden i (C.1) forsvinder .for alle
At > 0 ,.d.v.s. ligningen har ikke nogen lgsning. Dette betyder,
at der overhovedet ikke kan forekomme  revnevakst i materialet.

C.4 Makwellmaterialet.

Krybningsfunktionen er
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_1.1
K(t) = g7 P t (C.8)
som indsat i (C.1) for a = a, giver ligningen
2 o . 4
cao—E——“I‘ (C.9)

eller pracis det samme som for et Hookemateriale. Den seriekob-
lede Newtonbetingelse f&r altsd ingen lndflydelse péd levetids-
forholdene.

C.5 Kelvinmaterialet.

Krybningsfunktionen er
(k) = - (1 - e‘“t) (c.10)

som indsat i (C.1) for a = a, giver fglgende ligning til bestem-
melse af tidspunktet til begyndende revnevakst ts

o?a £ (1 + o2t _ 2e'“ts> =4 (c.11)
[} EK ™ Lo .

Det ses let at ¢ + «» for ts > 0 og ¢ > o for ts + =, For smi
uté f&s ved rakkeudvikling af eksponentialfunktionerne

6, = ut_ =1 (C.12)

Forholdene er illustreret i fig. C.1

Figur C.1. Tiden til begyndende revnev&kste t
for et Kelvinmateriale.
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C.6 Thomsonmaterialet.

Krybningsfunktionen er

1 1’ ‘ -ut
K(t) = = + —— (1 - e )
E OBy (C.13)
=z (1 + y<1 - e'“t))

som indsat i (C.1) for-a = a; o9 ved indfgrelse af korttidsstyr-
ken % giver fglgende ligning til bestemmelse af tidspunktet til
begyndende revnevakst ts

e§(1 + y(1 + ey _ 2e‘“ts)> =§ T (.14)

For passende sma uts\findes ved razkkeudvikling af eksponential-

.funktionerne

1 1
uty = Y 57 1 ‘ (C.15)
For passende store uts kan leddet.e_zuté smides vak og man
far } R
we_ = an(2) - a1 - YL -4 - (c.16)
s Y e2 °

De to tilnzrmelser (C.15) og (C.16) for smd henholdsvis store
verdier af uts er tegnet op i figu; C.2 for 1~+ Y = 4,,Qg

1T+ vy =16 og benyttet til bestemmelse af tilnarmede sammenhange
mellem eo og uts geldende for alle ts > 0.



- 79 -

100
6,
(%)
50+
T+y=16
0 ' ;
-2 -1 0 log (pts)

Figur C.2. Tilnarmet bestemmelse af eo,ts-sammenhange
for et Thomsonmateriale ved hjealp
at udtryk gzldende i granserne t_ - 0 og
ty > s

C.7 Lethersichmaterialet.

Krybningsfunktionen er

K(t) = 1 ¢+ ;L(1 - e"“t) (€.17)

n E
X

Som indsat i (C.1) for a = a, giver ligning (C.11). D.v.s. at

materialet opfgrer sig i brudmzssig henseende pracis som et

Relvinmateriale. Det seriekoblede Newtonelement f&r altsd ingen

indflydelse p& levetidsforholdene.

C.8. Burgermaterialet.

Krybningsfunktionen er

K(t) = +

=

t + ﬁL(1 - e’“t) (c.18)
K

Si=
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som indsat i (C.1) for a = a, og indfgrelse af korttidsstyrken
oy giver ligningen (C.14). D.v.s. at materialet opfgrer sig i

brudmessig henseende pracis som et Thomsonmateriale. Det serie-
koblede Newtonelement fir altsd som tidligere ingen indflydelse

pd& levetidsforholdene.
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