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Forord.

Nerverende rapport er nummer 2 i en serie af tre rapporter
skrevet med det formdl at formulere en velbegrundet teori for
linezrt viscoelastiske revneudbredelsesproblemer. '

I rapporten behandles problemerne omkring indfgrelsen af revne-
modeller og udbredelseskriterier, begge dele~noget, som der er
en vis tradition for at introducere uden sarligt mange forkla-
ringer. Grunden til dette er simpelthen, at gode forklaringer
vanskelige at tilvejebringe, dg at de fleste revnemodeiler og
udbredelseskriterier formentlig er kommet til verden som resul-

tat af "fornemmelser" og fysisk intuition".

Sigtet med den fremstilling, som er givet i denne rapport, har
veret at bryde med denne tradition og argumenterne for de for-
skellige ngdvendige valg pd et s& objektivt grundlag som muligt.
Hvorvidt det er lykkedes vil jeg overlade til laseren at vurde-
re, men det skal ikke vere nogen hemmelighed, at jeg har fglt
at stoffet er vanskeligt at behandle.

. Nogen vil sikkert finde rapporten lidt snaver og indadvendt i
sin fremstilling, og jeg md med beklagelse til en vis grad give
dem ret. Grunden er nok den, at det i forvejen har varet vanske-
ligt at formulere resultaterne s& der blev opndet en passende
kombination af overskuelighed, generalitet og pracision, og at
hensyne£ til bredden herved er gledet 1idt i baggrunden.

Kapitel 1 omhandler udelukkende det térmodynamiske grundlag,
den generelle termodynamik for deformerbare legemer, og termo-
dynamikken for lineart viscoelastiske legemer. Fremstillingen
bygger direkte pa Truesdells termodynamik, med anvendelse af
hans betegnelser, og bgr lases sammen med en af hans fremstil-

linger, f.eks. som givet i [ 51 . Christensens viscoelasticitets-



‘teori [ 9] og den tidligere rapport [23] er ligeledes hoved-

referencer.

Hvis man kan acceptere hovedresultaterne fra kapitel 1, si er
rapporten skrevet sadan, at man kan ngjes med at lase kapitel
2, idet selve behandlingen af problemerne omkring valg af
revnemodel og udbredelseskriterium udelukkende er behandlet
her.

Til sidst en tak til professor Bent Erik Pedersen for samarbej—
de, hjalp og inspiration, og til Bente Kjglhede Petersen, som
har arbejdet med maskinskrivningen af rapporten.

april 1983. Rune Brincker.
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KAPITEL 1

Termodynamisk grundlag.

1.1 Grundlaggende ligninger og definitioner.

Vi betragter et legeme B med overfladen 3B som til tiden t er
defineret over omradet Qt med randen ant . Stedvektoren til
legemets materielle punkter X i referencekonfigurationer er'§o.
I referencekonfigurationen er legemet defineret over omrédet
Qo med randen 890 .

Lad légemet B have bevagelsen X og temperaturen 8

X = x(X,t)
(1.1)

9 = 6(x,t)

" hvor 6 er den absolutte temperatur, d.v.s. at der altid galder
6 >0 . ’ ' '

De grundlaggende termodynamiske begreber er energi, arbejde .og
entropi. Lad legemets totale kinetiske energi vare K , den
totale statiske energi*)rvare E, De ydre krafters effekt (ar-
bejde pf. tid) vaere P, den tilfgrte varmeeffekt vaere Q , og

en totale entropi vare H.

Den kinetiske' energi K og de ydre krafters effekt P kan umiddel-
bart udtrykkes ved bevagelse ;3(;3.0,1:) og de krafter, som frem-

kalder den. Lad massetathedeﬁ vere p , og overfiadebelastning—
en og legemsbelastningen va&re henholdsvis go = go(x,t) og

b = b(x,t) sdledes at de ydre krafters resultant er

R = / go da + / pb 4dv (1.2')
BQt Qt
*) Normalt betegnes dette bidrag "den indre energi" , men da vi her ogsé

vil medregne overfladeenergien. i E betegnes den for at undgd forvir-
ring “den statiske energi". )



Der galder da

K=%[ ox% av : (1.3)
o,
P=/ g-g°dA+/ pX + b av (1.4)
BQt Qt‘
L axx
hvor x = _—:af___ og x = |x| . De tre totale stgrrelser E, H og

Q antages at bestd af et overfladebidrag og et indre bidrag og
skrives derfor som summen af et overfladeintegrale: og et volumen-
integrale : v

E=/ e da+/ o el av _ (1.5)
Bﬂt Qt

H = / n° da + /. o ni av : . - (1.6)
Sﬂt Qt

. : _ @ :

Q =./ . g da+ / p s av (1.7)
SQt Qt

Stgrrelsen eo‘og no betegnes henholdsvis overfladeenergitéthe—

den og overfladeentropitztheden og stgrrelserne e° og ni henholds-
vis den indre energitathed og den indre entropitathed. Stgrrel-
serne g og s betegnes henholdsvis ledningstilf¢rselstaﬁheden

og strdlingstilfgrselstatheden for varmeeffekten Q.

Termodynamikkens to'grundlove er energibevarelsessaztningen og
entropiprodﬁktionsuligheden, som for legemet B som helhed kan
skrives henholdsvis

E+K=P+Q ) (1.8)



. g9 s
H > / A da + /. 3 av (1.9)

Den her givne formulering af entropiproduktionsligheden (1.9)
betegnes ogsd Clausius-Duhems ulighed eller dissipationsprincip-
pet.

Lad os nu betragte et dellegeme AB med overfladen 3AB af legemet
B. Dellegemet AB er til tidspunktet t defineret over omridet

AQt med randen BAQt og i referencekonfigurationen over AQO mod
randen-aAQo .

. Nar vi siger, at vi vil betragte et dellegeme AB af legemet B,
mener vi naturligvis ikke at dellegemet AB rent fysisk er adskilt
fra resten af legemet B. I virkeligheden er der naturligvis
fuldstendig sammenhzng mellem AB og resten af B, og gransefla-
den mellem de to dellegemer eksisterer altsd kun i fantasien.

En sddan graznseflade vil vi derfor kalde for en virtuel over-
flade for legemet AB og den betegnes 34BY . Den del af overfla-
den for legemet AB som ikke er virtuel vil vi kalde for den
fysiske overflade , og deh betegnes aABf . Overfladerne 3ABY

og 5 ABE svarer til tidspunktet t til raﬁdomréderne aAQXFhenholds-
vis 240f for s .

Den totale staﬁiske energi og entropi for legemet B @ndres ik-
ke ved at disse opfattes som summen af bidragene fra to delle-

° og no md derfor vare

demer af B, og overfladestgrrelserne €
identisk nul pd en virtuel overflade. De til (1.5), (1.6) og

(1.7) svarende udtryk for dellegemet AB bliver derfor

E = /’ e® da + / pei av . (1.10)
8AQ£ AR, o v
= [ n° da + / pni av ‘_ i (1.11)
anal A9, B
- / q aa + /  ps dv ~ (1.12)
3Aa, A0, '



Energibevarelsessatningen og entropiproduktionsuligheden for
legemet AB svarer fuldstandigt til (1.8) og (1.9).

Foruden tathederne e® ’ ei og no ’ ni viser det sig at vare
praktisk at definere tathederne

$° = €° - o (1.13)

v = el - gn (1.14)

Stgrrelserne wo og wi kaldes henholdsvis den fri overfladeener-

gitethed og den fri indre energitzthed. Den totalé fri energi

¥ for legemet AB er

y = / v° da + / opt av ' (1.15)
: £ .
aAQt AQt
Omtalen af de grundlagggnde principper har indtil nu varet
centreret om det termodynamiske. Bev&gelsen X = 5(50,t)
skal imidlertid ogsé& opfylde den klassiske mekaniks bevagelses-

ligninger, nemlig impulss@tningen og impulsmomentsatningen.

Impulssatningen og impulsmomentsatningen p& lokal form galden-
de for et hvert indre punkt for det betragtede legeme kan

"skrives

Pk = divl + Ph v (1.16)
henholdsvis

T =TT (1.17)

hvor T = T(x,t) er Cauchy's spzndingstensor, og hvor ZT beteg-
ner den transponerede heraf.



1.2 Overfladeenergi og overfladeentropi.

Almindeligvis ses der i den kontinuummekaniske termodynamik
~bort fra overfladeenergi og'overfladeentropi, sdledes at de to
overfladeintegraler i (1.5) og (1.6), samt (1.10) og (1.11) for=-

svinder.

. Disse bidrag spiller normalt ingen stgrre rolle, og i langt de
fleste tilfzlde er det en god tilnermelse at se bort herfra.
Men i visse tilfazlde, f.eks. termodynamiske processer for me-
get smé& legemer, eller ved processer hvor der danner sig ny
overflade, er man ngdt til at medtage bidragene.

Vi vil medtage dem her, da_vi vil benytte den formulerede ter-
modynamik til undersggelse af'revneudbredelsesproblemer som er

Overfladeskabende processer.

Den totale overfladeenergi og overfladeentropi for legemet AB
er henholdsvis

E® = / e® da ' . S (1.18)
200t '

H°=/ n° da ‘ (1.19)
280

N&r den fysiske overflade kan. tilskrives en energi og en entro-
pi, m& den i sig selv kunne betragtes som et termodynamisk sSy-="::

stem, som kan udveksle varme med omgivelserne, og p& hvilket
ydre krafter kan udfgre arbejde. Det eneste specielle der er
ved en overflade i termodynamisk forstand er, at den har massen
nul, og at den kinetiske energi derfor er nul.

Lad os nu betragte en vilkdrlig virtuel overflade i legemet AB.

Ved en sddan overflade galder at

Tqn=g° ' (1.20)

hvor n er den udadrettede normal og go er belastningen pi den
betragtede virtuelle overflade. Eksistenser af spandingstenso-



*)

ren T er en fglge af Cauchy's fundamentalsatning .

Lad nu g vare ledningstilfgrselstatheden for den betragtede
virtuelle overflade. Cauchy's fundamentalsatning siger da til-

*)

£ 3
svarende, at der eksisterer en vektor R'séledes at
h-n=gq (1.21)

Vektoren h, som er defineret for et hvert punkt X € AQt kaldes

varmeledningsvektoren,

Hvis den betragtede overflade er en fysisk overflade stiller
sagen sig lidt anderledes. Lad den resulterende belastningstat-
hed p& den fysiske overflade.betragtet som selvstzndigt lege-
me vare Ro . 0og lad den resulterende tilfgrselstathed for varme-
.effekt vare qo . De til (1.20) og (1.21) svarende udtryk for

en fysisk overflade er da

Tp=g" -g (1.22)

[4=2
[¢)

n=q-gq (1.23)

%k %k %k .
Langs kanten ) af den betragtede fysiske overflade kan der

optrade visse "snitkrafter". Vi vil antage, at der kun er tale
om membranspandinger. Disse membranspandinger kaldes for lege-
mets overfladespandinger, og de er medregnet i belastningen

EO . Belastningssystemet Eo er derfor et ligevagtssystem.

¥) . se herom i f.eks. Wang & Truesdell [13].

**¥)  Da q er en tilfgrselstathed peger vektoren h defineret ved (1.21)
modsat varmestrgmmen. Visse forfattere, f.eks, Christensen [9] de-
finerer derfor varmeledningsvektoren med modsat fortegn.

***)  pen betragtede fysiske overflade tankes at vare et udsnit af over-
fladen for legemet B.



Legemets AB's totale kinetiske energi, de ydre krafters totale
arbejde, den totale statiske energi, den totale entropi, samt
dén totale tilfgrte varmeeffekt er givet ved ligningerne (1,3,
(1.4), (1.10), (1.11) og (1.12). Lad os nu lagge et snit umid-
delbart under den fysiske overflade BABf , 09 betragte det her-
ved ffemkomne legeme ABiJ. Legemet ABi er lgst formuleret (le-
gemet AB minus den fysiske overflade SABf), De til legemet ABi
knyttede stgrrelser forsynes med et indeks "i" f.eks. Ei, Ki,
0.8.v., og der galder

‘Ki=K=%/'p;:2dV (1.24)
29,

et = ferpaa+[ og-pav (1.25)
ane, a2,

et =/ o et av : ' (1.26)
AR,

gt = o nt av T (1
20,

Qi=[ R*Rda+/ ps v (1.28)
289, “aa,

Alle legemet ABi's overflader er virtuelle hvorved belastningen
go og ledningstilfgrselstatheden g direkte kan udtrykkes ved
spandingstensoren T henholdsvis varmeledningsvektoren h, og
hvorved overfladeenergi- og overfladeentfopibidragene til den
totale statiske energi henholdsvis den totale entropi forsvin-
der. Energien E:.L for legemet AB betegnes den indre energi for
legemet AB; dette er i overensstemmelse med hvad man normalt
lzgger i begrebet indre energi.

Lad os nu opfatte legemet AB's totale statiske energi, totale
kinetiske energi, o.s.v. som summen af et overfladebidrag og
et indre bidrag



K = k' + &°
p =pt ¢+ p°
E = E* + EC (1.29)
H=mnt+ ®°
0=090"+¢°
For legemet AB gslder de termodynamiske ligninger
E+R=P+0Q (1.30)
H 2 / 4 an +/' o S av (1.31)
'BAQt AQt
Tilsvarende galder for legemet At
Y + kF = pt o+ ot (1.32)
v hen . '
ity / S5 da +/  o 5 av (1.33)
BAQt AQt

Indszttes nu udtrykkene (1.3), (1.4), (1.10), (1.11) og (1.12)

og udtrykkene (1.24) til (1.28) i ligningssattene (1.30)

og (1.31) henholasvis (1.32) og (1;33), s& fds relativt let, ved
anvendelse af (1.22) og (1.23) at der for stgrrelserne K° ’ Po,...,
QO, hvor ' »

g =0 (1.34)



p° =./ % » p° da (1.35)
. ‘ .
3AR,
E° =./ e® aa ‘ - (1.36)
£
309,
u° g-/ n° aa : (1.37)
. f
88,
o° =/', q° da ‘ (1.38)
TN
gelder at
£° = p° + ° (1.39)
7° ;/' - da , (1.40)
;
3%,

Ligningerne (1.39) og (1.40) er altséa energibevérelsessatningen
og entfopiproduktionsuligheden for et udsnit af en fysisk over-
flade. :

Vi vil ikke i det fglgende interessere os videre for overflade-
termodynamikken som sddan, men blot konstatere, at der ved en
korrekt termodynamisk undersggelse af‘processer'for legemer skal
.medtages nogle overfladebidrag, og at disse-overfladebidrag

kan inkovporeres i den traditionelle termodynamik p& konsistent
mdde. Siledes kan et legemes overflade og dets indre hver for
sig betragtes som et termodynamisk system, for hvilket der kany
formuleres badde en energibevarelsessatning og en entropiproduk-
tionsmulighed.

Med hensyn til en narmere redeg¢relée for overfladetermodyna-
mikkens fysiske betydning henvises til Adamson [3 ], Benzon
& Yun [ 6 1 og Shuttleworth [1 1 .
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1.3 Termodynamiske feltligninger.

Energibevarelsess®tningen og entropiproduktionsuligheden er
indtil nu kun formuleret pd global form, d.v.s. i ligninger som
gaelder for et legemes totale energi, entropi, o.s.v. Alle de
totale stgrrelser E, H, o.s.v. beregnes som nogle integraler
over det betragtede legeme, og de globale ligninger betegnes
derfor ogsd de termodynamiske intégralbalanceligninger.

Til disse integralbalanceligninger svarer nogle differéntial—
ligninger, som skal vere opfyldt for alle indre punkter for

det betragtede legeme. Disse differentialligninger kaldes for de
termodynamiske feltligninger eller energibevarelsessatningen

©g entropiproduktionsuligheden pd lokal form. De termodynamiske
feltligninger skal béstemmes i det fglgende.

Vi betragter et dellegeme ABT af legemet B hvis overflade SAél
er rent virtuel. Et s&dant dellegeme kaldes et indre dellege-
me af B.

Energibevarelsessatningen pd global form for ABY er
K+ BY = pl 4+ o - (1.41)

For bidragené Ei og Qi gelder

el= [ ot - (1:42)°
a9, |

Qi = / h « nda+ / p s dv : (1.43)?
I [

” Ved anvendelse af en identitet, samt divergenssatningen og im-
pulssatningen kan det desuden vises, at bidraget P* - K kan skrives

som et volumenintegrale

Pt -k =/ w av (1.44)
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hvor w = tr(TD) (1.45)

hvor D som kaldes strazkningstensoren er den symmetriske del af
den rumlige. hastighedsgradient X. Udledelsen er foretaget i
appendix A. Omskrives overfladeintegralet i (1.43) ved hjalp af

divergenssatningen
/ h * nda-= / . divh dv
0AQ AR,

sd& fés ved indsattelse af (1.42), (1.43) og (1.44) i (1.141) at

(/' o et dv) =[  w+aivn+ s av (1.47)

AQt AQt

Af ligning (A.2) i appendix A £&s

(O T

A, a9,
hvorved
[ pitav= [ (we+aivy+ ps) av (1.49)
A%, A9,

Denne ligning skal gazlde for et hvert ind?e-dellegeme ABY af B,

og er derfor ensbetydende med feltligningen
p et = w4+ divh + ps (1.50)

Dehne ligning er energibevarelsessatningen pa lokal form.

P& tilsvarende m&de udledes entropiproduktionsuligheden p& lo-
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kal form. Entropiproduktionsuligheden for AB* pd global form'er

1 h'n S 4.
i ;[, da+/ o 2av (1.51)
> A

. og ved anvendelse af (A.2) og divergenssatningen fds umiddel-
bart

X h
/ ont dv > /’ (div(%)}+ o g) dv (1.52)
AQt Aﬂt

Da dette skal galde for et hvert indre dellegeme ABi af B er
integralbalanceligningen (1.52) alts8 ensbetydende med feltlig-
ningen

h
)

pont > 6 div (”) + ps - (1.53)

Dette er entropiproduktionsuligheden pd lokal form. Ved indsat-~

telse af energibevarelsessatningen i denne kan strilingsleddet
. ps elimineres. Udnyttes desuden at

| 15

0div ( ) =.divh + 6h - grad (%)

W

divh - —Eg . (1.54)

]



hvor g = gradf (1.55)

er den rumlige gradient af temperaturfeltet, f&s (1.53) p& for-

men

h- L
=3 > p (él - enl) -w (1.56)

eller ved anvendelse af (j.14)

5g i, dig
20 (BT +n6) —w (1.57)
' h+g .
eller Sz -t (1.58)
hvor W= w - ot 4 nte) (1.59)

Stgrrelsen xi kaldes for den indre dissipationshastighed .
Entropiproduktionsuligheden p& formen (1.57) eller-(1.58) kal-
des for den reducerede dissipationsulighed , og bruges som re-
gel pa& denne form.

1.4 Processer og konstitutive ligninger.

Som tidligere navnt vil vi ikke ggre mere ud af overfladetermo-
dynamikken, og i dette afsnit refereres derfor kun til de indre

stgrrelser y> , nt . '

Felterne
z’e"TV'E’w In (1-60)
siges at danne en termodynamisk proces, hvis de tilfredsstiller

impulssatningen, impulsmomentsatningen og energibevarelsessat-
ningen for et hvert indre punkt X € B. Ved passende valg af le-
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gemskr&fter b og strélingtiif¢rselstatheden s, kan det fgrste
og det sidste princip altid tilfredsstilles, og den eneste re-

striktion fglger af impulsmomentsatningen, nemlig at spandings-

tensoren T skal vere symmetrisk T = ET .

En konstitutiv ligning er en regel hvorved deformations-tempe-

raturhistorien zt ,'et entydigt bestemmer spandingerne, varme-

ledningen, tatheden for den fri energi og entropitetheden,alt-

sé
T
3 x5
. er funktionaler af (1.61)
i t
1] [¥]
i
i)
.hvor historierne xt og et er definerede ved gt(s) = x(t-s) ,
Bt(s) = 0(t-s) , s € [0;°] , se appendix B afsnit 1.

Funktionalerne i denne konstitutive ligning skal ifglge Trues-
dell [5 ] opfylde tre krav

1) Nervirkningsprincippet

. 2) Objektivitetsprincippet

3) Dissipationsprincippet

Det fgrste princip, n&rﬁirkningspruncippet siger, at stgrrelser-
ne T, g,‘wi og ni i et givet punkt X ikke afhanger af hele le-
gemets temperatur-deformationshistorie, men kun af temperatur-

" deformationshistorien for X og for omegnen af X.

Det andet princip, objektivitetsprincippet siger, at de resulta-~
ter den konstitutive ligning giver skal vare uafhangige af den
benyttede referenceramme.

Medens de to fgrste principper skal galde for konstitutive lig-
ninger i al almindelighed er det sidste princip, dissipations=-
princippet knyttet til det termodynamiske. Princippet siger,
at funktionalerne i den konstitutive ligning skal vare s&dan,



at den reducerede dissipationsulighed (1.58) er opfyldt for

enhver termodynamisk proces.

I afsnit 1.6 er de konstitutive ligninger for lineart viscoela-

stisk materiale udledt for tilfesldet med infinitesimale tgjnin-

ger, idet der tages‘udgangspunkt i de her angivne principper
for konstitutive ligninger.

1.5 TIsoterm revneudbredelse.

‘Vi.vil nu betragte et legeme B hvori der foregdr revneudbredel-
se. Vi vil antage, at udbredelsen sker s& passende langsomt,
"at legemet til et hvert tidspunkt er i termisk ligevagt med
omgivelserne som har den konstante temperatur 6. Revneudbredel-

sen kan da betragtes som en isoterm proces.

Ved revneudbredelsen dannes der hele tiden ny fysisk overflade,

og legemets indre og dets overflade kan derfor i dette tilfalde
ikke hver for sig betragtes som termodynamiske systemer. En ter-
modynamisk undersggelse af en revneudbredelsesproces kan derfor
kun baseres pd de globale termodynamiske ligninger for legemet

B eller et deilegeme af B inclusive den til B eller det betrag-
tede dellegeme hgrende fysiske overflade.

Lad os betragte et vilkdrligt dellegeme AB af B. Energibevarel-
sessatningen og entropiproduktionsuligheden for dellegemet AB
inklusive dets overflade 3 AB for isoterme forhold er

- .

K+E=P+0Q : (1.62)

6 H

v

0 L (1.83)

Det sidste fglger direkte af (1.7) og (1.9). Varmeeffekten Q kan
her opfattes om den effekt, der md tilfgres, for at processen

er isoterm.

For den totale fri energi ¥, og den totale dissipationshastig-
hed A , se (1.59), gslder
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Y =E - 8f (1.64)

A =P -XK-~-Y (1.65)

‘da processen er isoterm. Udnyttes dette sammen med (1.62) og
(1.63) £&s da betingelserne

(1.66)

fiv

Betingelserne er energibevarelsessatningen og dissipationsulig-
heden p& global form. De galder, som det fremgdr af ovenstdende,
kun for isoterme processer. Vi vil komme tilbage til disse for-
muleringer af de. termodynamiske love under omtalen af revneud-
bredelseskriterier i n®ste kapitel.

1.6 Konstitutive.ligninger for lineart viscdelastisk

materiale.

Vi vil nu udlede de termodynamiske konstitutive ligninger for
lineert viscoelastisk materiale, idet vi tager udgangspunkt i
de principper for konstitutive ligninger, sem er angivet i af-
snit 1.4.

Udledelsen her f¢l§ér ngje den som er givet af Christensen og

Naghdi i [7 ] -og af Christensen i [16]. Metoden gar groft sagt
ud péd at ggre et godt gat pd formen af den konstitutive ligning
for den fri energi, og herefter indsatte dette i den reducerede
dissipationsulighed (1.57). Dette viser sig at give betingelser
nok til bestemmelse af de konstituti&e ligninger for bade span-

dinger, entropi og fri energi.

Vi vil i det fglgende antage infiﬁitesimale tgjninger. Lad den
'infinitesimale‘t¢jningstensor vare E, og lad denne have de kar-
tesiske komponehter Eij og lad den hertil svarende spandingstensor hawv:
deAkartesiske komponenter cij' Vi vil desuden antage, at temperaturen
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6 kun afviger ganske lidt fra basistemperaturen SO , altsa

hvor (1.67)

t/8, << 1
Om bade de infinitesimale tgjninger og de infinitesimale tempe-
raturafvigelser vil vi antage, at de er identisk nul for alle
tider t < 0O }

.. (X,t) = T(x,£) =0 , for t <0 (1.68)

‘Den fri energi wl(t) er et funktional af b&de tgjningshistorien
eEj(s) og temperaturafvigelseshistorien ct(s) , 8 € [0;] . Det~
te funktional kan ikke antages at vare line®rt, men vi vil gatte

péd, at vi i en 1. ordens teori kan antage et udtryk af formen
vt (6) = Yo ()} + B*Plo,(s) 4 0g(e)} (1.69)

hvor o,B = 1,2 og ¢1(s) = gt(s), wz(s) = ct(s). Funktionalerne
dg“{ }.er linezre, og funktionalerne ggas{f(s), g(s)} er 1li~
neare i hvert af argumenterne £ og g. Af Riesz's representations-
seztning, se appendix B, f&s da at dette er ensbetydende med at
den konstitutive ligning for den fri energi har formen

t- Tt

de. . {T)
pY' (L) = / Al (t-r) 311 ar 4 [ a2(t-1) 200 4o 4

o= ij drt _ dt

T dey (1) dey (n)

* / / Bj k1 (E-To8) —4; an—— dwdn +
o- o-
t-  t- :

12 dey 5 (1) dr(n)

+f / Byj(t-t,t-n) —F3—— —gy— dttn ¥

o~ o- :
' +

t-  t-
[ [ ePte-cen SR AN aran .70
o- . O= . .
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Udnytter vi nu at c/eO og Eij er infinitesimale, fas dissipations-
uligheden (1.57) p& formen i

T S i’ . iz, i
oY on"r + oijeij + ) > 0 (t.71)

Indsattes udtrykket (1.70) for den fri energi heri, s& fis be-

tingelsen
b de, 4 (1)
1 11 fx1'T
- Alj(0+) -2 / Bijkl (t"T,O"‘) —‘a— dt +
7 12, az (1)
- ) - acl{t) -
/ Bij(0+,t T) I dr + Oij] aij(t) +
on .
+ -~ A2(0+) - 2] Bzz(t—r,0+)d—gLT-)— +
T
. o
£- de, . (1) .
- / »Bl?(t-1,0+) S B . pnl’ (t) +
Jj drt
o= .
t= de, . (t) £-

- O a1 ey i3 _ 3 L2 dg (1)
[ osealsen —H—a o[ & aten B0 a0y
o- . o-

s h.z .
+ A+ St 0 (1.72)
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t- t-
" de.. (1) de,,(n)
i_ 3 Mmoo ij k4 .
M- [ R B e en U an  drdn ¥
o= o-
t- | t- :
. de,. (1)
_ 3 12, Lo ij " dc(n)
/ / 5T Bij(t T,t-n) ar an dtdn +
o- o= :
- t-
- -8 g2, .y di(r) dz(Tr) 1.73
[ [ & ePer,een S AL g, (1.73)
o= o- .

Den reducerede dissipationsulighed (1.72) skal vare opfyldt for

en hver termodynamisk proces, d.v.s. for en hver vaerdi af

éij(t) og Z(t)

forsvinde, altsa
t-
_ a1
Oij = Aij<0+) + 2 /
X o-
t-
o f
/o_>
. t-
pnl = A2(O+) + 2 /
o=
t_
+
o~

13

Bl;kx(t‘1'0+) EE%%izl ar
B;§(0+,t-f) deln) drﬁ
B2;(t~1,0+) Q%(T_T)_ de +-
Blg(t-r,o+) deég(T) ar

. Koefficienterne til €, . (t) og Z(t) skal derfor

+

(1.74)

(1.75)

Dette er de konstitutive ligninger for spandingerne oij og den

indre entropi n' . Den konstitutive ligning for varmelednings-

vektoren h postuleres som

Tt~

(1.76)
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herved f&s uligheden

e ge, (v
Y T T R & I K 3 a2 poqy dEflT) -
/ 5T Aij(t T) aT art / '; T A (t~-1) T3 dt +
o- o-
. h.z . ,
st s 22l 5 (1.77)
5, =

hvorvde to fprste led er af 1. orden i eij + T + 0g de to sidste
led af 2. orden. Hvis uligheden skal vere tilfredsstillende
for alle processer md vi derfor krave

1

aal. () 2 , ,
A=A E) g ¢ 0wl (1.78)
i Mt s ;
samt AT+ e’ 20 (1.79)
(o]

. Heraf ses ved sammenligning med»(1.585( at stgrrelsen A' er den
indre dissipationshastighed.

Vi vil nu interessere os lidt n®rmere for specielt funktionerne
B;;kz("‘) . Den konstitutive ligning (1.74) for spendingerne
bliver i det isoterme tilfalde og idet vi udnytter (1.78)

t_
de (T)
- 11 - k&7
i3 = 2 / B} g (t-T,04) —E2— aq (1.80)

Heraf ses, at funktionerne.2B;;k2(t,0+) svarer til relaxations-
- funktionerne Rijkz(t) fra den isoterme teori, idet

11

2B; 5y, (£/04) = R

ijkl(t) (1.81)

Spgrgsmalet  om det er muligt at udtrykke funktionen B;;kL(T’n)
ved relaxationsfunktionen,har veret genstand for nogen opmazrk-



somhed. Udledes de termodynamiske konstitutive ligninger ved

hjelp af modelrepresentation som gjort af Staverman og Schwartzl

[ 2] eller som det er gjort i appendix D, sa kommer man uden

videre_til resultatet

11 _ v ' '
2BiijﬁT,n) = Riij(T+n) (1.82)
Breuer og Onat [4 ] har undersggt om det er muligt at opnd den
reducérede form (1;82) uden at referere til nogen form for
modelrepresentation.Dette synes ikke umiddelbart at vare tilfal-
det. De kan imidlertid vise, at hvis relaxationsfunktionen
Rijkk(') harlformen

-t

R (6) = § o, e B (1.83)
i3k b Tiske ' .

n . o .
hvor Cijkl > 0 og hvor 0 < Yq SHpees <Uy s S8 kan funktionen

iij(T,n) skrives

. N N ST RN .
nm n .
gty = [ 1 gihge Toe ™ (1.84)

n=1 m=1

R
Biik

nm

hvor udviklingskoefficienterne Bijkk skal opfylde fglgende

krav

(1.85)
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hvor stgrrelserne ng = S?j(t) er defineret ved
. (t-1) de, , (1)
-u -1 €. . (T
n ._ n ij } . 6
Sij / e —3r— dart ‘ (1.86)
o=

Bortset fra tilfeldet N = 1 giver betingelserne (1.85) ikke
mulighed for nogen entydig bestemmelse af udviklingskoefficien-

terne ™0 i9ke ! og kendskab til relaxationsfunktionen R, sz( ) gi-
ver altsd pd denne baggrund i almlndellghed ikke mulighed for

bestemmelse af den todimensionale funktion B11kl("’)’
*)

Antages det imidiertid at

nm

Bijke = Pijke Onm (1.87)

s& er betingelserne (1.85) opfyldt hvis og kun hvis

nm 1 .n

. =1 88y
Bijke = 2 Cijk2 mm (1.98)

og dermed

11
1jk

1
N} —
I e~
Q

]
®

£<r,n)

©(1.89)

-Antager vi .den reducerede form (1.82) eller (1.89) for kernen
Bl;kg(-:-): sé Opnas, at den fri energi py og den indre dissi-

-patlonshastlghed At for isoterme forhold kan skrives henholdsvis

.
) Denne antagelse er ensbetydende med opfyldelse af visse betingelser,
som naturligt indgdr i en analyse‘baseret pa modelrepresentation, se
apnendlx D afsnit 5, )
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, - t- ©de,.(n) de, (n)
i_1 o ij k2
PP = 5 ] / Riij(Zt ™n) 3T an dtdn
ot o (1.90)
£t : de. . (1) de,,(n)

i_ 1 : 3 . Eig'T! GEpein
A= g / / 3E Rygke (3t-Tn) —57 an dtdn

: o o= .

(1.91)

De her givne udledninger .af de konstitutive ligninger er baseret

pd den fri energi pwl , som egentlig er en Helmholtz fri energi.
Baseres udledningerne i stedet pd en Gibbs fri energi pml., sa

opnds, som vist i appendix C, de til (1.90) og (1.91) svarende
resultater

t= -
N 1 dcij(r) doy o (n)
peT = - 5 ]- / K, yxg (28-T-n) —37 dn—— dtdn
o= o- - '- , (1.92)
R t- : .
. ‘'do, . (1) do,,(n)
i_ 1. 9 e ij k&
M= /o /o 3 Kijke (287T7M) —gr—— —g—— dtdn
(1.93)
hvor
oot = oyt (1.94)

~ O0..€..
ij 13

og hvor funktionerne K,

1jk2( *+) er krybningsfunktionerne fra den

isoterme teori.
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KAPITEL 2

Modeller og kriterier.

2.1 Det generelle kriterium og revneudbredelsesparadokset.

Vi vil nu betragte et lineart viscoelastisk revneudbredelsespro-

blem, idet vi vil ggre os visse betragtninger vedrgrende .revneud-
bredelseskriteriet for et sidant problem hovedsagelig med udgangs-
punkt i resultaterne fra den tidligere rapport [ 23 1.

- Lad os betragte revnespidsén i'en fastholdt position p& udbredel-
- seskurven K svarende til parametervardien Sq- Analogt til hvad der
gelder for elastiske materialer vil vi antage, at betlngelsen for,

at revnen vil udbrede sig kan skrives pé& formen

F

[\%

P, . (2.1)

hvor F er en parameter, som afh&hger af tilstanden omkring revne-
spidsen, og Ekr'er en materialekonstant -~ en kritisk verdi. Som
vist 1 [ 23] kan tilstanden omkring en revnespids altid beskrives
ved seks parametre, nemlig to spandingsintensitetsfaktorer k of og
fire deformatlonsfaktorer €, 09 dyr o = 1,2, Stgrrelsen F er da
en funktion®) af de 6 revnespidsparametre, og (2.1) kan da skrives

F(ky, cyr d)) 2 Fp ' (2.2)

a o

v

Lad os nu betragte et 51mpelt Apandlngsrandvardlproblem. Vi vil an-
tage, at de’ ydre laste er konstante i tid, at der er tale om et

rent mode I problem, samt at der er tale om et isotropt lineart vi-

scoelastisk materiale, hvor poissons forhold kan regnes konstant
sédledes, at materialet kan beskrives ved en enkelt krybningsfunk-
tion. Revnespidstilstanden kan i dette tilfzlde beskrives fuldstan-

digt ved den aktuelle spandingsintensitetsfaktor k, og en af de to

*) Man kunne ogsa forestille .sig, at F var et funktional af revnespidsparametre-
ne, eller da deformationsparametrene er funktionaler af spendingsintensitets-
faktorerne, blot et funktional af spazndingsintensitetsfaktorerne k , men den-
ne mulighed vil vi se bort fra lige her. )




deformationsfaktorer, som er forskellig fra nul, lad os sige d.
Udbredelseskriteriet har da formen

F(k',d) 2 F.kr ' ‘ . (2.3)

I dette tilfalde‘vil intensitetsfaktoren k vere konstant i tid,
hvorimod deformationsfaktoren d vil vare en stadigt voksende funk-
tion af tiden t, sdlange revnespidsen forbliver i positioneh s = s5,.
Lad os forestille os, at revnespidsen er ankommet til p051t10nen Sg
til tidspunktet t =‘to;

* %
Hvis udbredelseskriteriet (2.3) er opfyldt med ulighedstegn ) til

tldspunktet t = to+, d.v.s.

CF(k,ale, M) > F . (2.4)

sd vil det ogs3 vare opfyldt til t = to+, sdfremt revnen til t = £
var ankommet til en position s i en omegn af Sor ©9 dardeformatiogfr
fakto;en d, som vist i [23 ] er uafhangig af udbredelseshistorien °,
s& vil det altsd betyde, at revnen udbreder sig med hastigheden

v = « omkring positionen s = So* .

Hvis revnen skal kunne udbrede sig med en endelig hastighed omkring
positionen s = so,‘sé betyder dette derfor, at kriteriet (2.3) ikke
md vare opfyldt til tiden t = t0+, men fgrst til et eventpelt sene-
re tidspunkt t1 = to + At, At > 0. D.v.s., at

. ,
FOoae,h) < m (2.5)

F(k,d(to + At)) = Fkr ‘ (2.6)

Dette betyder, at stgrrelsen F md vaere en stadigt voksende funktion
af parameteren d.

Lad os antage, at kriteriet er opfyldt til tidspunktet t1 = to-+At,
og at revnen vil udbrede sig med ‘en endelig hastighed for t > t1
omkring positionen s > So i en omegn af S,- Denne antagelse lader

*) En deformatlonsfaktor d er til et givet tidspunkt t' uafhanglg af udbredel-

) seshistorien inclusive hastigheden til- tidspunktet t', forudsat at udbre-
delseshastigheden v er forskellig fra nul til tidspunktet t = t'-

**) I tilfeldet hvor (2.3) er opfyldt med lighedstegn gzlder et helt tilsvarende
rasonnement idet intensitetsfaktoren k under de givne antagelser altid vil
vare en voksende funktion af s.
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Lad os nu antage, at kriteriet er opfyldt til tidspunktet

t1 = tO + At, og at revnen vil udbrede sig med eﬁ endelig ha-
‘stighed for t > t1 omkring positionen s > So i en omegn af Sge
Denne antagelse leder imidlertid til et paradoks. Hvis nemlig
(2.5) er opfyldt til tidspunktet t = to+’ s& vil det ogsd vare
opfyldt til t = to+’ séfremt revnen til t = to var ankommet til
en position s i en omegn af Sgr ©9 da deformationsfaktoren 4

ikke afhanger af udbredelseshistorien, si vil der s& snart rev-

nen er begyndt at udbrede sig og til tidspunktet t = t1 + 8t be-
finder sig i positionen s = S * §s, 8s > 0, galde at
F(k,d(t1 + 8t)) < Frr , (2.7)

Det vil altsd sige, at blot revnen har lgbet et vilkdrligt 1il-
le stykke 8s > 0, si vil udbredelseskriteriet ikke l®ngere vare
opfyldt.

‘Resultaterne fra den tidligere rapport [23 1 og de overvejelser,
der er gjort her, leder altsd til et paradoks, idet der for ud—‘
bredelsesproblemer af den her betragtede type, &dbenbart kan va-
Ye tilfelde, hvor teorien hverken tillader revnen at vare sta-
‘tionar eller at udbrede sig. ’

2.2 Revnemodeller.

Betragter man udbredelsesproblemer for matematisk skarpe revner
i et lineart viscoelastisk kontinuum, s& ledes man ved hjzlp af
deniinfinitesimale lineszre viscoelasticitetsteori og et gene-
relt udbredelseskriterium af formen (2.1) direkte til det i for-
rige afsnit omtalte revneudbredelsesparadoks. )

Det kan altséd ikke lade sig ggre at etablere en dzkkende teori til
beskrivelse af langsomme revneudbredelsesfanomener pa det oven-
for navnte grundlag alene. Man ma supplere med visse antagelser,
som forbedrer beskrivelsen lige omkring revnespidsen. En s&dan
antagelse eller sat af antagelser kaldes for en revnemodel.

Man kunne forestille sig, at én teori for store deformationer

og tg¢jninger eller momentspandingsteori ville give en beskrivel-
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se, som ville fjerne revneudbredelsésparadoksét. Dette forudsat-
ter imidlertid, at lgsningerne bliver ikke singulare omkring
revnespidsen. Som det er anfgrt i afsnit 3.4 i den tidligere rap-
port [23] , vil disse teorier give singulare lg@gsninger hvis der
er tale om linesrelastisk materiale, og det samme vil derfor
vere tilfzldet hvis der er tale om lineart viscoelastisk mate-
riale. En mere avanceret kontinuummekanisk linear teori vil der=
for ikke give en beskrivelse, som i denne forbindelse kan si-
ges at vare bedre end den beskrivelse der er opndet med den in-
finitesimale teori.

Der er da umiddelbart tre muligheder for valg af revnemodel,"
nemlig ‘ ’

. - antagelse om en éndelig begyndelseskrumningsradius

ved revnespidsen, d.v.s. en andret geometrisk beskri-

velse af revnen.

- antagelse om “flydning"yved revnespidsen, d.v.s. en

@ndret konstitutiv ligning.

-'antagelse om at legemet‘er’rumligt diskretisereﬁ, d.v.s.
en andring i forhold til opfattelsen af et legeme som
et kontinuum. '

Begge de to fgrste antagelser vil give en beskrivelse med ikke
singulazre spandings- og tgjningsfelter ved revnespidsen. Den
fgrste antagelse har sd vidt det vides ikke tidligere dannet
grundlag for en egentlig revneudbredelsesteori for revner i
line®rt viscoelastiske materialer. Den anden antagelse derimod
indg§i~p§en eller anden m&de i de fleste eksisterende teorier
om revneudbredelse i lineart viscoelastiske materialer, se
blandt andet Schapery [14] , McCartney [21] , Wnuk [12] og
Nielsen [18], [22]. ‘

Arbejder man med en teori baseret pd en model med ikke singula-
re spandings- og tgjningsfelter, s& vil det medfgre, at til-
standen omkring revnespidsen vil blive afhangig af udbredelses-

historien. P& denne mide kan problemet med det tidligere om-
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talte revneudbredelsesparadoks undgds, men til gengald bliver

bestemmelsen af at revnespidstiistanden kompliceret, og de ge-

nerelle 1¢sninger, som ér fundet i [23], kan ikke langere benyttes.

Der kan vare tilfalde, hvor en antagelse om flydning ved rev-
'nespidsenvkan vaere ngdvendiggjort af at flydezonen ér stor'i
forhold til problements karakteristiske geometrika, f.eks.
revnelangden. Men med mindre dette er tilfaldef, syhes det
uheldigt at arbejde med en model, som komplicerer analysen af
revnespidstilstanden.

En vigtig kvalitet ved en revnemodel m& derfor vare, at den
tillader en udnyttelse af de generelle lgsninger for revnespids-
tilstanden, som er fundet i [23]. Den sidste model besidder
denne kvalitet. Det antages, at de lineart viscoelastiske sin-
gulazre lgsninger kan benyttes til beskrivelse af revnespidstil—

*
standen, og.at antagelsen om diskretiseret medium ) kun far

betydning ved den kinematiske beskrivelse af revneudbredelsen.

Det antages nemlig, at en eventuel revneudbredelse foregdr i

skridt med en for materialet karakteristisk lzngde §. Herved

opnds,. at revneudbredelsesparadokset ikke langere giver anled-
ning til nogen modstrid, men derimod indgér som en del af model-
len for revneudbredelse. Hvis vi nemlig bétragter det i forri-
ge afsnit omtalte simple revneudbredelsesproblem, og antager,

at revnespidsen har varet stationar et stykke‘tid, men vil

lgbe til tidspunktet to fordi udbredelseskriteriet (2.3) er
opfyldt til dette tidspunkt, s& vil revnen ganske vidst af de
tidligere omtalte grunde g& i std igen til tidspunktet t = t: P
men fgrst efter i henhold til antagelsen om diskretiseret medium,

at have lgbet stykket.§. Her vil revnen std stille et stykke

*) Det skal bemzrkes, at antagelsen diskretiseret medium for det forste
stemmer overens med vores viden om hvordan virkelige materialer er op-
bygget, og for det andet giver mulighed for en meningsfuld tolkning
af de singulare spendings- og tginingsfelter, se diskussionen i afsnit 3.4

i [23]. :
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tid- indtil udbredelseskriteriet eventuelt igen er opfyldt, hvor-
efter den igen vil l@be stykket §, o.s.v.

Antagelsen om diskretiseret medium giver altsd anledning til en

diskontinuert beéskrivelse af udbredeléesforl¢bet. Denne beskri-

velse vil vi kalde modelbeskrivelsen eller modeludbredelsespro-

cessen sm(t). Modeludbredelsesprocessen angiver siledes revne-

spidsens position pd udbredelseskurven ved en trappefunktion af
formen

Sp = Spo * 5-12( Alt-ty) - - (2.8)

hvor {tk} betegner mzngden af de tidspunkter, hvor der sker en
fremrykning af revnen.

. Da de forskellige fysiske stgrrelser, som beskriver tilstanden

i legemet direkte eller indirekte afhanger af revnespidsens po-
sition, s& vil disse fysiske stgrrelser alle vare beskrevet ved
en tidslig variation,der som hovedregel vil have spring i alle
tidspunkter tk . Denne diskdntinuefte beskfi#else kalder vi
tilsvarende for modelbeskrivelsen for de fysiske stgrrelser, som
beskriver tilstanden i legemet.

I virkeligheden, d.v.s. ved udf¢rélsen af forsgg, vil man natur-
ligvis oftest opfatte og beskrive de aktuelle fysiske stgrrel-
Servog bgsé revnelangden, som kontinuérte funktioner af tiden.
Af denne grund definerer vi for en hver fysisk stgrrelse og rev-
nelezngde en makroskopisk beskrivelse ud fra modelbeskrivelsen
ved en hver kontinuert funktion af tiden, .som p& paSSende made

' tilnarmer modelbeskrivelsen for den aktuelle fysiske stgrrelse
eller revnel®ngde, se figur 2.1. .
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Figur 2.1. Den makroskopiske beskrivelse defineres ud
fra modelbeskrivelsen ved en hver kontinuert
funktion af tiden t, som p& passende mdde til-

- n@grmer modelbeskrivelsen.

2.3 Termodynaiiiske betingelser.

Vi vil nu benytte nogle af resultaterne fra de termodynamiske
analyser i kapitel 1.

Vi vil teanke os, at vi ved hjalp af lgsningen i den tidligere
rapport [23] , et"udbredelseskriterium af formen (2.2) og den
sidste af revnemodellerne i det forrige afsnit (antagelsen om
diskretiseret medium) , har bestemt et udbredelsesforlgb for

en revine i et lineart viscoelastisk legeme. Herved har vi des-
uden fastlagt modelbeskrivelsen og en makrobeskrivelse for de

indgdende fysiske storrelser som omtalt i forrige afsnit. Med
mindre andet navnes, refereres der i det fplgende udelukkende
til den makroskopiske beskrivelse for de aktuelle fysiske stgr-
relser.

Vi vil nu betragte en isoterm revneudbredelsesproces som be-

skrevet i afsnit 1.5. Det antages desuden, at der er tale om



et plant.problem. Fglgende betingelser-skal da vere opfyldt,
jvnf. betingelserne (1.66) )

P-K-Y¥-A=0 ' : (2.9)
P-K-¥-30 - (2.10)
Vi vil nu kreve disse betingelser opfyldt for den makroskopiske

beskrivelse , idet vi som-omtalt i afsnit 1.1 vil opfatte de .

totale stgrrelser P , § og A som summen af et indre bidrag og

et ovérfladebidrag.

p=pl 4 p°
y o= yh o4 y© (2.11)
A= at 4 a°

Vi vil desuden gpre den antagelse, at overfladed1551patlonen

"AC er identisk nul, altsd
A° =0 ‘ (2.12)

Under denne antagelse vil det for en hver fast delmengde af en
fysisk overflade galde at p° - ¥° = 0. Derfor m& stgrrelsen

P° - ¥° for et legeme hvori der foregdr en revneudbredelse,

vere proportional med tilvaksthastigheden af fysisk overflade
for det betragtede 1egeme, og hvis revnen udbreder sig med
hastigheden v, fis derfor -

(2.13)

hvor Gk er en materialekonstant. Af dette resultat ses ved

anvendelse af (2.11), at antagelsen (2.12) medf¢rer at betln—
gelserne (2.9) og (2.10) f&r formen

PP~ -pt = v

kr (2.14)
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L]
]
=
]
o
v

v G (2.15)

kr
Da den konstitutive ligning for materialet opfylder betingelsen
At >0, s& ses det, at (2.15) automatisk er 6pfyldt hvis blot
(2.14) er det. Vi kan altsi ngjes med at opfylde betlngelsen
(2.14) .

Lad det betragtede legeme vare defineret over omradet Q i pla-
nen. Omré&det Q og dets rand 32 afhanger da af revneudbredelsen,

d.v.s. at pasitionen so af den betragtede revnespids pd udbre-

delseskurven, altsg Q = Q(s (t)) og 3Q = BQ(so(t)). De enkelte
*
bidrag i {(14) skal nu omskrives *) . af (1.44) Fas
i :
PT - K = ]. w da (2.16)
Q .

Den tidsafledede af den totale fri energi W- er lldt vanskellg
at udregne. For en hver "revne" af endelig bredde og fast. geome-
tri, som udbreder sig med hastigheden v.i materialet, gzlder
imidlertid '

@l = é% / pwi da
. (s, (1)) |
-/ et aa sy [ evtnas (2.17)
A .

hvor n. er den udrettede normal til revneoverfladen, og P er en
kurve, som forl¢ber langs "revnens" overflade fra, et punkt pa
den ene side til et punkt pa den anden side af revnen, se fi-
gur 2.2.

*) Dpe fglgende udledelser mlnder meget om udledelsen af J-integralet for
elastiske legemer, se Rice [8], Hutchinson [10] , eller udledelsen af

J-integralet ivappendix E.
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Figur 2.2, "Revne" af endelig bredde og med
fast spidsgeometri.

)

*
Lad os nu antage at vi analogt til det elastiske tilfalde er

i besiddelse af en bevarelseslov af formen

v gﬁ (p¢" - £) nds =0 : ' (2.18)°

gaeldende for en hver‘lukket kurve I', hvor n er enhédsnormalen
til T, og v er en vilkadrlig fast vektor, s& kan vi specielt
velge T = Fo + Fc , hvor Tc er. en J-formet kurve, som gennem
indre punkter i Q lgber fra et punkt pad den ene side af revnen

til et punkt p& den anden side, se figur 2.2.

Antager vi desuden, at stgrrelsen fn er identisk nul pd revne-

overfladen, sd& fis af (2.18) at

*) Se udledelsen af J-integralet for elastiske materialer i appendix
E, formel (E.6 ). : '
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X/ owigds=f2'/ (oot ~£) nas (2.19)
r
(o4

Den tidsafledede af gt kan da skrives

i [ ot da‘-—y‘f[ (vl -£) nds - (2.20)
Q
I‘c

Da udtrykket under de omtalte antagelser.gazlder for alle "rev-
ner" af endelig bredde, for en hver kurve Tc , som omslutter
enden af "revnen", s& slutter vi heraf, at udtrykket (2.20)
ogsd galder i grznsen for bredden gdende mod nul, og dermed
ogsd for en skarp revne; se Rice [24].

Den tidsafledede af Wi kan altsd@ under de gjorte antagelser
skrives pa formen (2.20) , hvor rc er'én J-formet kurve, som
gennem indre punkter i Q lgber fra et punkt pd den ene side
af revnen til et punkt pd den anden side, se figur 2.3.

Indsattes (2.16) og (2.20) i betingelsen (2.14) fas idet vi
skriver

Figur 2.3. Kurven Tc .
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at

kr

Q . T L (2.21)

/ (w - pwi_— Ay da#+ v / ' (pwi - f) nds = v G

Af énergibevarelsessetningen pd lokal form, se 1igning (1.50),

fas,da der en tale om isoterme forhold, at det fgrste integrale
forsvinder. Lad ¢ vere en enhedsvektor i revneudbredelses

retning, ligning (2.21) reduceres da til betingelsen

e - / (ov' - £) nds =g ‘ : (2.22)
r

(o]

Energibevarelsessatningen pd global form kan altsd formuleres

som en betingelse af formen (2.22) forudsat, at det kan antages,
at der ikke sker dissipation pd legemets overflade, og forudsat
der kan formulerés‘en bevarelseslov af formen (2.18) ‘hvor stgr-

relsen £ er nul pd revneranden.

. Det er imidlertid under alle omstandigheder et sp¢rgsmél hvor-
dan betingelsen (2.22) skal fortolkes under en antagelse om

diskretiseret medium. Betingelsen er udledt for en makroskopisk
beskrivelse, men udgangspunktet under antagelse af diskretise-
ret medium vil altid vare en modelbeskrivelse, ud fra hvilken
‘der kan defineres en mengde makrobeskrivelser. Det er derfor et -

spprgsmdl hvilken af de forskellige makrobeskrivelser, som man
i en given situation skal indsatte i betingelsen (2.22).

Lad os antage, at revnen i modelbeskfiveisen er ankommet til
positionen_so til tidspunktet t = tO . Lad os endvidere anta-
~ ge, at der sker en fremrykning af revnen til tidspunktet t1 .
At krave (2.22) opfyldt for en vilkarlig makrobeskrivelse vil-
le vere ensbetydende med at indsatte modelbeskrivelsen pwi(t) ,
Fm(t) i betingelsen (2.22) for vilkdrlige t € ]tO S t1[ . Da
fremrykningen af revnen i modelbeskrivelsen jo imidlertid sker

til tidspunktet t = t1 , synes det sammenholdt med den fysiske'
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betydning af det sidste led i (2.17) at vare det rimeligste
at krave betingelsen (2.22) opfyldt for stgrrelserne pwi ’

fm i modelbeskrivelsen bestemt til et tidspunkt umiddelbart
fgr en fremrykning af revnen, d.v.s. at krave (2.22) opfyldt
for ste¢rrelserne p¢$(t;) og fm(t;) - Det er i hvert fald sé&-
dan vi i det fglgende vil fortolke betingelsen (2.22), blandt
“andet ogsd fordi, at det er denne fortolkning, som giver de
fornuftigste resultater i den sidste ende.

2.4. Forskelliée get pd revneudbredelseskriteriet.

Lad os fgrst betragte et simpelt enkeltmodeproblem med balan-

ceret krybning, d.v.s. med konstant poissonforhold. I ‘dette

tilfelde beskrives revnespidstilstanden fuldstandigt ved span-

dingsintensitetsfaktoren k og den ene af deformationsfunktioner-
ne , lad os sige d. ‘ .

Vi kan da i dette tilfazlde angive nogle gat for funktionen F ,
jvnf. udtrykket (2.3), ganske enkelt som simple ' funktioner

*
af k og d, som er stadigt voksende ) i d, f.eks.

F(k,d)

|
o7

F(k,d) ka ) (2.23)

F(k,d) = k% + ad?

r?>d

For problemer hvor man m& benytte alle 6 revnespidsparametre
til beskrivelse af revnespidstilstanden, er det svarere og pé
grund af de mange kombinationsmulighéder nindre relevant uden
- videre at angive simple gat for funktionen F.

*¥) Det er tidligere vist, at F i dette tilfzlde mi vare en stadigt vok-
sende funktion af d, se diskussionen omkring udtrykkene (2.4) til
(2.6). ’ L




- 37 -

Der er imidlertid en vis tendens i litteraturen til at lagge
mest vagt pd de kriterier, som kan formuleres ved hjalp af
Vejuafhengige integraler. Et s&dant kan bl.a. formuleres ved

hjelp af en bevarelseslov, som er fremsat af Gurtin. Bevarelses-

loven kan enten baseres pi foldninger, og udledés som gjort af
af Gurtin i [15] , eller p& laplacetransformation som i det
fplgende. Andre bevarelseslove kan ogsd defineres, se Budianski
and Rice [11] . ' ‘

For lineart elastiske materialer gelder,som det er vist i appen-
dix E,f¢1gende bevarelseslov for plane problemer

/l - ' ) = 24)
e (}g \Z 945 €13 Mk = Uy, Ogg ny) 95 =0 »(2. 4)
. T .
*.

hvor T er en lukket kurve, som forlgber inden for det omrade
over hvilket det plane problem.er defineret, og hvor n er enheds-

normalen til I'. Viektoren e er en vilk8rlig enhedsvektor.

Af korrespondensprincippet, .se [23] , f8s da umiddelbart, at der

- for et lineart viscoelastisk materiale tilsvarende galder beva-
-relseslovén

1 % % . % _
e 4; <7 935 €i§ Pk T Uik 91 nj)’ds =0 (2.25)
T

*
hvor Gij , eij
viscoelastiske lgsning, d.v.s. f.eks.

* .
og u, angiver den laplacetransformerede lineart

* . .
O'ij = @ Uij . (2.26)
tp - '

hvor ,5? er laplacetrahsformationen. Som anfgrt af Gurtin i

<[15] betyder bevarelsesloven (2.25), at der for en stationer

revne. kan defineres fglgénde integrale

1 * %k A %* *
3 0i4 .0 0y — U Oy Py ds - (2.27)
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som er uvafhengigt af kurven Fc som omslutter revnespidsen, og
lgber fra et punkt pd den ene side til et punkt p& den anden
side af revnen. Vektoren ¢ er er en enhedsvektor som angiver
retningen for en eventuel revneudbredelse langs den glatte ud-

bredelseskurve K, se figur 2.4.

Figur 2.4. Det vejuafhengige integrale I er et kurveintegrale
langs kurven Yc .

Det vejuafhangige integrale I som angivet i (2.27) kan analogt

til J~integralet udregnes til

* * . -
°* - Tk, a (2.28)

[ ko (£-T) (1) dr \ (2.29)
. A
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Punktionen I(t) eller en hvilken som helst af den afledede

t_ N
m : : md (1) -
™) = L% = 2 /' k (eem) L8 " ar (2.30)
at o- dt
-m' = 1,2,..., kan da bruges som udgangspunkt for formulering af

et udbredelseskriterium , som kan gives formen

m.

™) = L, o m=0,1,2,... (2.31)

"hvor Izr er en kritisk verdi. Begrundelseh for at foresld@ net-
op disse kriterier er egentlig kun, at de har deres oprindelse

i et vejuafhzngigigt integrale , som har en vis lighed méd J-
integralet kendt fra den elastiske teori. Det bemzrkes i-¢gvrigt,
at stgrrelserne ™ i dette tilfelde er funktionaler af revnespids-—

parametrene ka og du og ikke blot funktioner af disse, som an-
taget i afsnit 2.1. '

Det er pa grund af funktionalformen for kriterierne (2.31) klart,
at disse kun kan baseres p& modelbeskrivelsen og ikke pd nogen
makrobeskrivelse. For de ¢gvrige kriterier af funktionsform kan
man derimod opfatte kriteriet enten som et kriterium for model-
beskrivelsen eller for den makroheskrivelse, som er sammenfal-

dende med modelbeskrivelsen umiddelbart fg¢r en fremrykning af
revnen. .

Der er i'det foregdende angivet nogle ganské f4 gat pd formen af
udbredelseskriteriet. Der kan naturligvis angives mange flere

og sikkert ogsd bedre get end de her angivne, og det overlades
til laseren selv at ggre listen langere. For visse materialer

og for visse belastningstilfzlde, kan det ene kriterium'vare

at foretrakke, i andre tilfalde et andet.

5

Til sidst skal det bemarkes, at man formelt md stille det krav
til et udbredelseskrlterlum for revner i lineart v1scoe1astlske
materialer, at det giver det samme som Griffith's kriterium ved
_anvendelse pd lineart elastiske materialer. Detté krav kan

opfyldes af alle de i (2.23) angivne forslag ved anvendelse pa
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enkeltmodeproblemer, Wen af kriterierné (2.31) anvendt p& gen-
nerelle problemer, kun for m = 1. Vi ledes herved til at kon-
kludere, at det bedste gat pd udbredelseskriteriet for det gen-
nerelle tilfzlde er '

-

_ ) d da(T) 1

. / ~ka(t“T) T dt = Fkr . ) . (2.32)
o-

eller inspireret heraf og idet vi generaliserer det andet kri-

terium i (2.23)
k,d, =F » , (2.33)

Kriterierne (2.32) og (2.33) ses i ¢vrigt at vaere ensbetydende

for rene spandingsrandvaerdiproblemer med konstante ydre laste.

© 2.5. Udbredelseskriterier baseret pd opfyldelse af de

termodynamiske betingelser.

I dette afsnit vil vi formulere nogle udbredelseskriteriet for
revneproblemer i isotropt lineart viscoelastiske legemer base-

~ret}pé opfyldelse af de termodynamiske betingelser, som er omtalt.
i afsnit 2.3. '

Det er her vist, at de termodynamiske betingelser er tilfreds-
stillet hvis det betragtede.plane revneudbredelsesproblem op-

fylder ligningen

e[ wt-opas=c

T
c

r (2.34)

hvor e er en enhedsvektor i revneudbredelsesretningen, og Fc
_er en kurve, som omslutter revnespidsen, forudsat at visse be-

)

* " .
‘tingelser er opfyldt, bl.a. at der kan defineres en bevarel-

seslov af formen

~ *) betingelserne er omtalt i detaljer i afsnit 2.3.
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~

v - 4} (v - £) nds = o0 ©(2.35)
g

. geldende for en hver vekfor v og en hver lukket kurve [, som
forlgber inden for det omrdde i planen, over hvilket problemet
~ er defineret.

Som-omtalt i afsnit 2.3, vil vi krave betingelsen (2.34) opfyldt
for den makrobeskrivelse , som er sammenfaldende med modelbe-—

skrivelsen umiddelbart fgr en fremrykning af revnen. Dette be-
tyder, at vi lige s& godt kan krave betingelsen (2.34) opfyldt
for modelbeskrivelsen, og da det er det simpleste i dette til-
fzlde, vil vi i det fglgende udelukkende arbejde med denne.

Vi betragter nu en revne, som til tiden t = 0 er ankommet til po-

sitionen s = So pa den glatte udbredelseskurve K. Vi vil s&

ved at indsatte modelbeskrivelsen for de i (2.34) indg8ende stgxr-~
relser undersgge hvilke revnespidstilstande, som opfylder (2.34),
og dermed hvilke tilstande, som i henhold til (2.34) kan give
anledning til en fremrykning af revnen.

I fgrste omgang vil vi betragte et rent spéndingsrand#ardipro-

blem med konstante ydre laste. I dette tilfzlde kan spandinger-
ne i omegnen om den betragtede revnespids skrives, jvnf. re-

sultaterne i [23]
o] = o
1j(t) cij A(t) (2.36)

hvor A(+) er Heavisides enhedsfunktlon. I omegnen om revnespld—

sen kan den Helmholtz fri energl pw da skrlves, jvnf, llgnlngen
(1.92) og (1.94).

ey

i_-o o _1 o o
Py~ = °ij Ok s Kijkl(t) 5 Oij Oy K (2t) (2.37)

ijke

Af Gurtins bevarelseslov (2.25) f&s umiddelbart at

(160 W% n)as =0 (2.38)
ek,qi Z %3 %13 Mk T Y4,k %13 Py) 987 .



og dermed

1. 0 : : o A
(5 Gij Eij n, uijk cij nj) Qs =0 (2.39)

o
o
o

Heraf ses, at der i dette tilfazlde kan formuleres en bevarel-

sesiov som lyder

e 9{} (pv™ my = £ 0 ) ds =0 (2.40)
r
_ \y O . '
hvor fkj(t) = (Zui'k(t)_— Zuirk(t))cij (2.41)

For spandingsrandvardiproblemer med konstante ydre laste kan der

alts8 uden videre formuleres en bevarelseslov af formen (2.35).
Ligningen (2.34) kan da opfattes som en udbredelsesbetingelse,

som i dette tilfalde f£far formen
i ~ .
e}‘< / (p¥™ my - £,.5 n) ds = G . (2.42)
T

Dette integrale kan helt analogt til J-integralet for elastiske
materialer, se appendix E, udtrykkes ved intensitetsfaktorerne

ka = kZA(t)-og deformationsfaktorerne'da = du(t)' Udtrykket

(2.42) kan da omskrives til

o . . _ 2 ‘
ku(Zda(t)‘- aa(2t)) = Gkr o (2.43)

“Dette er altsd det udbredelseskriterium, man kommer til for rene

spandingsrandverdiproblemer med konstante ydre laste, hvis man
forlanger, at udbredelsesprocessen skal opfylde de termodynamiske
betingelser. Det ses let, at det elastiske tilfelde (Griffith's
kriterium) fremkommer som et specialtilfelde af (2.43). Desuden
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kan det ogs& let indses, at tilfazlde med rent viscos opfgrsel,
eller bide en viscos og elastisk opfgrsel, d.v.s. hvis &a er

konstant for alle t > 0 , se figur 2.5, ifglge kriteriet (2.43)

aldrig kan give anledning til langsom revneudbredelse.

Ady(t)

Y

Figur 2.5. Hvis é@ er konstant for alle t > O kan
kriteriet (2.43) ikke give anledning til
~ langsom revneudbredelse.

For spandingsrandvardiproblemer med varierende ydre laste og for
flytningsrandvardiproblemer eller blandede randverdiproblemer,
vil spandingsintensitetsfaktorerne generelt vere tidsafhengige
vfor t >0 , og kriteriet (2.43) kan derfor i princippet ikke an-
vendes pi sidanne problemer. I mange tilfelde vil det imidlertid
- vere sidan, at intensitetsfaktoren kun @ndrer sig forsvindende

1idt i 1lgbet af det tidsrum, revnen stdr stille i en given po-
sition, og kriteriet (2.43) vil derfor i disse tilfalde.med god
tilnarmelse vere ensbetydende med opfyldelse af de termodynamiske
betingelser.

For flytningsrandverdiproblemer og blandende prbblemer hvor der
mi tages hensyn til andringer af intensitetsfaktorerne i lgbet
af det tidsrum, revnen stdr stille i en given position, skal der
i det fglgende gives to udtryk, som hvis visse betingelser er
opfyldt,med god tilnzrmelse er ensbetydende med en tilfredsstil-
lelse af de termodynamiske betingelser.
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Det vil for flytningsrandvardiproblemer og blandede problemer

som oftest vere sidan, at spaﬁdingsintensitetsfaktorerne har

. * .
-et spring til tiden ) t = 0 , og derefter numerisk set er sta-
digt aftagende'at t , d.v.s. udviser et relaxdationsforlgb som

skitseret i figur 2.6. -

A k)

Y

Figur 2.6. Typisk tidsligt forlgb for
spendingsintensitetsfaktorerne ka .

Under antagelse af en sddan tidslig variation af spandingsinten-

sitetsfaktorerne er udtrykket

? _-1 o [o R T
Wolt) = 3 055 g Kyjxe (20)
° .
- oijckz(t) (Kiij(Zt) - Kijkz(t)) (2.44)
hvor ¢°, = oi.(0+) , en ¢ervardi for den Helmholtz fri energi

pwi(t) , se appendix F.

-Hvis en gvrevaerdi som Wg skal udnyttes til formulering af et ud-

*)
Det antages som tidligeré, at revnen ankommer til den betragtede position

pa udbredelseskurven til tiden t = O .
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bredelseskriterium af formen (2.34) , s& kraver det bl.a. at
hvert led i udtrykket for wg
spendingsfelt og det dertil hgrende tgjningsfelt. Vi modificerer

dexrfor udtrykket (2.44) ved at indfgre

kan skrives som et produkt af et

vo;j = 0550w , (2.45)
o  eri(t) =H ..., Of, A(t)
1] ijke "k
= U;z K ke (B (2.46)
“se figur 2.6 . Vi definerer da stgrrelsen

Wg(t) = % cgj op e K; 5pp (26) -
= 9315 g (KijkzFZt) - Kijkg(t’)
=3 0% eg;(2t) - o, (e;;(Zt) - e;;(t)) (247

som for alle t < T'pryldef
W o< w? o ’ (2.48)

2="3

og dermed er en gvrevaerdi for den fri energi p¢l .

A

kqlt)

y,_ki
——t——

T t

Figur 2.7. Bestemmelse af starrelserne_k; .
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1
Lad'u; vere det til spandingerne U;j svarende flytningsfelt.
Der kan da ‘analogt til (2.40) ved hjalp af Gurtins bevarelseslov
(2.25) formuleres bevarelsesloven

¢ _ .83 N
Vi Sé <w3 e - £ nj> ds = 0 (2.49)
. .
hvor
3 _ of L o _ o oLt \ T
£i3 = Uy, (28) o5y - 2 (ui,k(_zt) Uy (8)) 054 (2.50)

og dermed pé& grundlag heraf analogt til (2.42) formuleres fgl-
gende kriterium

6 _ .93 _
Ly [ (w3 ny - 1] nj> ds = G, _ (2.51)
To
som analogt til (2.43) kan udfegnes til

o .o T f.T" T _ 2
ka da‘(Zt) - 2ka \da (2t) - da (t)) = G (2.52)

, .
hvor k; ='ka(T) og hvor d; (t) er de til spandingsintensitets-
faktorerne k;A(t) svarende deformationsfaktorer.

P4 ganske tilsvarende m&de kan der p& grundlag af den i appendix

F angivne nedrevardi for den fri energi formuleres fglgende kri-
terium

T
o

ENINEN

G s B < T . (2.53)

T! T! _
-k (Zdu §2t) - da (2t)) = -
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Det ses let som en kontrol, at bade (2.52) og (2.53) giver det

samme som (2.43) i tilfalde af konstante spandinger.

N&r man i et givet tilfzlde benytter et af tilnarmelseskriteri-
erne (2.52) eller (2.53) til bestemmelse af i hvor lang fid

At revnen stadr stille i en given position p& udbredelseskurven,
er det klart, at parameteren T , for at f£& den bedst mulige
‘tilnermelse, bgr velges sd den ligger sd tat som muligt pd lgs-
ningen At . Dette kan i praksis ggres ved at.regne om &n eller
to gange. ' '
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APPENDIX A

Udregning af P - K

Givet et legeme B, og et indreé dellegeme ABt heraf, som til
tiden t er defineret over omradet AQt‘med randen BAQt. Der gazlder

da, se ligningerne (1.3), (1.4)vog (1.20).

P-K-= / ;é-ggda-l—/ p-'}é-gdv—(%/ pxzdv).

BAQt" A AQt : (a.1)
Vi kan tznke os en hver kontinuummekanisk st@grrelse ¢ angivet i
det materielle billede eller i det rumlige billede (Eulerbille-
det), sdledes at f.eks.

© = F(X,t) , X€ AB"
eller
e = f£(x,t) -, X€ AQ
Vi har da .
(/ Dtodv)". =(/ ao'dm‘)' = / © dm - / o pdv
a9, - st a8t e a2

Anvender vi dette pd det sidste led i (A.1) fés

(%/ p}lzdv>.=[ p;:g-::{:‘dv ' (A.3)
.Aﬂt Aﬂt

Indsattes dette samt impulsmomentsatningen

px =divT + p b ' ‘ (A.4)

~
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I (A.1) fas

pi _ k=[ E-Egda+/ pg-gdv—/ X+ (divT + pb)dv

200, A9, A9,
=[ X+ Tnda -/ Xediv T dv - (A.5)
200, a9,

Vi f&r nu brug for identiteten, se Truesdell [ 17 1, app. II:

div(g 5) = x +div ET + tr (T grad 5) ' (A.6)

hvor grad x er den rumlige hastighedsgradient. Af Cauchy-Stokes
dekompositionsteorien, se Truesdell ['5 1, [ 17 ] eller Wang &
Truesdell [ 13 ], ' C

grad x = D + 9 ‘ : (A.7)

"hvor D er strakningstensoren og W er spintensoren fés da

tr (T grad x)= tr(T(D + ¥)) = tr(T D) (a.8)

Det sidste fglger bl.a. af, at T og D er symmetriske tensorer,
medens W er skav. Indsattes (A.6) og (A.8) i (A.5), s& fis umid-
delbart ved anvendelse af divergenssatningen, at

pt -‘1'<=/ w dv (2.9)
hvor

w = tr(T D) (A.10)
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APPENDIKS B

Reprasentation af linear fysisk betingelse.

B.1 Historier

Restriktionen af en funktion f£(t1) til tider 1 ikke stgrre end
tiden t . kaldes historien af f op til tiden t. Historien beteg-
nes ft(s) og er defineret ved

£5(s) = £(t - ) , s €[0;%] (B.1)
Tidspunktet t tznkes fastholdt. I mekanikken spiller historier

-en fremtradende rolle, fordi det er det forgangne og det ¢gjeblikke- -

lige, der bestemmer, hvad der skal ske . i fremtiden.

B.2 Riesz's reprasentationssatning

Lad stg¢rrelsen g vare et begraznset lineart funktional af funktio-
nen f(x) , x€l[a;bl , .

g =G{f(x)} (B.2)

Riesz' reprasentationssatning, se Riesz og Nagy [25] , siger da,

at det lineare funktional altid kan reprasenteres af et Riemann-
- Stieltjes integral

g = / f(x)gyiéldx ] : : (B.3)"

hvor funktionen w er begranset i [a;bl

B.3 Reprasentation af lineare fysiske betingelser

Lad os nu betragte to kontinuummekaniske stgrrelser f og g . Vi
vil nu udlede den konstitutive ligning for g's afhangighed af f,

i-det tilfzlde at denne antages at vere linear.
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Vi antager nu, at stgrrelsen g er et line®rt funktional af histo-
rien ft(s) , s€[0;[ , altsd

-g(t) = clitt(s)} , s €[0;[ (B.4)

Af Riesz's reprasentationssatning fés da

/ £t (s) d,—w‘—:—)—ds

g(t) = 3
0
t
=/ C£(t-s) (—i%ds : (B.5)
0

Det vil ofte vare sddan, at g(t) er et lineart funktional af den
fofgangne historie f:(s) = ft(s) for s €]0;»[ og en funktion af
den ¢gjeblikkelige vardi £(t) . I dette tilfalde f&s, hvis afhen-
gigheden skal vare linear,

©

- _ dw(s) .
g(t) = wf(t) + / , flems) Fhas (B.6)
ot :

Ved partial integration og ved substitutionen <t = t-s f£&s af
(B.6), idet vi antager, at lim f(t) = 0

tr=-
. - _
9(e) = wef(e) - wHE®) + [ wien Ehar (B.7)
Ved at definere
A(t) = w(t) +w, - w(0") (B.8)

0

f8s da
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git) = f £(t) .
-
=/ Al - 1) GECD) 4 (B.9)
dt
Hvis £(t) opfylder kravet
f(t) = 0 for alle t<0 ' (B.10)
s& fés
g(t) = f £(t)
-
=/ At - 1) El%‘f—)dw L (B.11)

‘NOBeratoren & kaldes en stieltjesfoldning med kernen A(e+). Vi

har hermed vist, at enhver linear konstitutiv relation mellem to
kontinuummekaniske stgrrelser f og g kan udtrykkes ved en stiel-
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APPENDIX C

Udledelse af de konstltutlve ligninger for lineart v1scoelastlsk
materiale baseret pa Gibbs fri energi.

.Vl definerer Gibbs fri energi pw -ud fra Helmholtz fri energl pw
og de infinitesimale spandinger og tgjninger ved

= oul _ , :
pe~T = pyY O35 €43 (C.1)

Udledelsen af de konstitutive ligninger'baseres nu p& Gibbs fri
energi, idet vi fglger idéerne fra udledelsen baseret pa Helmholtz
fri energi i afsnit 1.6. Udledelsen baseret pé& Gibbs fri energi
svarer i ¢vrigt til den som er foretaget af Christensen i [16].

Den eneste sarlige forskel fra udledelsen i afsnit 1.6 er, at vi
her antager, at Gibbs fri energi pwl(t) er et funktiOnal af tempe-
raturafvigelseshistorien gt(s) og spandingshistorien 0 (s),

s€ [0; =f.

Det til (1. 70) svarende udtryk for Gibbs fr1 energi er da

t- t- .
iy 1 35T 4 2 d (1) .
P (t) = / Cij(t-T) -TTl—— dt +/ C (th) —-g:l;——d't +
o~ : o= .
: do,.(t) 4do,_.(n
ij kl.
+ / / ljkl(t t,t-n) it an dt dn +
tr b a (1)
12,, %3'" a ¢
+ /. / Dij(t T,t-n). T an dt dn +
o -
- t-
+ / / D22(§-T,t-—n) §~§%Il Q_%%HL dt dn (C.2)
o-

Indsattes definitionen (C.1) i den reducerede digsipationsulighed
(1.71) fés :
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(C.3)

Udtrykket (C.2) for den fri energi indszttes nu heri, og helt ana-

logt til udledelsen i afsnit 1.6 f&s der herved betingelserne

: : d o, .(1)
R | 4 11 _ k1T
e35(8) = - Cjy (04) 2[ Dj jx1 (£ = T0.04) S dt +
O-
o a ¢(T)
_ 12 _ (C.4)
/ D;5(04,£ - 7) —— dr ,
o-
t._'
pnt(e) = - c?(o+) - 2,_/ p?2(t -, 04) L L) gr 4
. o-
ha d o, (1)
o, . (T
. 12, _ - ij \
/ pi¥tt-1,00) —H— ar (€.5)
for
samt '
d C1.(t) . 2 .
i3 o_dc ) (C.6)
dt dt )
o9
. h. z,.
>\l+‘l‘li0 (C.7)
eo
hvor Ai er den indre dissipationshastighed givet ved
. - - d o,.(1) d o, (n)
i _ 9 M . _ ij k1l ;
Ale) = / / 5€ Dijp (£ - T/t -n) —3= e dr dn
o-. o=
t- - do, . (1)
_ 9 12, B ij’ " dg (n)
/ / - aE Dij(t T,t-1n) s an dt dn +
o- "o~
- t- .
. 8 22, - dr(r) 4 z(n)
/. / at_D (t=-7t,t-n) 3T an d? dn (C.8)
o= o-
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Ligningerne (C.4) og (C.5) er de konstitutive ligninger for tgj-

ningerne og den indre entropi. Af (C.4) ses, at funktionen
11

Dk

terme teori. Antages svarende til (1,89)

l(t,0+) svarer til krybningsfunktionen K (t) fra den iso{

ijke

11 _ ' ‘
- ZDijkl(T’n) = Kijkl(T-+n) v (C.9)

sd f&s, at Gibbs fri energi pml og den indre dissipationshastig-
hed A' under isoterme forhold kan skrives

3 A d oy (1) dopm)
pe~ (t) == 5 /' / KijkI(Zt-T-n) 35— an dt dn
- e
(C.10)
i P do;5() d oy, )
AT(t) = %‘[ } / '§E.Kijkl(2t<-T -n) T —dn dr dn

o- o=
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APPENDIX D

Udledelse af de termodynamiske konstitutive ligninger for line-

2rt viscoelastjisk materiale v.h.a. modelrepresentation under an-
tagelse af isoterme. forhold.

D.1 [Konstitutive basissat

Lad os for simpelheds skyld-betragte en enakset tilstand beskre-
vet ved sattet (o0,e) bestdende af de to til hinanden svarende
spandings- og tgjningsstgrrelser ¢ = o (t) og € = g(t).

. T
Som omtalt i Brincker.[ 23 ] appendix C ) kan den simple, men
relativt generelle konstitutive sammenhang de to spendings- tgj-

ningsstgrrelser ¢ og € imellem

N . M
L e— ) dn <~ dm
S P, —= o(t) = g —— e(t)
a ™ geh /O at™
n=0 m=0

(D.1)

E P
P(D)o(t) = o(Dre(t) , D =5

opfattes som resultatet af en sammenkobling af et endeligt antal
af de to basisbetingelser

c=Ee, E>0 ' ) (D.2)
= qn de v : :
o=mggr N>0 . (D.3)

Den fgrste basisbetihgelse er betingelsen for et Hookeelement
(fjeder) og beskriver en rent lineagt elastisk opfgrsel, og den
anden er- betingelsen for et Newtonelemeg; (Vadskebremse) og be-
skriver en rent linear viscos opfgrsel.

Spandings—~ og tgjningsrelationen pa relaxatlonsform eller kryb-
ningsform

o(t) =R e(t) , e(t) =H o(t) . (D.4)

*) Sammenkobllngsregler mekaniske modeller m.v. for de simple fysiske betin-
gelser er omtalt her.
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- hvor 3@ og H er Stieljes foldninger med kernerne R (¢) h.h.v.

K (+) fastlagges ved bestemmelse af kernerne som lgsning til dif-

ferentialligningerne

P(ZP)R (t) = Q(D)a(t)

(D.5)

]

P(D) A(t) = Q(D)IK(t)

hvor‘A(') er HeaVisides enhedsfunktion.

Energibevarelsessatningen og den reducerede dissipationsulighed

pa lokal form og under antagelse af isoterme forhold findes af
ligningerne (1.50), (1.14) og (1.59), samt (1.53) til

p@i + A = g¢ ' (D.6)

A =oe - oot >0 , (D.7)

Vi vil antage, at det for en Hookebetingeise (D.2) galder, at
dissipationshastigheden ) er identisk med nul. Hermed fis det
fuldstendige basiss®t af termodynamiske konstitutive ligninger
for Hookebetingelsen under isoterme forhold »

c =Ee , E >0
Pyt = yoe ; (D.8)
A=o0

Tilsvarende fis for Newtonbetingelsen, idet déet her antages, at
den den Helmholtz fri energi py» er identisk nul

pYT = 0 : (D.9)

Det ses let, at de to basissat (D.8) og (D.9) altid opfylder ener-
gibevarelsessatningen og dissipationsmuligheden (D.6) og (D.7).
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I de naste to afsnit vil vi under antagelse af isoterme forhold
udlede de konstitutive ligninger for den fri energi og dissipa-
tionshastigheden for et materiale hvis spandings- tgjningsrela-
tion kan opfattes som dannet ved sammenkobling af et endeligt
antal basiselementer. I det fgrste afsnit tdges der udéangspunkt
~i en parallelkobling af Maxwellbetingelser, og i det naste i en

seriekobling af Relvinbetingelser. Udledelsen fglger stort set

tankegangen i Staverman og Schwartzl's originale artikel [ 2 ].

D.2. Parallelkobling af Maxwellbetingelser

“En Maxwellbetihgelse er en seriekobling af basisbetihgelserne
'(D.8) og (D.9), og det konstitutive sat findes let til

g + g = ¢

&=

oyt = & ' _ (D.10)

A =4
n

Maxwellbetingelsens relaxationsfunkfion er

R(E) =E e aqe) , u = % ‘ . man

Vi vil nu udlede de konstitutive ligninger for en parallelkobling

af et endeligt antal Maxwellelementer. Vi vil anﬁage, at der er
tale om et faststof, hvorfor vi vil antage, at en af viscosite--
terne er uendelig, se fig. :D.1.

Figur D.1. Mekanisk model af parallelkobling
Jaf N+1'Maxwellelemgnter.
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Vi betragter da en parallelkobling af betingelserne

Oo = Eo Eo
2
. o}
i o
b, = 3E
o
Ao =0
o
samt for n = 1,2,+++, N
n n E n n
n n
i %
UL = o
n 2En
An = 1 g2
T

Spandings~- tgjningsrelationen er

o(t) = Re(t)
'.hvor
N
R(t) = Ej A(t) + 3 R (t)
: n=1
. N E
=E_ + E e'”nt)A(t) ;o= 2

Den totale fri energi py~ og den totale dissipationshastighed A

bestemmes ved addition af bidragene fra den enkelte
'menter, og der féas '

[N}

. N o
1 2 n
PYT = XE e* + % 3 B
n=1 n
N F 0 (=) _—u(t-m)
- 2 _ —u, (£=1) ~u (t-n
= %EOE + 5 3 B, / /. e 'n e "'n'
n=1

o= O~

Maxwellele-

de(t) de(n)
dt an

(D.12)

(D.13)

drdn -
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- t-
N.
_ 2 : ~u_(2t-1t-n) de(t) de(n)
= 3E e’ + % / / 12% E e 'n e an dtdn
o- o- :
t- t- - :
=3 R(2t -7 -n) 92l del) 4oqy (D.14)
O~ 0= ’
N c?
A= 3 B
n=1 nn
N g2 =t o
=3 2 [ [ emplen o emdetn) 8 () gran
n=t 'm- o- o~
Yo, 0 (2t-T-n)de (1) de(n)
=3 2z / / E e "n STenge(n EAN) gtdn
et N, ) n dt dn
t- t- .
- - 9 —w—py de(1) de(n) "
= ;5/ / sz R(2t -t -n) S5 G- drdn (D.15)
o= O—

. Det kontrolleres let, at (D.14) og (D.15) tilfredsstiller energi-
_bevarelsessatningen (D.6). '

' D.3  Seriekobling af Kelvinbetingelser '

Ep.Kelvinbetingelse er en parallelkobling af de to basisbetingel-
ser (D.8) og (D.9), og det konstitutive s@t findes let til

oyt = yEc? : ' - (D.18)

Kelvinbetingelsens krybningsfunktion er

K(£) = g(1-e , y=E , o (D.17)
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Vi vil nu udlede de konstitutive ligninger for en seriekobling

‘af et endeligt antal Kelvinelementer. Vi vil antage, at der er

tale om et stof med en begyndelsesvardi for krybningsfunktionen,

som er stgrre end nul, og vi vil derfor antage, at en af visco-

~siteterne er nul, se figur D.2.

Eo. Eq E>

, L5 Ly
Mo =0 M M2

Fig. D.2. Mekanisk model af en seriekobling

af N + 1 Kelvinbetingelser.

Vi betragter altsd en seriekobling af betingelserne

OO = EO e0
2
. o
1 [o]
pY_ =
o 2Eo
Ao =0

g = +
Ene nne

Spandings- tgjningsrelationen er

e(t) =K a(t)

T

M

(D.18)
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. N
1 .
g A(E) + s K ()
o n=1 -
N E_
(1 -t acey . = B ‘
\E > En(1 e 'n )}A(t),un n KD.19)
=1

Den totale fri energi pwl og den totale dissipationshastiéhéd

A bestemmes ved addition af bidragene fra de enkelte Kelvinele-

menter.,

Vi v11 forst bestemme bldraget for det n' te Kelvinelement,
n=1,2,¢

og

oyl =

n

dermed

., N
1 2
zEn En
A (t-1) (t-n), do (1) do(n)
_aTH(t-T _a=u_(t-n), do(t) do(n
ZEn / / (1-e "n 1~-e "n ) 3T an dtdn
o- o- '
o2 © (t-1) do (1)
g _ o -u -t} do(rt
ZEn En [ e 'n Br-Tan dt +
o-
t-  t-
1 “u, (E-7) -p (t-n) do(t) do(n)
_2En / / e "n ) T an drdn
o-
- (t-7), Ao (1) 5.
o - o~ (t-T), do(T
E_ / (1~e "n )———-—dT dt +
T F (2 ), do (1) do (n)
. . __-u t-1T-n o(T o(n
7 [ [ a-eatrm) dgln) doln) g,
o~ O~
N ) do(t) do(n)
- - - ao (1) do(n)
L %/O A Kn(zt T-1) It an dtdn (D.20)
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t- t-
. 2 N N
i_ 9% -y - - m8olt)
oY = P33 + Z_l o oe, s 21 / K (2t-1-n) T
o] n= n= o~ o-
t- t-
: do(t) do(n)
= - % -1 - aoit) aoin)
o € s / /' K(2t-1t-1n) T an drdn
. o= o=
Tilsvarende findes for dissipationshastigheden, idet
: t
: =4 _gy do(1)’
€n = 3t / Kn(t T) It dt
o=
t . .
= 9 ~ =y do(T)
= / 7t Kn(t T) - dt
o~
=1 -p_ (t-1) do(T)
=3 .[ e "'n ar dt
n
o—
at
_ 1 s
)n - n, €n
t t . .
= 1 ~H_(t=T) -u_(t-n) do(t) do(n)
n / / e "n e "'n —ar “an dtdn
o- o- )
t ot
-1 U (2t -1-n) do(t) do(n)
n, / / e "n T an dtdn
o-
A i-nn“_e-un(zt—r—n)-) do (1) do(n)
n, ot 2En ) dt ~ dn
o~ o-

t

1

t
KR e do(t) do(n)
/ 5T Kn(2t T-n) &t an dtdn
- o=

gy

(e}

og dermed

do (n)

an dtdn

(D.21).

(D.22)

dtdn

(D.23)
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N

t t .
. . ) X do (1) do(n)
=% —_— - - ookl SLE A0 U1 ¥
A Y / / 5f Kp(2t -1 -1) =g ar drdn
n=1 o= O-

do(t) do(n)
dt dn

2

5 K(2t -1 -n)

dtdn (D.24)

O'\rf“

T
s
.

Det'kontrolléres ogsd her let, at (D.21) og (D.24) tilfredsstil-

ler energibevarelsess@tningen (D.6).

Gibbs fri energi p(pi er defineret ved
. i .
pe™ = oY - 0-€ (D.25)

og udtrykket for Gibbs fri energi findes da umiddelbart af (D.21)
til

t t

ot = -} / / K(2e -7 -n) G 9T aan (026
- o-

D.4 Generel anisotropi

Udtrykkene for den fri energi og dissipationshastigheden, som i
det forrige afsnit er udledt for enaksede tilsténde, kan relativt
let generaliseres til det tredimensionale tilfalde.

Betragtes den generelle sp@ndings- tgjningsrelation

£ d e, (1)
- _ k1l
oij = / Rijkl(t T) 3T drt
: o-
N t .
d e, ., (1)
_ 0 n -y (t-1) k1l
= Eijkl €11 +~Zi Eijkl / e "n —g7 — 4t (D.27)
n= o-

hvor den ijkl'te relaxationsfunktion Rijkl(.) opfattes som relaxa-
tionsfunktione