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Forord

Denne rapport er den fgrste af en serie p& 3 rapporter om plane
revneudbredelsesproblemer i lineart viscoelastiske materialer.

I rapporten gennemgds de begreber og redskaber, som er ngdvendige
for opbygning af en teori til befegning afvspahdings~ og deforma-
tionstilstande for plane reV¥neudbredelsesproblemer i lineart visco-
elastiske materialer. Teorien forudsatter, at udbredelsesforlgbet
er kendt pé& forhadnd. Grundlaget for en siddan teori bestdr i det
vaesentlige af to hovedelementer, nemlig den lineart elastiske
revnemekanik, og den linezre viscoelasticitetsteori. Disse grund-
elementer kombineres s ved hjalp af det vigtige korrespondens-
princip til en teori, hvoraf spazndings- og tg¢jningsfeltet i legemet
kan bestemmes, og der angives lgsninger for de asymptotiske felter
omkring en revnespids.

Set fra et anvendelsessynspunkt er en teori, som forudsatter et
fuldstendigt kendskab til uabredelsesfori¢bet, ikke s@rlig interes-
sant. Det vil tvartimod ofte vare sddan, at bade revneudbredelsées-—
forlgb og spandings- og deformationstilstanden er ukendt, .og at
det primazrt er revneudbredelsesforlgbet, man ¢gnsker at bestemme.
Set fra et brudmekanisk synspunkt er det udbredelsesforlgbet, som
har stgrst interesse, idet man ud fra dette kan afggre, hvorndr

. man vil betragte legemet som definitivt brudt og dermed ubrugeligt
som barende element. .- ‘

En teori, som forudsaztter kendskab til udbredelsesforlgbet, er derfor
kun et fgrste, men nok s& vigtigt, skridt p& vejen til en fuldstan-
dig teori, som pa grundlag af legemets randbetingelser og begyndel~
sesbetingelser ‘alene kan give bade revneudbredélsesforl¢bet og
legemets indre spandinger og deformationer.

En sadan fuldstandig teori er ikke umiddelbart inden for rakke~-
vidde med de resultater, som er 6pn5et i denne rapport. De resulta-
ter, som er opndet her, mé éuppleres med nogle antagelser. Dels en
antagelse vedrgrende revnespidsens kinematik, eller spandings- og
deformationsforholdene omkring revnespidsen, en sdkaldt revnemodel,
~0g dels et udbredelseskriterium, som er en slags fysisk betingelse
for revneudbredelse. Disse problemer, samt fremlaggelsen af en



fuldstaendig teori, vil blive taget op i de to naste rapporter i
serien.

Emnet revnemekanik for .viscoelastiske materialer kan ikke betegnes
som et egentligt nyt omrdde indenfor revnemekanikken, idet emnet
har varet genstand for en vis interesse helt .siden brudmekanikken
som helhed begyndte at vinde udbredelse for 20-25 &r siden. Emnet
hgr blot varet trangt i baggrunden af andre omrider indenfor brud-
mekanikken, specielt brudteorier for metaller, hvor der tages
hensyn til flydning, tg¢jningshardning, etc.

De senere &r, specielt de: sidste 10 &r, er interessen for emnet
imidlertid steget ganske meget, antagelig p.g.a. en stigende anven-
delse af plaststoffer, hvis brudmekaniske egenskaber ofte beskrives
darligt ved revneteorier, som ikke tager hensyn til materialets
tidsafhangige egenskaber. 0gsd indenfor trazforskningen ha¥ der varet
en stigende interesse for brudmekaniske teorier, som kunne tage hen-
syn til traets krybning, og her igemnem give en beskrivelse af. tras
reducerede styrke ved langtidslast. Noget tilsvarende kunne man
_tenke sig indenfor betonomriddet.

Sluttelig kan man spgrge, om det er ngdvendigt eller rimeligt at
skrive s3 meget og.dog kun nd et s& tilsyneladende lille ‘stykke
vej, som .det er. tilfzldet her. Det er da ogsd sandsynligt, at man
bagefter kan efterrationalisere og-sige, at dette ‘eller hint ikke
behgver at tages med i de grundlaggende overvejelser. Erfaringerne
fra tidligere arbejder om emnet viser imidlertid, at det isar er
onmkring de grundlaggende.principper, at fejl og.usikkerhed om
"}gyldighed af_l¢sninger'o,s.v. opstdr. Det er derfor min egen over-
bevisning, at det der er mest behov for pd nuvarende tidspunkt, er
en omhyggelig undersggelse og fremlagning af grundlaget for en teori
til analyse af revneudbredelsesproblemer, og ikke si meget et lgst
funderet gat pd& hvordan en sddan teori kan se ud - ogsa selv om
flere af de enkelte delelementer i fremstllllngen er omtalt mere
eller mindre fyldestggrende andre steder i litteraturen.

Nar man skal anvende etablerede. omrdder indenfor den teoretiske
faststofmekanik til nye ting, vil der ofte, og det er netop til-
faldet her, vare forudsatninger, som ikke har varet sarlig vigtige
i tidligere anvendelser, men som i den nye anvendelsessituation



spiller en afggrende rolle. Det er selvsagt vigtigt i et s3dant
tilfelde, at f& disse forudsatninger understreget og sat ind i

en helhed, og det er sigtet med denne rapport. Formélet har

veret at understrege de forudsstninger, som knytter sig til anven- .
delse af de klassiske teorier pé& revneudbredelsesproblemer for
lineart viscoelastiske materialer, :og f& disse forudsetninger
placeret i den helhed, som udggr grundlaget for lgsning af s&danne
problemex. ’

Arbejdet med det stof, som ligger til grund for rapporten, er udfgrt
ved Afdelingen for Barende Konstruktioner, DTH, som et llcentlat—
studium med professor Bent Erik Pedersen som faglarer, hvem jeg gerne
vil takke for et godt samarbejde 0g' en god vejledning. Desuden vil
jeg gerne rette en tak til lektor Svend Gravesen, som har bidraget

med rdd og vejledning i forbindelse med visse matematiske;problemer.

Endelig en tak tii'Bente'Kj¢lhede Petersen m.fl. for det omhyggelige
arbejde med maskinskrivningen af manuskriptet, og til Esther Martens,
som har lavet rapportens tegninger.

Lyngby, april 1982

Rune Brincker
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KAPITEL 1.

grundlaggende. begreber.

1.1 Tg¢ininger og spendinger.

Vi betragter et legeme som i referencekonfigurationen er define-
ret over omridet 9 i det 3-dimensionale rum. Der er indlagt et
kartesisk koordinatsystem, og stedvektoren til punkter i referen-
cekonfigurationen er 50 . Lad x betegne stedvektoren til det sam-
me punkt i en deformeret tilstand. Bevégelseshistorien for et
hvert punkt i legemet er da beskrevet ved

o o

Tx(t) = x(x,t) 5 x° €0, t € ], (1.1)

~

hvor t er tiden. Fljtningsvektoren defineres da som

u(e) = x(t) - x°(0 . (1.2)

Benyttes tensornotation idet de latinske indices antager vardi-

erne 1, 2, 3, f&s ved differentation af (1.2) med hensyn til
o

X,
1

u«llj(t) = xilj(t) - (Sij o (1.3)
. ' du,
hvor der er benyttet betegnelsen u,,. = —= og hvor §._. er
173 8x9 1]

Kronecker symbolet. Vi definerer stgrrelsen & ved

e = sup {|u; J(e)]} (1.4)
t,i,j ! :
hvor sup {-} angiver det mindste tal som er stgrre end eller
lig med et hvert element i m@ngden {:} . Vi siger at deformati-
onen er infinitesimal til alle tider t, hvis stgrrelse g << 1.
Safremt dette er tilfaldet defineres den infinitesimale tgijnings-

tensor g(t) med komponenterne sij(t) givet ved



1 \
eij(t) =3 \ui'j(t) + uj’i(t)} (1.5)

Det kan relativt let indses, at den dobbelt indicerede stgrrel-
se eij rent faktisk reprasenterer en tensor. Det ses umiddelbart

at tensoren E er symmetrisk, d.v.s. Eij = Eji .
Hvis der er tale om en infinitesimal deformation, hvilket vi i det
fplgende vil antage er tilfazldet, er det ligegyldigt, om man re-

fererer til-den deformerede tilstand eller referencekonfiguratio-

nen. Vi vil derfor blot skrive f.eks. E = E(x,t) .

Spandingsbegrebet indfgres pd fglgende mide. Lad os. taznke os, at
- vi lagger et glat snit i legemet, s3ledes at dette deles i to
dellegemer. Lad os betragte det ene af de herved fremkomne del-
legemer over omrddet 7 , med den ved snittet frembragte nye over-
flade 9m . Randomr8det 37 er altsi den del af den totale rand

for omradet m for hvilket det galder, at hvert X € 9T er et indre
punkt i omrddet . Lad X € 371 , og lad fladeudsnittet 8T (X)

med arealet 6A beteghne eh omegn af punktet x pd fladen om. .

Lad kraften P vare den resulterende ydre kraft virkende pa over-
fladeudsnittet §m(x) for det betragtede dellegeme over omridet
T. Spandingen g(x) i punktet x pd randen 31 er da defineret ved

' P
olx) = lim (L) (1.6)
sav0 \OA

Lad g(g)vare den udadrettede normal til randen 37 i punktet x .

*
Cauchy's fundamentalsatning )
sorfelt %(x) defineret for alle indre punkter.X € Q , siledes at

siger da, at der eksisterer et ten-

g(x) ='L(x) n(x) ' - (i.7m

Tensoren I = F(x,t) , som kaldes spandingstensoren, og som be-

skriver de indre krafter i legemet er, som man vil forvente, og
som det vises i naste afsnit, en symmetrisk tensor, d.v.s. at der
for de kartesiske komponenter oij galdgr at cij = jS .

*) .. 8e f.eks. Wang.& Truesdell [15].

B

N



Spzndingstensoren er defineret for randpunkter x' € 30 pd fol-

gende made
T(x') = 1lim X(x) ; X € Q (1.8)
EAYS gt =

En grundig omtale af tg¢gjnings- og spandingsbegreberne som de er
defineret her, samt en undersdgelse af tensorernes egenskaber,
er at finde i f.eks.<Sokolnikoff f11] eller Muskhelishvili [7].

1.2 Bevagelsesligninger og sammenhangsbetingelser.

Den Newtonske mekaniks bevagelsesligninger, inpulssatningen og
inpulsmomentsatningen, m& kraves opfyldt for et hvert dellegeme
af det betragtede legeme over oﬁrédét Q. Det kan vises, se
f.eks. Sokolnikoff [11], § 15, at opfyldelse af inpulsmomentsat-
‘‘ningen er ensbetydende med feltligningen ’

IU(x,t) = Z(x,t)
.,vil ' (1.9)
cij(g,t) = cji(gg,t) ;X EQ, t € J-w, ]

'D.v.s. at spandingstensoren I er symmetrisk. Det kan desuden vi-
ses, se f.eks. Sokolnikoff [11] § 15, at opfyldelsen af inpuls-

sa@tningen er ensbetydende med feltligningerne
32
div I(x,t) = o —5 (u(x,t)) - E(x,t) (1.10)
ot
hvor p er legemets massetathed og F er en belastningsintensitet
for belastningen pd legemets indre punkter; LiQning (1.10) kan
ogsa skrives pd komponentform
2

3
Gl],](‘?‘{"t) = ? (ui(z,t) )“-_Fi(’}\(‘,t) 7 ?5 € Q, t € ]—coloo{
A et A (1.11)

Er der tale om et quastistatisk eller statisk problem, d.v.s.

*) vedr. definitionen af divergensen af en tensor, se Truesdell [14]



et problem hvor det for et hvert X € Q og et hvert £t € ] - ;. o
gzlder at

32
p— (u-(z,t)>
atz i
[o28
1

<< 1 (1.12)
3,3&®

s& reduceres (1.10) og (1.11) til ligevagtsligningen
div Lix,t) + E(x,t) =0
eller ) ; (1.13)

cij’j(z,t) + Fi(z,t) =0, X€Q,t €]~o,nf
Sammenhangsbetingelserne ellerxr kompatibilitetsbetingelserne, som
de ogséd kaldes, udtrykker ved betingelser til tgjningskomponen=-
terneveij , at flytningsfeltet skal vare et kontinuert vektor-
felt. Sammenha&ngsbetingelserne kan skrives, se f.eks. Sokolni-
koff [11]

. + .- - - .
f13,%1 F k1,13 T Gix,91 T S41,ix = O (.14

De herved givne, i ialt 81 ligninger reprasenterer imidlertid
kun 6 af hinanden uafhangige betingelsesligninger til tgjnings-
feltet E . ’

1.3 Randbetingelser forvplane problemer.

P& randen af det omrdde over hvilket det betragtede legeme er
defineret, stilles der nogle betingelser til feltstgrrelserne

4 og I . Disse betingelser kaldes problemets randbetingelser.
Lad os antage, at det betrégtede legeme er defineret over et
omrade @ i planen. Vi vil da i det fplgende ggre rede for hvilke
randbetingelser vi vil tillade i et s&dant tilfalde.

De randbetingelser, der kan komme p& tale, kan deles op i tre
forskellige typer, nemlig rene spandingsbetingelser, ogsi kal-



det randbetingelser af 1. art, rene flytningsbetingelser, ogs&
kaldet randbetingelser af 2. art, og sidst en blanding af span- -
dingsbetingelser og flytningsbetingelser, ogsd kaldet blandede
randbetingelser, eller randbetingelser af 3. art.

De rande, dei afgrenser omrddet Q, deles op i et endeligt antal
indbyrdes disjunkte randomrédder, s8ledes at de randbetingelser,
der er defineret over hver?kenkelt randomradde enten er af 1. art,
2. art eller 3. art. Lad 939 be;;qne det k'te randomride over
hvilket et s§§ randbetingelser RT af 1. art er defineret. Et sat
betingelser R™ af 1. art kan skrives

1
R™ : Z(x,t)n(x) = o7 (x,t) , x € 30" , t € ]-w, [ (1.15)

hvor n(x) er den’ udadrettede enhedsnormal til randomr&det

aﬂk , Og o (x t) er et foreskrevet belastningsfelt. Det foreskrev-
ne belastningsfelt kan vere bide singulart og diskontinuert, blot
vil vi forlange, at resultanten af belastningerne over et vil-

kadrligt delomride af BQ skal have en endelig stgrrelse.

Lad nu agk b?teqne det k'te randomride over hvilket et sat rand-
“betingelser Rk af 2. art er defineret. Betingelserne Rk kan
skrives

2k k 2k

R™ & u(x,t) = w(x,t) ;' x € 3", t € J-w,mf (1.16)

hvor gk(g,t) er et foreskrevet flytningsfelt.

I dette tilfalde vil vi krave, at det foreskrevne flytningsfelt
(%,%) er en begraznset og stykkevis kontinuert funktion i

5
X, X € BQk .

3
Lad endelig an betegne det k;te randomrdde over hvilket et
s@t blandede randbetingelser Rk er- defineret. Lad der endvidere
veret givet to stationare enhedsvektorfelter p(x) og v(x) , som

*
for et hvert x € BQk opfylder betingelsen )

*) Normalt vil man formulere problemet si de to enhedsfelter er ortogonale.



~af 2. art.

‘Figur 1.a
Randbetingelser

~af 1. art.

Figur 1.b

Randbetingelser

Figur 1l.c
Randbetingelser

af 3. art.

Figur 1.1. De tre typer randbetingelser.



B(X) + v(x) # 1 v (1.17)

3
Det generelle sat blandede betingelser Rk kan da skrives

3k \ _ k

RT = (Z(x,0)n(x)) » p(x) = o (x,t) | (1.18)

k 2k
uix,t) « wi(x) =u(x,t) , x € 307, t € J-o,[

hvor n(x) er den udadrettede enhedsnormal til aék , O9 Gk(g,t)

og uk(x t) er henholdsvis et foreskrevet skalart belastnings-

felt og flytnlngsfelt Der stilles de samme krav til felterne

0 (x,t) og u (x,t) som til felterne for de rene tllfalde, hen-
holdsvis 1. art og 2. art.

Det er Vlgtlgt at understrege, at vi her mé& antage alle random-
réder 39 ’ BQk ogyBQk statlonare, ligesom vi m& antage enhedsfel-
terne J og v stationazre. Det er imidlertid ngdvendigt at ggre
disse indskrankninger hvis korrespondensprincippet, som det er
formuleret i kapitel 5, skal benyttes som lgsningsmetode.

For randomrader af de tre typer Bék ’ 2k og aék gaelder, at et

eller flere af dem, specielt kan vare blot et enkelt nunkt né
randen af omradet Q .

1.4 Omrddexr, kurver og konturer i planen.

Et omrdde Q i planen beskrives ved de rande st , 1i=20,1...,N,
som afgranser det. En rand er en lukket kurve (kontur), som be-
skrives ved den naturlige parameterfremstilling

st = (xlx = gt} (1.19)

hvor S er en buekoordinat som regnes positiv pd fglgende méide.
Lad X, vere et punkt inden for konturen aQi , og lad 6 betegne
vinklen fra en‘fast retning i planen til wvektoren XX mdlt i
planens positive omlgbsretning. Et gennemlgb langs konturen i
denngs positive geﬁneml¢béretning svarer da til en tilvakst i
vinklen 6 p& 2m .



Vi kan ligeledes vare interesserede i at tale om ikke lukkede
kurver XK' i planen; ogs& disse er beskrevet ved dens naturlige

parameterfremstilling
K" = {x] x = £ (s)} (1.20)

hvor s ogsd her er en buekoordinat. s definerer en positiv gennem-
lgbsretning for kurven.

Ved omegnen D, (%) om punktet x vil vi forstd det cirkulare omréide
afgraznset af en cirkel med radius r centreret i punktet X . En
hver tllstrakkellg lille omegn D af et punkt X pé en kurve, vil
af kurven blive delt i to &bne omrader Det omrade, som ligger

til venstre for kurven ndr denne gennem1¢bes i sin positive gen-
nemlgbsretning, vil vi kalde venstreomegnen om X og betegne D+(§),
det andet omr&de vil vi kalde hgjreomegnen om - X og betegne D—(z).

En kontur 3, som har den egenskab at det for et hvert X € 3R
gelder at )

D (x) <@ ‘ (1.21)

siges at vare en ydre kontur for omrddet . Et omrade kan kun
have &n ydre kontur. Den ydre kontur betegnes som regel 30° eller
blot 3 .

En kontur 32, som har den egenskab, at det for et hvert X € 3Q
gaelder at . ‘ i

D (x) R (1.22)

siges at vare en indre kontur for omr&det Q . Et omr&dé kan
have vilkarligt mange indre konturer. De indre konturer beteg-
nes som réegel BQi y 1 =1,2,0..,N, hvor N er antallet af indre
konturer. )

Der betragtes nu en vilk&rlig &ben eller lukket kurve L i planen.
Kurven er givet ved sin naturlige parameterfremstllllng %, (s) .
Den positive enhedstangentvektor er da




XL
= _ L 1.23
g (s) ds ( )

Figur 1.2. Enhedstangent og enhedsnormal.

Den positive enhedsnormalvektor gn(s) defineres som tvarvekto~

ren til gt(s), se figur 1.2, altsé&
e (s) =& (s) : ‘ (1.24)
~n ~t ! . .

Lad os nu betragte et punkt %o pd kurven I svarende til -parame~
tervaerdien Sq - Vi definerer da fglgende gransevardier

e (s ) = lim e, (s) ; s < s
t'To s+ t o
. ° v (1.25)
9 S T &P e %
o

s&fremt

- +
e lsy) # g.(s)

¢

- +
gt(so) ' st(so) *1
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sé siges kurven L at have et knzk i punktet o -

Lad os betragte et omrdde Q i planen. Arealet af omradet vil
vi betegne

A {9} = / dx1dx2 (1.26)
Q
Lad os endvidere betragte en vilkirlig kontur 3Qi , 1=20,1,...,N

for omriddet Q.

Lad os antage, at konturen 90" har et knzk i punktet Zo € 3ot
svarende til parametervardien S, .- Safremt knzkket pa et i

50 € ’qt er af en sddan art, at der galder at

a{enD_(x,)}
ETD (5 )~ (@m_(z 0¥ | ' (1.27)

lim
r+0

s& siges omrddet Q at have en karv pd randen ot punktet X -

En kerv er altsd lgst formuleret, et i omrddet Q indadg8ende

knzk pa randen aqnt . I modsat fald, d.v.s. hvis (1.27) ikke er

opfyldt, siges omrddet Q at have en udadgdende spids pé& randen
i, o

90~ i punktet X .

En revnespids er en kaerv med et knak pd 180° svérende til at
Tel(s ) + el(s ) = -1
~t'"o Lt '%g (1.28)

"eller til at venstresiden i (1.27) ikke har nogen endelig gran-

severdi.

‘S&fremt der er en revnespids i omrddet Q p& den ydre rand 3%,
siges omrddet at have en overfladerevnespids eller ydre revne-

spids. Hvis der er en revnespids i omrddet Q p& den indre kon-

tur 8t , i =1.2,...,N siges omrddet at have en indre revne-
spids.

Et omr&de kan pd en enkelt ydre eller indre kontur have enten
ingen, en enkelt eller vilkarligt mange revnespidser.

Lad os antage, at omrddet Q har en revnespids i et punkt p& den



ydre eller indre kontur 30" svarende til parametervardien Sqr

som er et indre punkt i parameterintervallet I for ant .

Lad os endvidere antage at der eksisterer et intervalt Iso I

defineret som det stgrste symmetriske interval om sO hvor det

14

for et hvert s € Is 1 S < 8y gelder at der eksisterer et s' € Is

o (e}

s' > So sdledes at

ofsn = gts) ' (1.29)

~

Hvis dette er tilfaldet, altsd hvis intervallet Iso eksisterer,
siges omré&det @ at have en revnhne R p& konturen 30t . ved rev-

nen R forstds kurven
R = {x]|x = gl(s) ; S €I , s <58} S {1.30)

Lad dernu vare to revnespidser ito forskelligefpunkter pé& en

ydre eller indre kontur 3Q svarende til parametervardierne}

So1 ©9 Sgp ©9 lad de hertil svarende ovenfor omtalte interval-

ler Iso1 og ISoz eksistere. Hvls Isol ISoz er identisk med

parameterintervallet for konturen 390~ , s& siges omrédet Q at
i ;

have en simpel revne R pé& konturen 39
de til intervallerne I

. Lad R1 og R2 vaere
so1 ©9 I502 svarende revner, dgp simple
revne R defineres da ved )

R = R, UR2 (1.31)

En revne ligger altsd altid, som det fremgdr af ovenstdende,
oven i en indre eller ydre rand BQi for omrddet 2, og det skal
bemzrkes, at der skelnes mellem selve revnen,givet ved parame-
terfremstillingen for kurven R og den indre eller ydre rand
BQi pé hvilken revnen ligger.

Ovenstdende definition p& hvad vi vil forstd ved en revne, kan
godt afvige fra hvad man andre steder definerer. Det skal s&-
ledes bemerkes, at der i omradet 2 pd konturen st godt kan
vare en revnespids uden at der pd den samme kontur i henhold
til vores definition er tale om nogen revne, se figur 1.3, til-
felde a); ligeledes kan der vare tilfazlde hvor der kan forekom-
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a)

g? rand med

revnespids.

!

b)
et enkelt hul
med speciel

geometyi.

Figur 1.3. Specielle geometrier.

me flytningsdiskontinuiteter langs en kurve L i omradet 9, uden
at dette falder inden for vores definition af hvad vi vil for-
std ved en revne, se figur 1.3, tilfalde b).

Hidtil har vi undladt at tale om muligheden for at randene 30*
forandres i tiden t. Re%ferencekonfigurationen svarer normalt
til t = 0 og betegnes 30", i = 0,1,...,N .

Betragt nu en revne R givet ved sin parameterfremstilling r(s),
s € [501;502] . En revne opfattes altid som en del af en kurve
K givet ved den samme parameterligning x(s), men med et stgrre
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definitionsinterval s € [s #;soa] , alts&

o)
: . Koo Kk .
[501'502] < [so1,s02] (1.32)
hvor endepunkterne SoT og SOE er valgt sdledes at
o N 0 :
(st e U st , a=1,2 (1.33)
i=0

Kurven K's endepunkter ligger altsé begge p& en af reference-
konfigurationens konturer.

Den ene af endepunkterne for parameterintervallet [501;502; ’
lad os sige S,p ¢ Svarer til en revnespids pé en kontur 30

for omradet Q. Vi siger at der er tale om udbredelse af revnen
R ud fra revnespidsen pad konturen Bﬂi langs kurven K safremt
BQi forandres i tiden t p& en sddan mide, at

d So2

ve=—32250 (1.34)

Stedvektoren g(soz(t)) beskriver bevagelsen af den betragtede
revnespids. Revnespidsens hastighed er

d r(s_,(t))
y(t) = ——22 (1.35)
= St(so2) v

Hvis der til et tidspunkt t om stdrrelsen v - revnens fart -
galder at

v =20 (1.36)

siger vi at revnen er stationar og stabil.

Hvis der gazlder at
velo ;v .. I (1.37)

siger vi at revnen udbreder sig stabilt, hvorimod vi vil sige

at udbredelsen er ustabil sdfremt
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V2 Vnax (1.38)

hvor Vipax SF en ikke narmere specificeret maximalt tilladelig
fart.

Hvis revnebevagelsen til et givet tidspunkt t* medfgrer at
soz(t*) = sgz siges den betragtede revnespids at vare blevet
elimineret til tidspunktet t = t* . ‘

Man bemarker i gvrigt, at elimination af en revnespids altid
médf¢rer enten at to konturer smelter sammen til en, og at ahtal—
let af konturer sdledes reduceres med &n, eller ogsd at omradet

2 deles i to helt adskilte omréder.

Sé&fremt det sidste er tilfaldet taler vi om et fuldstandigt brud,
i modsat fald taler vi om et ufuldstandigt brud.
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KAPITEL 2.

Line®r elasticitetsteori.

2.1 Fysisk betingelse for linezrt elastisk materiale.

Den fysiske betingelse for lineart elastisk materiale beskrives
matematisk ved en simpel linear sammenhzng mellem spandingsten-

soren I og tgjningstensoren E, altsd
L=CE ' : (2.1)
hvor C er elasticitetstensoren. P& komponentform £fés

%5 T Cijk1 k1 (2.2)
Lad os antage, at der er.tale om homogent og isotropt materia-
le. Tensoren C er da isotrop, og dens representation kan der-
for beskrives ved kun to af hinanden uafhangige konstanter. C
er desuden i dette tilfalde uvafhangig af stedet. Den :fysiske
betingelse kan da skrives

Qij = 2 eij + Asij Ekk
(2.3)
A

1
€15 = 7m0 %13 T meam O

13%xk

hvor X og u er Lamé konstanterne.Xonstanten i betegnes ogsd
forskydningsmodulen. Ud over konstanterne A og u er det desuden
almindeligt at definere Poissons forhold v , Younrgs modul (ela-
sticitetskoefficienten) E og kompressionsmodulen k givet ved |

- _ A _ n(3x+2u) ' (243
VT 20w ’ E= =55 (2.4)
K = E

3(T-29)

De meste almindelige representationer af den fysiske betingel-
se for isotropt og homogent linezrt elastisk materiale er gi-
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vet ved (2.3), samt fglgende representationer (2.4) og (2.5)

_ E v

%5 = THv <€ij T3y %44 ekk)
(2.4)

€ = li\_) - 2 Y o

ij E "ij ~ E "ij “kk

eller

g = 2u € + |k - 2 ﬁ § €

ij ij 3 ij “kk
2.5

e 2 y ( )
€,. = 4 [of - ————2——-6 [of
ij 2u ij 6uUK ij “kk

2.2 Plane tilstande.

Ved en plan tilstand forstds en tilstand, som kan beskrives

ved en plan teori, alts& en teori i kun to af hinanden uafhan-
gige stedkoordinater. Vi vil kun benytte os af kartesiske
koordinatsystemer, og de to stedkoordinater, lad det vare X409
Xy fastlagger da punkterne i en plan.

I det fglgende antager graske indicis verdierne 1,2. Et lege-
me siges at vare i en plan deformationstilstand eller plan
tginingstilstand over omrddet 9 i x1x2-p1anen, hvis tilstan-

den kan beskrives fuldstandigt ved

u, = u, ()

(2.6)
u(x) =0 ; x €0

Af definitionen (1.5) f@lger da at tgjiningstensoren E har repre-

sentationen
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€19 %12 O]
'{gij} = €y Egy O (2.7)
o 0o o -

og af den fysiske betingelse f.eks. (2.3) ses at spandingsten-
soren I har representationen

991 942 O
{og41 = U319 932 0 (2.8)
C 0 0 033

Af (2.7) og (2.8) ses da at den fysiske betingelse for plan de-
formationstilstand kan skrives

g

aB = 2u EwB + A 6as EYY

= . = = (2.9)
O33 =X €yy 7 093 T 053 =0
Det bemarkes, at (2.6) medfgrer, at alle spandings- og t@¢jnings-

komponenter er uafhangige af X3 . Kontraktiénen-af (2.9) giver

o 2(u+d) € i (2.10)

YY YY

hvoraf £é&s

I W
Ca T 20 % T Tm(pEn) Sag vy

(2.11)
A

33 = 30 vy

Et legeme siges at vare i en plan spandingstilstand over omra-
det Q i x1x2—planen, hvis det for alle X € Q galder at span-
dingstensoren har representationen

%11 %2 ,
{oij} = 051 Opy 0 (2.12)
0 0 0
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og hvor komponenterne GaB er uafhazngige af X3 . Af den fysiske
betingelse ses da, at tgjningstensoren i dette tilfzlde har
reprasentationen

; 611: 212.0 . . K . (2 13)
{eij} = €51 €9y O = _ -

0 0 €33

Komponenterne eas 0g €34 er uafhengige af X3 Af (2.12) og
©(2.13) ses, at den fysiske betingelse for plan spandingstil-

stand kan skrives

_ S S
g T 20 % T WBFZD CaB Tyy-
(2.14)
€ Y S g i €44 = € =0
33 2u(3x+2u) “yy " 713 23
Kontraktionen af (2.14) giver
e - S (2.8
vy T Iy Oyy . : o s ’
hvoraf fas
= 22\
O < 2u €aB + AF2u aaB eyy
(2.16)
€y = - v €
33 A+20 Ty

Af ovenstdende ses det da, at man for begge tilfalde, bade
plan tgjningstilstand og plan spandingstilstand, kan skrive
den fysiske betingelse pd& formen

= , + X8 \
Oap = 2 Fap T A Sup Cyy ; o

- . ’ (2.17
e edlg L%, @1

hvor det for plan deformationstilstand galder
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€11 S1z ‘
{sij} = €91 Epy O : (2.7)
0 0 0

og af den fysiske betingeise f.eks. (2.3) ses at spandingsten-
soren I har representationen

911 %12 O /
cloggt = 9219 %2 0} ; (2.8)
0 [ 033

Af (2.7) og (2.8) ses da at den fysiske betingelse for plan de-
formationstilstand kan skrives

UGB = 2u Eus + A GGBVEYY
_ . _ _ (2.9)
933 A €y 7 Oq3 = 0p3 =0

Det bemarkes, at (2.6) medfgrer, at alle spandings~ og t@jnings-
komponenter er uafhengige af X3 . Kontraktionen af (2.9) giver

OYY = 2(u+A) EYY (2.10)

. hvoraf f&s

I W
CaB T 20 %8 T TN Sas Oyy
(2.11)

. A
°¢. 933 T Iy Yyy

Et legeme siges at vare i en plan spendingstilstand over omré&-

det Q i x1x2—planen, hvis det for alle x € Q gaelder at span-
dingstensoren har representationen

991 %42 O .
{og4) = Oy Opy Of (2.12)
o o o
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og hvor komponenterne 0&8 er uafhengige af X3 . Af den fysiske
betingelse ses da, at tdjningstensoren i dette tilfzlde har
reprasentationen

€11 42 O : 2.13)
{eij} = €y €py O . -
0 0 €

33
Komponenterne eas 0g €45, er uvafhengige af Xq - Af (2.12) og
(2.13) ses, at den fysiske betingelse for plan spandingstil-
stand kan skrives

= I SR
fag = 7 %ap T Z(3iF2m) Cus Tyy
(2.14)
€ = - ———-—)\— (¢ s € = g =0
33 2u(3A+2p) “yy " 713 23
Kontraktionen af (2.14) giver
_ o a2u (2.15)
“yv T mxezny Yyy
hvoraf fas
= 22y
caB = 2u euB + 324 Gas SYY
(2.16)

A

€337 T %vaw Sy

‘Af ovenstdende ses det da, at man for begge tilfalde, biade

plan tgjningstilstand og plan spandingstilstand, kan skrive
den fysiske betingelse pd formen

2u eaB + A GaB SYY ;
- ) 2.17
1 T ( )

€, = 5— -—
k) VY

OOLB

ag ~ 2n Yas

hvor det for plan deformationstilstand gzlder
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A=A o ‘ ' (2.18)

_ A
©9 933 T 20 Oyy

og hvor det for plan spandingstilstand galder at

- _ 2)u ) . :
X = o (2.19)

og €33 = - Xgéﬁ EYY'

Vi har nu set hvordan den ene af feltligningerne, nemlig den
fysiske betingelse, formuleres for de to plane tilfalde. Ogsé&
de gvrige feltligninger, nemlig ligevagtsbetingelserne (1.13)
og sammenh&ngsbetingelserne (1.14) skal modificeres ved over-
gangen til en plan teori. Det indses imidlertid let, at lige-
vagtsligningerne for begge plane tilfalde kan skrives

a8, 8 +F =0 ) (2.20)

hvor det md& forlanges at vblumenkr&fterne F er uafhangige af
X3 samt at F3 = 0 . Ligeledes indses det let, at den eneste
ikke trivielle sammenhangsbetingelse for begge plane tilfalde
er

+ €

€11,22 ¥ €22,11 7 284,12 =0

En nazrmere omtale af de plane tilstande, samt den fysiske bag-
grund for indfgrelsen af disse begreber, er givet i f.eks.
Sokolnikoff, [11].

2.3 Plane lineart elastiske randvardiproblemer.

Betragt et elastisk legeme, som er i en plan tilstand over

)

*
omrédet Qi X X,~planen.

¥) .det betragtede omride kan vare et vilkarligt omride af den i afsnit

1.3 omtalte type.
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Ved et lineart elastisk randvardiproblem over omrddet 0 for-
stds et problem der bestir i at bestemme spendingsfeltet I og
tginingsfeltet E , samt flytningsfeltet u, for visse pd forhi&nd
givne randbetingelser, og volumenkrafter, - ’

Som tidligere navnt, vil vi . se bort fra dynamiske effekter,
desuden vil vi se bort fra temperatureffekter. Vi betragter der-
med hvad man betegner som et plant isotermt lineart elastosta-
tisk randvardiproblem. Problemets feltligninger er da givet ved
(2.17) , (2.20) og (2.21), altsa.

OOLB‘.=' 2u EUB‘ + A 60&8 E_YY - . o {2.22)
%ag,p ¥ Fy =0 : : - (2.23)
€11,22 % €22,11 7 2693,92 = 0 i . (2.24:a)

Hvis Q er et multisammenhangende omrdde, er {2.24.a) imidlertid
ikke tilstrakkeligt til at sikre entydighed af flytningerne.
Der kommer i dette tilfazlde for hvert hul i omridet Q en betin-
gelse af formen

¢d}3='g L (2.24.1b)
r

hvor I' er en lukket kurve som omslutter det betragtede hul.

Problemets randbetingelser antages at vare af formen:

1 1 i,
R: " RVA'R2 A ...AR" A
2 h 2 . 2 M . ‘ .
A R' AR> A L..AR A (2.25)

3 3 3
A R'AR2 A ...ARY

1 2 3
hvor delbetingelserne Rk , Rk,og Rk er givet ved henholdsvis
(1.15) , (1.16) og (1.18).

Hvis randbetingelserne R kun indeholder betingelser af formen.

1

Rk siges der at vere tale om et randvardiproblem af 1. art, .el- -
ler et rent spandingsrandvardiproblem. ?vis randbetingelserne

‘R kun indeholder betingelser af formen Rk , samt homogene span-
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dingsbetingelser, siges der at vare tale om et randvardiproblem
af 2. art, eller et rent flytningsrandvardiproblem . I alle
andre tilfzlde er der tale om et blandet randvardiproblem.

Det kan vises, at et elastisk randverdiproblem af ovennavnte
type altid har en lgsning, og at denne lgsning er entydigt be-
stemt ved (2.22) , (2.23) , (2.24) og (2.25). Der henvises til
elasticitetsteoriens eksistens- og entydighedsbevis, se f.eks.
Sokolnikoff [111 .

2.4 Lgsningens afhehgighed af de fysiske konstanter.

Lad os tankeos, at vi har bestemt lgsningen E(g,t) E g(g,t) ,
u(x,t) til et randvardiproblem af den ovenfor navnte type. Lgs-
ningen vil da ud over at vare en funktion af tid og sted ogsi
afhange af problemets parametre og dermed generelt af de fysis-
ke konstanter, d.v.s.

E‘(i{llt) = E(u r>\l,§lt)

E(%lt) = E(Urxrzrt) (2.26)
ulx,t) = a(u,r,x,t)

Man kan naturligvis ogsd forestille sig afhazngigheden af de
fysiske konstanter udtrykt ved f.eks. E og v , L(x,t) =
Z(E,v,x,t) &ller ved f.eks. y og k , altsd Z(x,t) = L(u,k,%X,t).

Den lineszrelastiske lgsnings afh@ngighed af de fysiske konstan-
ter spiller en afggrende rolle ved anvendelse af korrespondens-
princippet til l¢sning af lineart viscoelastiske randverdipro-
blemer. Specielt interessant - i forbindelse med anvendelse af
korrespondensprincippet - er det tilfalde hvor en feltstgrrelse
er fuldstendig uafhengig af de fysiske konstanter. I denne for-
bindelse skal der ggres opmerksom pd& en vigtig setning fra ela-
sticitetsteorien. Lad der veare givet et elastisk randvardipro-
blem af den i forrige afsnit omtalte type over det multisammen-
hzngende omrade i planen. Der gazlder da fglgende satning:
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|Hvis der er tale om et. rent sp&ndingsrandverdiproblem , hvor

belastningerne p& hver af de indre konturer hver for sig. udggr
et ligevagtssystem, s& vil spandingstensoren L ikke. afhange af
de fysiske konstanter.

Denne satning vil senere komme til at spille. en afggrende rolle
ved anvendelsen af korrespondensprincippet pd lineart viscoela-

.stiske revneudbredelsesproblemer.

Sztningen er bevist i Muskhelishili [7 ] , § 44. Det skal i
gvrigt bemzrkes, at man ikke behgver forlange at belastningerne
p& hver af de indre konturer udggr et ligevagtssystem, det er
tilstrakkeligt at forlange at resultanten er lig med nulvekto-
~ren. Et resulterende moment kan alts3 'godt. tillades.

‘Mushkelishilis bevis er-resultatet af grundige undersggelser af
~visse fundamentale funktionerns struktur, og er siledes ikke
et sarligt direkte bevis af satningeh; Ved hjalpwaf‘enkintegral—
ligningsformulering kan man imidlertid lave &t noget mere di-

rekte og overskueligt bevis. Et s8dant er givet i appendix A.
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KAPITEL 3,

Lineart elastisk revnemekanik.

3.1 Lgsning af revneproblemer.

Ved et revneproblem forstds et randvardiproblem over et omride
med én eller flere revnespidser. Normalt vil man betegne pro-
blemet som lgst, hvis blot l@gsningens asymptotiske egenskaber

i omegnene -af omrddets revnespidser er bestemt.

De matematiske metoder til lgsning af revneproblemér.mé siges
at vare sardeles veludviklede, en god oversigt over_dissé me-
toder er angivet I Sih [10]. De mest effektive og generelle
metoder er utvivlsomt dem som er baseret pé& lgsning af sin-
gulere integralligninger. Princippet er, at der for hver rev-~

ne i et omréde kan formuleres en integralligning af formen

1 1
afe +b [ EEEL[ w0 £ at = g,
: TR - :

-1 <x <1 (3.1

hvor g(x) og k(t,x) er'kendte funktioner. Funktionen 'f(-) ,
som bestemmes af ligningen, karakteriserer ldsningernes op-
fprsel omkring revnen, og revneproblemet kan derfor normalt
betragtes som lgst n&r funktionen f(+) er bestemt.

Der er udviklet sardeles sterke metoder til lgsning af sin-
gulare integralligninger af formen (3.1). Der henvises til

Sih [10] ‘og Krenk [29] og [30]. Der er tale om numeriske metoder,
men vel at marke metoder somvangiver l¢éningen f(+) pd ana-
lytisk form, d.v.s. som et tilnazrmet udtryk

CE(x) = £(u,K,R) (3.2)

hvoraf lgsningens afhangighed af de elastiske konstanter er
givet p& lukket form. Dette er ofte en stor fordel, som vi
skal se senere, med hensyn til anvendelse af lgsningen pid det
tilsvarende viscoelastiske revneproblem. En vigtig egenskab
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ved denne metode er at den fungerer ogs& selv om funktionerne
g(*) og k(+,+) ikke er givet p& lukket form.

De i litteraturen angivne eksempler pd anvendelse af singula-
re integralligninger til 1l@¢sning af revneproblemer, er imidler-
tid oraktisk talt alle karateriseret ved at nd frem til lig-
ningen (3.1) p& mé&der som forudsatter en relativt speciel pro-
blemstilling( f.eks. symmetriske eller antimetriske forhold,
ellef lignende. k '

Vil man anvende en- integraligningsmetode til lgsning af et 1li-
neart elastisk revneproblem, vil det stdrste problem i denne
forbindelse ofte vare at fa revneproblemet. fornuleret som et
'1ntegralllgn1ngsproblem. Der er derfor i aopendlx B anglvet
en metode ved hj=zlp af hvllken et (nasten) vilkdrligt revne-
problem‘kan formuleres som et intég:aliignings?roblem af typen
(3.1).

3.2 Forholdene omkring en revnespids.

Set fra et xevnemekanisk synspunkt er det’udelukkende lgsnings-
felternes asymptotiske egenskaber i omegnene af det betragtede

omrddes revnespidser, der har interesse.

Figur 3.1. ZLokale koordinater (r,6)
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Lad os betragte et omrdde 2 som pd den indre eller ydre kontur
BQk , k=20,1,...,N. har en revnespids i punktet 5' € BQk . Lad
os indlzgge et lokalt koordinatsystem med begyndelsespunkt i

x'og x1-aksen i retning efter tangentvektoren g;(§‘) og xz—aksen
i retning efter normalvektoren g;(z') = é;(g'), se figur 3.1.

Det kan vises, se f.eks. Liebowitz [6] , at det fgrste led i en
asymptotisk rakkeudvikling af de kartesiske komponenter af span-
dingstensoren I og flytningsvektoren u efter det lokale x

koordinatsystem altid har formen

1:%
cos(6/2) [1 - sin(6/2) sin(36/2)} + )
- k2 sin(06/2) [1 + cos(8/2) cos(36/2)]}

o, = —1—I._k1 cos(8/2) [1 + sin(6/2) sin(36/2)] + )(3.3)
V2t

+ k2 sin(6/2) cos(86/2) cos(39/2)}

0y, = 2 {k1 sin(6/2) cos(8/2) cos(36/2) +
V2

+ k2 cos(8/2) [1 - sin(8/2) sin(3e/2)]]

og
o=

»
> +
+1

}+u1

u, = é% V2r {k1 cos(6/2) + sin2(6/2)

[¢]

(

+ ky sin(6/2) (—5— + cosz(6/2)
(
(-

o+1

—5— - cos (9/2) (3.4)

S N S

u, = é% V2r {k1 sin(6/2)

+ k, cos(8/2)

0-1 .2 '
—— + sin (6/2))] +u,
J
hvor r er lengden af den lokale stedvektor r til det betragte-
de punkt, og & er vinkelen fra x1-aksen til r . Konstanten a
afhenger af de elastiske konstanter

o = At3u (3.5)
A+u .

hvor A erstatttes med X = f%%% for plan spandingstilstand , og

u'= (u;,ué) angiver flytningen af punktet x'.
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Spendingsfeltet omkring en revnespids i et lineart elastisk me-
dium ses alts§ at vere karakteriseret ved at alle komponenter-—
ne gér mod uendelig ligesom r_;2 ndr r - 0 . Da man s&lédes

ikke kan tale om snandlngerne i selve revnesoldsen, karakterlse—
rés spandingstilstanden i revnesnldsen i stedet for ved de to

faktorer k., og k Den funktlonelle afhengighed er jo fuld-

stendig Fastlagtzba forhénd, og feltst¢rrelserne omkrlng revne-
spldsen kendes derfor, hvis blot disse konstanter er kendte.
Konstanterne k1 og k2 beskrlver singularitetens styrke eller
intensitet ved den betragtede revnesplds, og kaldes derfor for

revnespldsen spandlngs1nten51tetsfaktorer.

Konstanten k1 beskriver den symmetrlske del af spandings- og
flytningsfelt, ogséi betegnet mode 1, og konstanten k2 beskriver
den antlmetrlske del af spmndlngs- og ‘1ytn1nasfelt, ogsd beteg-
net mode 2.

Spandingerne Oyn ©F 04y langs x1—aksen . Xy >0 =>6 =0, fin-
des af (3.3) til

kq

Oy = —" (3.6)
V2r

_ X

992 %

V2r
hvoraf ses,:at inténéitetsfaktorerne kan bestémmeé af
k1 = lim V2r 022(6=0,r)
.0 .

) (3.7)

k, =:1im V2r c1ﬁ(6 =0,xr)

r+0
Den asymptotiske deformation af BQk for s > s' findes af (3.4)
for 8 =1 til '

k _ o+l
u1 = k2 4 V2r + u

(3.8)

k _ O+l e + ul
uz-—-k14—u' 2r 2

‘hvor u' = (ui,ué)‘er flytningen af x' .
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Af (3.8) ses, at spendingsintensitetsfaktorerne ogsd kan fin-
des af

Y VR a [k _
*y = gy i {V2F 5 (o - )
r>0 :

(3.9)

Ky = oy Lin | /25 & (o - ug)
Af udtrykket (3.8) ses det endvidere, at der sker voldsomme
deformationer af materialet omkring revnespidsen. Det ses, som
det er anskueliggjort pd figur 3.2, at den oprindelige 180%1g
karv pa BQk i den udeformerede tilstand bliver "lukket op",
sdledes, at den til an svarende kurve i den deformerede til-
stand er glat omkring det til revnespidsen svarende punkt.

mode 1 mode 2

wbelastet T —

belastet

Figur 3.2. Flytningstilstande ved en revnespids.

Med hensyn til en narmere analyse af forholdene omkring en
revnespids henvises der til Irwin [24] og Williams .[33].-

Spendingsintensitetsfaktorer for en mangde lineart elastiske

revneproblemer kan findes i h&ndbgger, f.eks. Sih [ 91 eller
Tada [13].

3.3 Revneudbredelseskriterier.

Ved et revneudbredelseskriterium forstds en fysisk betingelse
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for revneudbredelse. Revneudbredelseskriteriet beskriver hvilke
tilstande der for materialet omkring en revnespidsvgiver an-~
ledning til forskellige former for brud. Det er siledes klart,
at et udbredelseskriterium i sin formulering b&de m& indeholde
tilstandsparametre og materialeparametre.

Lad os betragte et rent mode-1 tilfalde, d.v.s. en revnespids
ved hvilken det for spandingsintensitetsfaktorerne k1 og k2
gelder at k1 + 0 og k2 = 0 . I dette tilfelde er alle feltstgr-
relsers asymptotiske -egenskaber omkring revnespidsen fuldstan-
digt beskrevet ved spandingsintensitetsfaktoren kg - Da p&virk-
ningen af materialet i en omegn af den betragtede revnespids
alene er bestemt af feltstgrrelsernes asymptotiské egenskaber,

og da materialepdvirkningen tiltager med voksende k ; er det

1 .
klart, at revneudbredelseskriteriet for et lineart elastisk

mode-1 tilfalde kan skrives

k

1 k

Itv

1c (3.10)
hvor den ¢vre grense for k1, angivet ved den kritiske verdi
k1c , er bestemt af materialets egenskaber. Stgrrelsen k1c er
derfor en materialeparameter.

I det generelle tilfalde hvor bade k1 + 0 og k2 ¥ 0 , vil rev~
neudbredelseskriteriet dele k1,k2 planen i to disjunkte omr&der
As og Ac . Omrédet As er et sikkert omrdde forstdet pid den mi-
de, at et hvert punkt (k1,k2) € AS svarer til en sikker til-
stand, d:v.s. en tilstand som ikke giver anledning til revne-
udbredelse, medens omridet Ac er et kritisk omrdde hvor det
modsatte er tilfaldet: Det kritiske omr&de Ac er en lukket
punktmengde.: Randkurven aAc ; som afgranser det kritiske omra-
de A, , er altsd hvad man i almindelighed forstir ved en gene-
raliseret brudflade . Det er almindeligt at antage, at brud-

*
fladens form ikke afhanger af materialets egenskaber ). Hvis
dette antages at vare tilfzldet, kan revneudbredelseskriteriet
i det generelle tilfalde skrives

*) Der betragtes kun linesrt elastiske materialer.
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F(kq/ky) 2 F (3.11)

o4

hvor den kritiske stdrrelse Fc er en materialeparameter. Et
generelt udbredelseskriterium af formen (3.11) blev foresliet
af Sih, Paris og Erdogan [31] i 1962.

Lad os nu betragte et legeme som et isoleret thermodynamisk
system, med t¢jningsenergien Es , den kinetiske energi Ek ; ©g
de ydre krafters potentiale EP . Systemets totale energi er da

E=E_+E_+ E, + Eg v (3.12)

hvor EQ er summen af de energier, som ikke er indeholdt i

de ¢gvrige led, f.eks. overfladeenergi og varmeenergi.

Lad os nu antage, at legemet har en revnespids pa den ydre el-

.ler indre kontur, og at der. sker udbredelse af en revne ud

fra denne revenspids langs en kurve K . Revnespidsens position

pé& kurven K er beskrevet ved“parameteren sf). Antages problemet
at vare gquasistatisk, kan energibalaceligningen skrives.

3E€ JE 9E

ey, gl (.
ds + 9s + 9s 0 (3.13)

eller
JE
= g
GK = =5 (3.14)
hvor
G, = -2 (E +E)
K L € P

‘Stgrrelsen GK angiver energiomsatningen eller dissipationen
pr. udbredelsesenhed ved den betragtede revneudbredelsesproces.

*) Pparameteren s er en aldrig aftagende funktion af tiden t, jvnf.

afsnit 1.4.
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*
GK betegnes derfor energimomsatningshastigheden ) for revneud- -

bredelse langs kurven X.

Det mest kendte og mest velunderbyggede revneudbredelseskriteri-
um er uden tvivl Griffith's udbredelseskriterium som blev for-
muleret af ham selv i [22] i 1921 for perfekt sprgde materialer**),
og senere generaliseret af Orowan [371 og Irwin .[25] til ogsi

at galde for ikke perfekt sprgde materialer.

Griffith's udbredelseskriterium kan formuleres som fglger. Lad
udbredelseskurven K vere givet, og lad revnespidsen befinde sig
i positionen s  pd kurven K. Revnen vil da udbrede sig ud fra

positionen Sy langs kurven K hvis og kun hvis
3.15
Ggls,) 2 G . ( )

eller formuleret i ord. Der vil ske udbredelse fra positionen S,
langs kurven K hvis og kun hvis energiomsetningshastigheden er
stgrre end eller lig med en kritisk verdi. Den kritiske vardi

Gc er en materialeparameter. Hvis udbredelseskurven K er glat,
kan det let vises, se f.eks. Gravesen [3] , at

_m o+l 2 2

hvor ka er spendingsintensitetsfaktorerne for revnespidsen i

*) I engelsksproget litteratur benyttes betegnelserne "the crack extension
force" (p.g.a. dimensionen kraft) og "the energy release rate". Den
sidste betegnelse er nok den der dazkker det begrebsmzssige indhold af
GK bedst.

**)  Griffith antog oprindelig, at al den omsatte energi blev til overflade
energi. En sadan antagelse er kun korrekt for materialer man i dag

betegner som perfekt sprgde materialer.




- 31 -

positionen So pa& kurven K, og hvor

1-v2
E

for plane def.tilst.

(3.17)
for plane spand.tilst.

|-

Griffith's udbredelseskriterium er altsd et kriterium af formen
(3.11). Af (3.10) og (3.16) ses, at Griffith's kriterium kan
gives den enkle form '

k2 + k

2 . .2 : (3.18)
1 22k

1c

Hvis udbredelseskurven K ikke er glat, hvad der ofte i praksis
kan vare tilfeldet, sd er forholdene langt mere komplicerede.
Problemet er behandlet narmere i det fglgende.

Man er ved.lgsning af et revneudbredelsesproblem normalt stedt
i den situation, at udbredelseskurven K er ukendt. Det vil sige,
at man ikke blot har brug for metoder til bestemmelse af om

~ revneudbredelse overhovedet vil finde sted, men  -ogséd metoder
til bestemmelse af kurven K langs. hvilken dette eventuelt vil
ske.

‘I litteraturen er omtalt 2 totale kriterier d.v.s. kriterier
som giver svar pa begge dele, og 2 delvise’kfiterier,‘som kun
bestemmer udbredelseskurven K.

' Det ene af de to totale kriterier er Griffith's generaliserede

udbredelseskriterium eller som det ogsd benavnes, princippet
om maximal enerqiomsétningshastighed, og det andet er Sih's

S-kriterium eller som det ogsé kaldes princippet om minimal
energitathed.

De to delvise kriterier til bestemmelse af banekurven K er dels

princippet om maximale spandinger, og princippet om lokal symme-
tri.

Lad os nu fjerne antagelsen om at udbredelseskurven K er glat.
Lad K have et muligt knzk svarende til parameterverdien Sq ¢
og lad revnespidsens position vare s; . Hvis K har et knak i

S, ©r opgaven nu at bestemme dette knzk karakteriseret ved vink-
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len B fra e;(so) til gz(so) . .Se ligning (1.25) og figur 3.3.

g?(so) K

So

etlsg)

0N

Fig. 3.3. Et knzk pa udbredelseskurven K
i punktet svarende til s = so .

Griffith's udbredelseskriterium benyttes her pd fglgende made.
" ‘Bestem energiomsatningshastigheden - ’

o o4, < . a
GK = lim GK(s) ¢ 8> s, - (3.19)
] v ~
P70
for alle B , - T < B < T . G; afhenger af B, samt af intensi-

tetsfaktorerne ki og k, for revnespidsen i positionen s, (umid-
delbart fg¢r knakket) , altsd

k]
Gr = G(k7,k5.8) ' J (3.20)
K 17720t : . )
Udbredelseskriteriet har i dette tilfzlde formen
sup G(k;,kg,e) 2 G, ’ (3.21)
3] : .

og udbredelsesretningen givet ved vinklen B findes af lignin-
gen

G(k;,k;,s) = sgp G(k;,k;,e) , (3.22)

Udtrykt i ord kan Griffith's kriterium formuleres pi fglgende
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made. Hvis der eksisterer en vinkel 6 , - 7 < 6 <w, for hvil-
ken G(k;, k;,e) er stgrre end eller lig méd en kritisk verdi

Gc , s& vil der ske revneudbredelse, og udbredelsesretningen

er givet ved den verdi af B for hvilken G(k1,k2,8) antager

sin maksimale veardi.

De matematiske og fysiske vanskeligheder i forbindelse med an-
vendelsen af Griffith's kriterium pa problemer med revneudbre-
delse langs en ikke glat kurve K,Ver imidlertid store. Emnet

er faktisk lidt ¢gmtdligt, idet en del arbejder herom beskyldes
for at vare fejlbehazftede. Den bedste og grundigste undersggel-
se af problemet er nok foretaget af Wu i hans tre artikler

[34] , [35] og [36]. '

Spendingsintensitetsfaktorerne kT‘og k; for revnespidsen i po-

sitionen s; (umiddelbart efter knakket) md vare funktioner af

k; » k, og B, altsd

KD = kD08 v =1, 2 | (3.23)

Nogle af Wu's vigtigste resultater er, at han af sine numeriske
undersggelser mener at kunne konkludere at

()" + ()

og at den maximale verdi af energiomsatningshastigheden G; an-
“tages for en vardi af B hvor

+ _ o+t
G =3 = (3.24)

+, -~ _
ky (k] /ky,B) =0 , . (3.25)

Hvis ligning‘(3.24) gaelder, hvad der imidlertid ikke,ef fért
noget egentligt ﬁatematisk bevis for, sé,ér Griffithﬂé krite~
rium anvendt i det generelle tilfalde ogsd et kriterium af for-
men (3.11).

Medens Griffith's kriterium bygger pd visse almindeiigt accep-
terede thermodynamiske principper, er Sih's S~kriterium [32]
mere postulatprazget. Til gengzld er det én hel del nemmere at
anvende. . B
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Lad os nu igen betragte revnespidsen i s; , alts& umiddelbart
for . et knzk pd udbredelseskurven. Sih beregner tginingsenergi-
taztheden w omkring reVnespidsen, og viser, at der asymptotisk
g&lder‘

s(k;,k.,0)
w = 1r 2 (3.26)

hvor r, § er sadvanlige polare koordinater. Stgrrelsen S kaldes
energitathedsfaktoren, og det viser sig at den kan skrives som
en kvadratisk form i k; og k; , altsa

R -2 - -2

S(ky/ky,6) ap k™ + 2a,,k k, + ay, (k;) (3.27)
- Koefficienterne amB er kendte funktioner af 6 og de elastiske
konstanter.

Sih's S-kriterium siger da, at revneudbredelse vil finde sted
hvis og kun hvis der eksisterer en vaerdi af 6 for hvilken S
‘antager en stationar vardi samtidig med et lokal minimum sile-
des at

S(k],k3.0) 28, ' " T (3.28)

‘hvor Sc antages at vare en materialeparaﬁéter. Reévneudbredel-
sesretningen givet ved vinklen g findes af ligningen

@l
Dl
]
o

(3.29)

'En stor fordel ved Sih's kriterium er, at ligningen (3.29) er
langt lettere at lgse end den tilsvarende llgnlng (3. 22) for
Griffith's kriterium; noget tllsvarende galder for betlngelsen
(3. 28) sammenllgnet med (3.21).

‘De to delv1se krlterler udtaler sig kun om hvilken udbredelses—
kurve revnen vil fglge hvis den udbreder sig, men ikke om en
$&dan udbredelse virkelig vil finde sted. De kan derfor ikke
benyttes alene, men ma suppleres med en eller anden form for
udbredelseskriterium.
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Lad de polare spazndingskomponenter for den asymptotiske lgs-—
ning omkring revnespidsen vare Opr * gg ©9 Opg ~ Princippet

om maximale spandinger, introduceret af Erdogan og Sih [17] ,

siger da, at en eventuel udbredelse vil ske i den retning for
hvilken stgrrelsen vr 99 antager sin maximale vardi. Udbredel-
sesretningen givet ved vinklen B bestemmes altsi af

VT Gee(k1,k2,8) = sgp VT 95 (k1,k2,9) (3.30)

Princippet om lokal symmetri sadan som det er formuleret af

Gol'dstein og Salganik [19] siger, at udbredelseskurven skal
bestemmes sadan, at der for enhver position af revnespidsen
pé& udbredelseskurven er tale om en ren mode-1. tilstand. Udbre-
delsesretningen givet ved vinklen B8 bestemmes altsé af

Ky (k7 k5.8 = 0 _ _ , (3.31)

Hvis Wu's konklusion angivet i (3.25) er korrekt, sd er Grif-
fith's kriterium og princippet om lokal symmetri ensbetydende
med hensyn til bestemmelse af udbredelseskurver.

Der har. veret udfgrt en del undersggelser med henblik p& sam-
‘menligning mellem resultaterne fra de forskellige teorier. Dis-
se viser alle samstemmende relativt smd8 indbyrdes afvigelser
mellem resultaterne fra de.forskellige kriterier, og det kan
derfor konkluderes, at det i langt de fleste tilfelde, set.

fra et praktisk synspunkt, er ligegyldigt hvilket kriterium man
valger. Blot skal det havnes, at Sih's S—kriteriumvtil forskel
fra de andre kriterier involverer de elastiske konstanter pa

en mide som er i strid med den grundlzggende antagelse om brud-
fladens formuafhengighed af materialet. Hvorvidt det er rimg-
ligt at antage det ene eller det andet m& endnu betragtes som
et uafklaret spgdrgsmil.

3.4  Den linexre teoris begransninger.

Det er klart, at en linear teori har sine begransninger, og
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at man i hvert enkelt tilfalde m& vurdere hvorvidt det er ri-

meligt at benytte en saddan teori pd det foreliggende problem.

P& den anden side er det ogsd klart, at der ikke er nogen
grund til at "forfine" eller “forbedre“ en teori med mindre der
opnds konkrete fordele herved, sasom forenklinger.med hensyn
til teoriens anvendelse, eller for¢gelse af kvaliteten af lgs-
ningerne pa de problemer man ¢gnsker at undersgge med teorien.

Det er imidlertid almindeligt indenfor revnemekanikken at be-
nytte sig af modificerede teorier ogsd i tilfalde hvor dette
slet ikke er ngdvendigt. Grunden er nok, at det generer manges
intuition at skulle arbejde med elasticitetsteoriens singulare

lgsninger, og man introducerer derfor forskellige revnemodel-
E3
ler som man mener ligger tattere pad virkeligheden.

Der er nok heller ingen tvivl om at de forskellige revnemodel-
ler i mange tilfa®lde er mere realistiske end den linearelastis-
ke lgsning, og man ved indfgrelse af dem har bidraget vasent-
ligt til en mere dybtgdende forstdelse af revnemekanikken. Des-
uden mullgg¢r deres indfgrelse behandling af problemer, som
ligger uden for den ‘lineare revnemekaniks rammer, samt en mu-
lighed for at vurdere om anvendelsen af en linear teori i en
given situation er rimelig. Den ikke lineare revnemekanik og
.dens modeller er udfgrligt omtalt i Hutchinson.[4 1.

Det synspunkt der imidlertid skal'argumenteres for her er, at
det vil vare en ufornuftig disposition at trzkkes med den ikke
lineare revnemekaniks tunge formalisme, hvis den eneste be~
grundelse‘herfof reelt er, at den linéérélastiske lgsning er

i strid med ens intuition. Den eneste rimelige begrundelse for
at benytte den ikke lineare revnemekanik mé vafe, at den line-
@re teori giver dirligere resultater end man kan acceptere.

Vi vil her beslutte, at begranse os til udelukkende at behand-
le problemer hvor en line®r teori kan anvendes, idet det viser
sig at vare forbundet med store matematiske fordele at arbejde

*) Ved en revnemodel forstds normalt en eller anden antagelse om spzndings—

fordelingen i et omrdde (flydezonen) lige omkring revnespidsen.
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med de singulare spandings- og tgjningsfelter.

Den lineare teori kan bruges, hvis det omrdde omkring revnespid-
sen hvor afvigelser fra den lineart elastiske 1l¢gsning bliver
markbar (omrédet betegnes frontzonen eller flydezonen) har en
udstrazkning, som er passende lille sammenlignet med alle andre

karakteristiske geometrika for legemet, f.eks. revnelangden, af-
standen fra revnespidsen til den nermeste rand, o.lign.

Flydezonens udstrakning Aa for en single-mode tilstand kan for
line®r-ideal-plastisk materiale og for smd vardier af Aa sammen-
lignet med revnelangden vurderes af, se Olhoff [38]
/ 2
=1 [k
ba =1 \"c) (3.32)

hvor k er tilstandens spandingsintensitetsfaktor, 0g 0, er ma-
terialets flydespanding for den pagzldende pavirkning for preve-
legemer af samme stgrrelsesorden som flydezonens udstrakning.

Vi vil til slut ggre os nogle overvejelser over den lineare
teoris singulare lgsninger, og om de ngdvendigvis er si& urime-
lige som mange mener.

Den lineazre teoris singulare tgjningsfelter md siges at vare i
sterk strid med den grundlazggende antagelse om infinitesimale
tgjninger, se afsnit 1.1. Man kunne derfor forestille sig, at
anvendelsen af en linexr elasticitetsteori for store tgjninger

ville give lgsninger som ikke var singulare. Dette viser sig
blot ikke at vare tilfaldet. Tvertimod fremgdr det af Knowles
og Sternbergs analyser,[27] og [28], af de elastostatiske fel-
ter omkring en revnespids ved hjalp af store deformationers
teori, at lgsningerne ogsd her bliver singulzre, endda pd ngj-
agtig samme md3de som den klassiske teoris lgsninger. Noget til-
svarende g¢r sig geldende ved anvendelse af momentspandingsteo-

ri eller mikropolar elasticitetsteori,” se Atkinson og Lepping=-

ton [16]. Disse mere avancerede teoriers lgsningers asymptotiske
egenskaber er ikke kvalitativt forskellige fra den klassiske
elasticitetsteoris lgsninger.

Forsgg med gummi, se f.eks. Knauss [26] viser desuden en meget
smuk overensstemmelse mellem mdlinger og den klassiske teoris
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1g¢sning for flytningsfeltet omkring en revnespids.

Maske kan det konkluderes, at den klassiske elasticitetsteoris
lgsninger, selv om de er singulare ved revnespidsen, mdske slet
ikke er s8 urealistiske endda.

‘ Nogle forkaster muligvis den klassiske teoris resultater fordi
de mener at de makroskopiske brudkriterier, se B. Paul [6] ,

ogsd md kunne anvendes pd materialet omkring en revnespids, og
de opfatter miske de specielle kriterier,. som man bruger pa
revneproblemer, som et bevis pd at teorien bygger Pad et ureali-
stisk grundlag. Den naturlige fglgekonklusion heraf er derfor,
at de singulare lgsninger md vare en abstraktion, som er funda-
mentalt i strid med virkeligheden.

Man skal vere 1idt forsigtig med s3danne slutninger. Vi vil af-
slutte overvejelserne omkring rimeligheden af den klassiske te-
‘oris lgsninger med at pavise, at de makroskopiske brudkriterier
er endog sardeles nart beslagtede med Griffith's kriterium s&-
dan som det er formuleret i ligning (3.18); selv om det ikke

ser sadan ud ved fgrste gjekast.

" Vi vil tage udgangspunkt i von Mises flydebetingelse for plan

spandingstilstand, som kan skrives
2
11

2 2 o
+ 0 12 2 92 , (3.33)

o 22 T %1192 *t O

hvor 0, er materialets flydespanding. Spandingsbegrebet , som

det er indfgrt i afsnit 1.1, er et matematisk begreb, som byg-
ger pd opfattelsen af et legeme som et kontinuum, jvnf. defini-
tionen af spandingsbegrebet i ligningerne (1.6) og (1.7). Det
fremgér her, at forudsatningen for at kunne tale om "spandinger-
ne i et punkt" er knyttet til antagelsen om det meningsfulde i
-at tale om vilkarligt sm& arealelementer pi overfladen af et
'1egeme. Da et hvert materiale imidlertid p& et eller andet ni~
veau er rumligt diskretiseret, d.v.s. sammensat af "byggesten"
med en vis karakteristisk stgrrelse karakteriseret ved en vis
langde, lad os sige §, er det klart, at man i virkeligheden
i fysiske overvejelser ikke burde bruge de matematiske span-

dinger‘g » men i stedet nogle fysisk tolkelige spandinger <Z> .
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som er den rumlige middelverdi af de matematiske épandinger

Z over et vist volumen hvis udstrazkning er karakteriseret ved
stgrrelsen §. Vi vil antage, at § er forsvindende‘lille sammen-
lignet med alle andre geometrika for legemet, I dette tilfazlde
vil felterne I og <Z> kun vise m@rkbare indbyrdes afvigelser
omkring punkter hvorde matematiske spandinger L er singulare.
Omkring en revnespids hvor spandingsfeltet er singulart lige-
Som r—l5 forekommer det derfor umiddelbart rimeligt at definere
den fysiske tolkelige spandingstensor <zZ> med komponenterne

<UaB> = <0a8> (r,0) ved
r+d
1
<G&B> (x,0) = Eﬂ/r.°a6(x’e) dx (3.34)

hvor Gas(r,e) er den klassiske teoris l¢sning givet ved ligning
(3.3).

Lad os nu betragte en revne, og lad os antage, at der kan ske
udbredelse af denne langs en glat kurve ud fra den betragtede
position. Vi vil nu formulere et udbredelseskriterium ved at
indsatte de midlede spandinger <Oa8> i von Mises flydebetingel-

se . De komponenter som skal indsattes i von Mises flydebetin-
gelse er <ca6> (r,0) for r = 6 = 0 . Disse findes ved indszttel-
se af (3.3) i (3.34) til

_ 2
9= 5 K
<o, .> = 2 k (3.35)
22 s 1 .
_ 2
0> = F Ky

Indsattes (3.35) nu i (3.33) f£&s direkte udbredelseskriteriet

“40q~

2 2
k1 + k2

v
O

hvilket ses at vere et udtryk af samme form som Griffith's ud-
bredelseskriterium som det er formuleret i ligning (3.18).

Det ses altsd, at et makroskopisk brudkriterium som von Mises
flydebetingelse - rigtigt fortolket vel at marke - udmerket
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kan benyttes som udbredelseskriterium for et linezrelastisk
revneproblem. Det herved formulerede kriterium md endda siges

at vere i smukkeste overensstemmelse med revnemekanikkens spe-
cielle kriterier.
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KAPITEL 4.

Linear viscoelasticitetsteori.

4.1 Fysisk betingelse for linesrt viscoelastisk materiale.

Betragt et legeme over omradet Q i det tredimensionale‘rum, og
lad spandingshistorien og t@¢jningshistorien for det faste mate-~
rielle punkt x € Q@ vare henholdsvis Z(x,t) oy E(x,t). Det betrag-

tede legeme siges at vaere lineart viscoelastisk s&fremt der for

fastholdt temperatur eksisterer en linear transformation i? ’

som transformerer tg¢jningshistorien E(x,t) over i spandingshi-

storien X(x,t) , d.v.s.
Lx,0) = € E(x,0 (4.1)

Om historierne }(x,t) og g(g,t) vil vil i ¢vrigt antage, at de
er tilladelige, hvilket vil sige, at de opfylder betingelsen
E(g,t) = g(g,t)‘= 0 for alle t < 0 .

Vi vil nu indfgre fglgende linemre transformation. Lad funktio-
nerne ¢(t) og Y (t) vere tilladelige. Stieltjesfoldningen .o/
med kernen A(+) er da defineret ved

Ao(t) = Y(t)

t

/ A(t-T) Qg%ll art . (4.2)
QO

hvor kernen A(t) er en tilladelig funktion af t som desuden er
kontinuert og begranset i intervallet t € ] 0 ; «» [. Der vil
som oftest vere en diskontinuitet i t = 0 sdledes at granse--
vaerdien %ig A(t) , t > 0 er forskellig fra nul.I disse tilfazlde

satter vi

A(0) = lim A(t) , t > 0 (4.3)
t>0 v

Lad de kartesiske komponenter for spandingstensoren og tgjnings-
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tensoren vare henholdsvis oij(g,t) og eij(g,t). Det kan da vi-
ses, se Christensen [1 ] eller Gurtin & Sternberg [23] , at re-
presentationen af den fysiske betingelse (4.1) altid kan skrives

= g 4.4
o;4(%:0) ﬂijkl €y (XstY (4.4)

hvorvgeijkl

tionerne Rijkl(') karakteriserer materialet, og kaldes materia-

er en Stieltjesfoldning med kernen Rijkl(')' Funk-

lets relaxationsfunktioner.

Lad os -nu antage, at der er tale om homogent og isotropt materi-
ale. Den lineare transformation ?? er da isotrop, og dens repre-
‘sentation kan da beskrives ved kun to af hinanden uafh®ngige
Stieltjesfoldninger. Transformationen @? er desuden i dette tilfeal-
de vafhengig af stedet. Den fysiske betingelse kan da skrives, se

Christensen [ 1]

- 1 —
035 (%/8) = Ry e 528 + (Ry;-R 85y £y (x,8) (4.5)
hvor 3?1 og 3@2 er Stieltjesfoldninger med kernerne henholdsvis
R1(~) og R2(-) . Ligning (4.5) er den fysiske betingelse for
lineart viscoelastisk materiale pd relaxationsform. Den til-

svarende ligning

ei5(8t) = H 0 (X8 + T(H, I 84 O (K8 (4.6)

j
er den fysiske betingelse p& krybningsform. JK% og z%a er Stiel-
tjesfoldninger med kernerne henholdsvis K1(-) og K2(-). Funk~-

tionerne K1(-) og K2(-) kaldes materialets krybningsfunktioner,

og karakteriserer ligesom relaxationsfunktionerne R1(-) og R2(-)

materialet. Funktionerne R,(*) og Ky () karakteriserer som det
ses materialets opfgrsel overfor en ren forskydningspdvirkning,
og funktionerne Rz(-) og K2(~) karakteriserer materialets opfgr—-
sel ovgrfor ren kompression (011 =0,y = 033) . Sammenhangen
mellem en relaxationsfunktion R(+) og den hertil svarende kryb-

ningsfunktion K(+) er omtalt i afsnit ¢.1 appendix C.

Man skelner normalt mellem vadsker og faste stoffer. Ved en

vaedske forstds et isotropt materiale for hvilket
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lim R1(t) =0 (4.7)
£

Hvis der derimod galder
lim R1(t) * 0 (4.8)
f-+00

taler man om et isotropt faststof. Vi vil i det fglgende udeluk-
kende betragte isotrope faststoffer.

Relaxationsfunktionerne R1(t) og Rz(t) er altid stadigt aftagen-
de og krybningsfunktionerne K1(t) og Kz(t) altid stadigt voksen-
de for alle t € ] 0 ; = [ .

Med hensyn til en mere detaljeret omtale af den fysiske betin-~
gelse henvises der til appendix C, samt til Christensen [1 ] ,
Fliigge [2 ] og Nielsen [8 ].

4.2 Lineart viscoelastisk randverdiproblem.

. .
Betragt et lineart viscoelastisk legeme over omradet Q ) i det
tredimensionale rum. Legémet kan eventuelt vare i en plan til-
stand.

Ved et lineart viscoelastisk randvaerdiproblem over omradet
forstds et problem der bestdr i at bestemme spandingsfeltet
L =23(x,t) , 2 € Q og tgjningsfeltet E = E(x,t) , samt flyt-
ningsfeltet u = u(x,t), x € Q , for visse p&d forhind givne

~

randbetingelser pd randen 3Q.

Vi ser bort fra dynamiske effekter og temperatureffekter. Pro-
blemets feltligninger er da givet ved (1.5), (1.9), (1.13),
samt (4.5)

*) Omrddet Q kan vare et vilkarligt enkelt- eller multisammenhangende‘

omrade.
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1
€35(%,8) = 5luy S(x,8) + uy 4 (x,t))

- = 4.9
054Xt = 055(x,8) , 055 S(X,t) + Fi(x,t) =0 (4.9)

- 1 - 3
0p4(%,8) = Rye;(5,8) + 3(Ry-Ry) 8546, (x,0)

hvor flytningsfeltet u(x,t) er kontinuert i X, X €Q

Problemets randbetingelser antages at vare af formen

1 1 ‘1
. Rs R1 A R2 A see A RL
2 2 2
AR AR A ... A RY (4.10)
31 32 3 N

AR AR A ... AR
lk Zk Sk
hvor delbetingelserne R° , R° og R er givet ved henholdsvis
(1.15) , (1.16) og (1.18).

?vis randbetingelserne R kun indeholder betingelser af formen
Rk siges der at vere tale om et randvardiproblem af 1. art, el-
ler et rent spandingsrandvardiproblem.'gvis randbetingelserne

R kun indeholder betingelser af formen Rk, samt homogene span-
dingsbetingelser siges der at vare tale om et randverdiproblem
af 2. art, eller et rent flytningsrandverdiproblem. I alle andre

tilfalde er der tale om et blandet randvardiproblem.

Randvardiproblemet betegnes tilladeligt hvis alle de i rand-
betingelserne indgdende tidsfunktioner er tilladelige i tid,
d.v.s. alle er identisk nul for alle t < 0 .

Det kan vises, at et lineart viscoelastisk raﬁdvardiproblem af
ovennavnte type altid har en lgsning, og det kan desuden vises

at safremt

lim R1(t) >0 ; t>0 (4.11)
t0

og lim R2(t) >0 ;7 £t>0
20

sa er denne lgsning entydigt bestemt ved feltligningerne (4.9)
og randbetingelserne (4.10).



- 45 -

Vi vil i det fglgende hovedsagelig betragte plane randverdipro-
blemer over et omrdde Q i hvilket der foregdr revneudbredelse
ud fra en indre eller ydre kontur 3. Et s8dant randvardipro-
blem kaldes et plant revneudbredelsesproblem. Omrddet 2 og kon-

turen 3Q er i et s&dant tilfalde foranderlige i tid, d.v.s.
Q= Q(t) og 3 = 3Q(t).

Da 39 er foranderlig i tid pd& grund af revneudbredelsen giver
dette nogle specielle problemer med hensyn til randbetingelserne
P& 3Q. Vi vil imidlertid i s&danne tilfalde antage, at kun de
randomrédder p& hvilke der befinder sig revnespidser i bevagel-
se, er foranderlige i tid, og at deres foranderlighed alene

skyldes revneudbredelsen.

.Da vi endvidere generelt vil antage, at der i en endelig afstand
fra en revnespids pa randomradet BQk udelukkende er tale om re-
ne spandingsbetingelser, hvad enten revnespidsen er i bevagelse
eller ej, s& ses heraf, at hvis den betragtede revnespids er i
bevagelse sdledes at ank = BQk(t) , s& er randbetingelsen pd
randomrddet Bﬂk(t) \ an(O) en ren spandingsbetingelse.

4.3 Korrespondensprincippet og det klassiske bevis.

De mest generelle og hyppigst benyttede metoder til lgsning af
lineart viscoelastiske randverdiproblemer er uden tvivl de lgs-
ningsmetoder, som er baseret pd korrespondensprincipper. Det

man her udnytter er, at der i mange tilfalde kan etableres en
simpel sammenhang (korrespondens) mellem et lineert viscoelastisk
randvardiproblem, og et hertil svarende lineazrt elastisk rand-
vardiproblem. Vi vil formulere korrespondensprincippet pd fgl-

gende made.

Givet et lineart viscoelastisk randvardiproblem hvortil lgsnin-
gen

L= 3
E = E(x,t) (4.12)
L= 80x0
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,s¢gés. Vi konstruerer nu et lineart elastisk randvardiproblem
ud fra det givne lineart viscoelastiske randverdiproblem. Dette
ggres ved at erstatte den fysiske betingelse for lineart visco-
elastisk materiale

= 1 -
015 &0) = Rye; (X0 + S(Ry-Ry) 8,58, (X,8) (4.13)
med den fysiske betingelsé for lineart elastisk materiale
. _ - 1 _ N
_Uij (x,t) .= 2ueij(,§.t) + 5(3x-2y) Gijekk(z,t) (4.14)

Alle ¢vrige feltligninger og alle randbetingelser er uandrede.

Lgsningen til det herved konstruerede elastiske randvardipro-

‘blem betegnes Ee ’ Ee ’ Be og kaldes den til den viscoelastiske

igsning ¥ , E, u svarende (korresponderende) elastiske lgsning.
Den elastiske lgsning er en funktion af tid og sted, samt af
de elastiske konstanter u og ¥ , d.v.s.

£° = 1(2u,3x,%,t)
E® = E®(2u,3¢,x,t) ’ (4.15)
Ee = Ee(Zu,3K,5,t)

Korrespondensprincippet siger da, at hvis den elastiske lgsning

*
ge ’ ge v ge er lgsningen for det faste materielle punkt X ) '

s8 bestemmes den viscoelastiske lgsning L, E,uixaf

*.) Dette er en ngdvendig og meget vigtig forudsatning for anvendelse af
korrespondensprincippet. Forudsatningen er en fglge af den fysiske be-

tingelse for line®rt viscoelastisk materiale (4.12) kun gazlder for

et fast materielt punkt.
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- * * * 7 :
L(x,t) = £ 1% (bR (0) PR, (p) ,%,P)
Lx gk ) X
' k - * * *
- E(x,t) = & T g® (PR, (P) /PR, (P) s X/ P) (4.16)
Pt

- - * % *
ulxt) = 71 w7 (pR (p) ,BR; (B) , %, D)
p>t

hvor E (2u,3K x,p) = 5?2 (2u 3K x,t), o.s.v., og hvor R (p) og
R (p) betegner de laplacetransformede relaxatlonsfunktloner. é?

X
og 5? betegner laplacetransformationen og den inverse 1aplace-

transformatlon, se nazrmere herom 1 appendlx E.

Med hensyn til en meget dybtgaende omtale af det lineart visco-
elastiske randvardiproblem’og korrespondensprincippet som lgs-

ningsmetode henvises der til Sternbergs oversigtsartikel [39].

Sternbergs fremstilling omfatter ogsa ikke isotherme randvaerdi-
problemer.

‘Det klassiske bevis foi korrespondensprincippet er overordent-

ligt simpelt. Hvis det lineart viscoelastiske randvardiproblem
"kan laplacetransformeres, d.v.s. hvis alle feltligninger og
randbetingelser kan laplacetransformeres, s3 ses det let ved

anvendelse af laplacetransformationsteoriéns differentiations-
regel og foldningsregel, se appendix E, at lgsningen til det
laplacetransformerede lineart viscoelastiske fandverdiproblem

kan bestemmes af lgsningen til det hertil svarende laplacetrans-
formerede linemrt elastiske randvardiproblem ved ombytning af
2p med pR:(p) og 3x med pR;(p). Korrespondensprincippet, som
det er formuleret i (4.16) fremkommer da umiddelbart ved invers
laplacetransformation af den laplacetransformerede viscoelastis-

ke 1lgsning,

Svagheden ved det klassiske bevis er, at det ikke sjeldent sker,
at forudsatningen om at det viscoelastiske randvardiproblem

kan laplacetransformeres, ikke kan opfyldes. Dette er f.eks. til-
fzldet for viscoelastiske randvardiproblemer med revneudbredelse,
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*
eller problemer med foranderlige randomrader ) .

Hvis alle randbetingelser skal kunne laplacetransformeres, si
kraver dette, at det for en hver randstgrrelse (flytningskompo-
sant, eller kraftkomposant) galder, at hvis denne randstgrrelse
er foreskrevet i randbetingelserne i det faste materielle punkt
X' € 30 til tidspunktet t', s& skal denne randstgrrelse vare fo-
reskrevet i randbetingelserne i x' til alle tider t > 0. Dette
er klart ikke opfyldt for problemer med foranderlige randomri-
der og for revneudbredelsesproblemer.

‘_Det er almlndellgt heraf at slutte, .at korrespondensprlnc1ppet
: 1kke ‘kan benyttes i disse tilfzlde. Dette behgver jo ikke at
vare rigtigt. Gyldlghed af metode og bevis for metode er to
forskellige ting, og selv om beviset, under visse forudsatnln—

‘ger, ikke 1angere er gyldlgt kan metoden godt vare det.

Det viser sig rent faktlsk at vare korrekt at anvende korres-
pondensprincippet som lgsningsmetode ogsg pé revneudbredelses-
problemer og pd visse problemer med foranderlige randomrider.

Dette vil fremgd af de fglgende to afsnit, hvor nogle specielle
bev;ser herfor skal omtales. '

Det er naturligvis f¢rst og fremmest spgrgsmilet om det korrek-
te i anvendeléen af qurespondensprincippet.pa revneudbredel-
sesproblemer, som har interesse i denne sammenhang, men da de
gruhdiaggénde idéer til beviset herfor er hentet i Grahams be-
vis [éiJ,fdr korrespondensprincippets gyldighed som lgsningsme-
tode for problemer med foranderlige randomrider , skal dette

bevis f¢r$t”omtales. Det md i gvrigt varmt anbefales laseren
at stifte narmere bekendtskab med Grahams artikel [21].

*) Der hentydes her til problemer hvor et randomride med &n type rand-
betingelser udbreder sig ind over et tilgrznsende omrade med en anden

type betingelser.
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4.4 Grahams bevis.

Grahams bevis [21] skal ikke omtales i detaljer, men de grund-

lzggende idé&er skal anskueligg@res gennem et konkret eksempel.

Vi vil betragte et lineart viscoelastisk randvaerdiproblem, hvor

alle randomrader er konstante i tid bortset fra de to til hinanden

tilgransende omrader 391 og 892 . Disse antages at vare forander-

lige pa en sadan mide at forenlngsomradet 89 UGQ er konstant

i tld, og saledes, at det for alle tT’t hvor t1 < tz_galder at
30, (£y) < 39, (t,) ' (4.17)

Randomradet 391 og randomradet 395 siges i dette tilfalde at va-
re henholdsvis monotont voksende og monotont aftagende i tid.

Normalbelastningen péa 391 og norhalflytningeh pé‘aﬂz antages at

vere givet i randbetingelserne

(Z(x, 080G = o®(x,8) , x € 30, (t)

(4.18)

I
o
o
z
X

X € 30,(¢)

hvor n(x) er enhedsnormalen i x og ¢° og u® er henholdsvis et
foreskrevet belastningsfelt og foreskrevet flytnihqsfelt. Resten
af randbetingelserne pa 891 og 392 antages at vere af ens type.

Lad den lineart viscoelastiske lgsning og den hertil svarende
lineart elastiske lgsning vere henholdsvis L, E, uog Ee ' ge
og ge . Grahams bevis forlgber nu som fglger.

Vi definerer fgrst et lineart viscoelastisk randverdiproblem ud
fra det oprlndellgt givne ved i stedet for (4 18) at antage be-
tingelsen *)

.

. A e - _e . .. .
*) Den elastiske lgsning I E ., Eﬁ afhenger af de elastiske konstanter

~

som angivet i (4.15).
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(2'(z,00(x)ax =%, , x € 30, (¢) (4.19)

. ' ; = =1fe* * * .
(' (x, 0002 nx) = L (1% (pR¥(p) ,PR%(P) ,x.P)0(x) n(x),
' x5 € 30,00
Lgsningen hertil‘betegnes L'+ E', u' . Alle randomradernevfor
‘det herved definerede lineart viscoelastiske randvardiproblem

er da konstarnte i tid, og korrespondensprincippet kan da_umiddel—
" "bart anvendes. k

Lgsningen er

- *
2t = 270 257 (pr¥(p) ,0RE (D) ,x,D)
p*t
- -1 e% ) ) 4 -
Bt = 27 E° A(PR¥ (p) ,PRY (P) ,X,P) , (4.20)
prt ‘ :

_ * )
u'(x,t) = & T y® (pR¥ (p) ,PR% (P) ,X,P)
oS ot ~ 1 2 ~

Det er nu vist, at anvendelsen af (4.16) i det mindste beteg-
ner en lgsning til et lineart viscoelastisk randvardiproblem.

I visse tilfelde er det let at indse, at lgsningen %, E'u'

ogsé opfylder randbetingelsen (4.18), og dermed betegner lgsnin-
gen til det oprindeligt givne randvardiproblem.

Lad os antage, at flytningsbetingelsen i’ (4.18) er homogen,
d.v.s. at der for alle x € 30, (t), t > 0 galder at

w(x,t) =0 - . : o (4.21)

‘Lad 1 betegne et tilfeldigt fast tidspunkt i intervallet ]0;«[ .

Der galder da, at hvis t < T , s& er
u%(2u,3¢,5,)n(x) = 0 (4.22)

for alle x € BQZ(T). I fplge (4.20)fas da at den laplacetrans=-
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' *
formerede u'*(x,p) = 3 u'(x,t) opfylder )

u'*(x,p)n(x) =/ 4 (BR¥ (5) ,0RE (p) 6, ) () e P at
N {4.23)
=/ Ee (PR}{ (P) ’pRE (P) l?\{,rt),l;l’(?\(') e"'_'Dt dt ,
- ,
X € 930, (1)

og ved substitutionen p = t-71

u'*(x,p)n(x)

e'PT/ ge(pr(p) +PRY (D) ,x,P+17) 1 (%) e PP g
0- : L

oY (X,P) X € 230, (1) e Cl(4.24)
s ) |

hvor funktioneq ¢T(5,t) er defineret ved

¢, (£ =Q'1/ 1 (pR¥ (p) ,PRY (D) , X, p+1)n(x) e PP dp (4.25)

Af (4.24) fa&s da umiddelbart ved anvendelse af forskydnlngssat—

ningen, se ligning (E.10), appendix E

4’ (x,t)n(x) = At-T)¢_(X,t-1) , X € 30, (1) (4.26)

*) Graham antager selv i sit bevis, at den elastiske lgsning kan skrives
som et produkt af to faktorer hvor den ene afhenger af de elastlske
konstanter alene, og den anden afhanger af tid og sted alene. Denne an-

tagelse er som det ses ikke ngdvendig.

*%)  Funktionen ue(2u,3p,x,p+v) kan opfattes som flytningen langs 392
for det elastiske randverdiproblem som fremkommer ved tidsforskydningen

t' = t-1. Funktionen j:(z,p) kan derfor inverteres.
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Men "heraf ses jo, at det for alle X € BQZ(T) gelder, at hvis
t< T, sd er u'(x,t)n(x) =-0 . Dette er ensbetydende med, at
l¢sningen L' , E' , u' opfylder randbetingelsen (4.18), og at
den dermed betegner lgsningen til det oprindeligt givne randver-
diproblem. .

Det er hermed vist, at korrespondsprincippet (4.16) kan benyttes
som l¢sningsmetode pa. visse ran@verdipr@blemer med foranderlige
randomréder. be vigtigste antagelser i beviset herfor er antagel-
sen om monoton udbredelse (4.17), og antagelsen om homogen betin-
gelse (4.21) pd det randomrdde som er aftagende,

4.5 Xorrespondensprincippets gyldighed ved_anvendelse,pé
revneudbredelsesproblemer.

Vi vil nu vise, at. korrespondensprincippet kan benyttes som lgs-
ningsmetode p& lineart Vlscoelastlske revneudbrede1sesoroblemer.

*)

= Q(t) med den uforanderllge ydre kontur anY , og den indre

Vi vil betragte et plant revneudbredelsesproblem over omrédet

kxontur 30" = apt (t) ud fra hvilken der foregar revneudbredelse
langs kurven K.

Randbetingelserne er
RY , x € a0¥
. (4.27)

rRb(e) , x € st ()

hvor betingelserne rRY pa a0Y og R (0) pé 307 (0) kan vere vil-
kdrlige, medens betingelserne pa randomridet 30 (t)~3Q*(0) er
rene spandingsbetingelser. Randomradet 0% er stadigt voksende.

Lgsningen til det herved definerede lineart viscoelastiske rand-
verdiproblem betegnes L ,E, g'og den tilsvarende elastiske lgs-

*) Beviset kan uden synderlige vanskeligheder generaliseres til 3 dimen-

sioner.
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ning betegnes I

™
]

e . : s
u- . Vi definerer randomradet

a3t (t) = agi(@)\ani(f) ' (4.28)

Figur 4.1. Plant revneudbredelsesproblem.

Det lineart viscoelastiske randvardiproblem givet ved (4.27)
over Q(t) er da ensbetydebde med fplgende lineart viscoelastiske
randverdiproblem over §(«)

€ 0¥

RY P
rRNe) , x € sat(n (4.29)
ba =0, x € asat(e)

hvor flytnlngsdlfferensen Ay er defineret p& f¢lgende made. Et
‘hvert punkt x € ragt (t) ligger pa udbredelseskurven K. Lad DT (%)
og D~ (x) betegne: venstreomegnen henholdsvis hgjreomegnen af X .

med hensyn til K. Flytningsdifferensen Ay er da defineret ved

Au(x,t) = ,13,+(,{<,,t) - u (x,t)
+ s P ' + i . (4.30)
hvor u (x,t) = lim u (x',t) , x" €D (x) ., X' € K .
E R 3 :
4 (x,t) = lim g (x',t) , x' €D (3) , ¥ €K
X'
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Ved denne omformulering ses det, at et revneudbredelsesproblem
altid kan opfattes som et problem med foranderlige randomré&der
hvor et omride med spandingsbetingelser udbreder sig monotont
ind over et omrade med homogene flyfningsbetingelser.

Beviset forlgbet nu helt analogt til Grahams bevis i forrige

afsnit. Bestemmer-vi stgrrelserne

1 e¥

L'(x,6) =& 17 (pRY(p) ,PR%(P) ,X,D)

. p>t ~

.', -l e¥ *

E'(x,t) =% ' E - (PR¥(p) ,PR% (p) +X,D) : (4.31)

- . * 1. . .
u'(x,t) =& ! u® (PR#(P)JPRg(P) rXrP).
p~t R ~ .

e* - *)
hvor 1~ "(2u,3k, %,P) é? Z (2u,3k, X, t), o. s.v.,ses det let ’
at Z' ’ E' , u' er l¢sn1ngen til f¢1gende lineart v1scoelastlsk
randvardiproblem over Q (w) -

Z
E:

x € ¥

o
¢
LS

x € 30% (¢) (4.32)
L' xtax = gZ'l 2% (oR%,pRE, 2 PIn(x) o+ x € 230t(t)

Vi skal da blot vise, at (4.32) er ensbetydende med (4.29), hvil~-
ket vil sige, at vi skal vise at

Au'(x,t) = 0 , alle x € 430 (¢) (4.33)
Beviset forlpgber helt analogt til den tilsvarende udledning i
Grahams bevis omtalt i forrlge afsnit. Lad <t vare et tllfaldlgt

. fast tldspunkt stprre end nul Da det for alle x E pagt (T) for

,den elastiske l¢sn1ng gelder at

Age(Zu,3K,§,t) =0 ‘ (4.34)

*). (4.32) er et stationart problem
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hvis t < 1 , f8s at der for den laplacetransformerede af Au'

gelder

Aa'*(x,p) = /0_ Age(pR’{‘,pR§.,§.t)e"Pt dt

o«

[ bu® (oRY ,pRE,x,t) e PF at
-

= e_Pt_[ Age(qu,pR§,5,9+T)e_pp dp (4.35)
0-

e Pt g:(g,p) r X € AaQi(T)
dg dermed"
Mg (£,8) = A(t-T)g (x,t-0) , x € A3 (D) (4.36)

Men heraf ses, at det for alle x € ABQI(T) gaelder at Ag'(g,t)
= 0 hvis t < 1 , hvilket direkte medfgrer at (4.33) er opfyldt.

Det er hermed bevist, at korrespondensprincippet, som det et
formuleret i (4.16);, kan benyttes som lgsningsmetode for lineart
viscoelastiske revneudbredelsesproblener.

Anvendelsen af korrespondensprincippet pd saddanne randvaerdipro-
blemer, samt nogle af de vanskeligheder der kan opstd i for-
bindelse hermed, er omtalt nzrmere i kapitel 5.
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KAPITEL 5,

Lgsning af lineart viscoelastiske revneproblemer.

5.1 Stationare revneproblemer.

Lad os betragte et geometrisk stationart revneproblem over om-
- r8det Q i plahen. Alle forekommende revnespidser er da knyttet
til faste materielle punkter i det betragtede legeme for alle

tider t > 0 . ' ' :

Vi vil nu undersgge lgsningens asymptotiske eéenskaber ved en
sadan stationar revnespids. Vi benytter et lokalt koordinatsy-
stem og polare koordinater som vist p& figur 3.1. Af ligningerne
(3.3) ses, at det fOrldeh elastiske lgsning asymptotisk galder
at

poa,By = 1,2 ' (5.1)

hvor faktorerne faBY er funktioner-af vinkelen 6 alene, og hvor
spendingsintensitetsfaktorerne er funktioner af de elastiske
konstanter og af tiden t alene, altsi .

: kS (2u,3k,t)
ca6(2UI3Klrlelt)

e dBY(e) (5.2)

Af korrespondensprincippet (ligningerne 4.16) £&s da, at der
for den line®rt viscoelastiske ldsning asymptotisk’ gelder at

k_(t)
GGB (r,8,t) = J—zr fOLBY(e) (5.3)
. = -1 ,e* * * 4
hvor ki (t) =& k. (PRY(p) ,pRS(p),p) (5.4)

Det ses altsd, at spandingsfeltet omkring en revnespids i et
lineart viscoelastisk legeme, ligesom i det elastiske tilfalde,
er beskrevet fuldstendigt ved de to spandingsintensitetsfakto-

rer k1 og k2 . Hvis de elastiske spandingsintensitetsfaktorer
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k& = ©
Y Y

dingsintensitetsfaktorer pd simpel made af (5.4)

(2u,3k,t) er kendt, bestemmes de viscoelastiske spen-

Beskrivelsen af en lineart viscoelastisk lgsnings asymptotiske
egenskaber omkring en revnespids afviger imidlertid pd afggrende
punkter fra beskrivelsen af den tilsvarende elastiske lgsnings
asymptotiske egenskaber.

I det elastiske tilfalde har man en &néntydig sammenhang mellem
spandinger og tgjninger til et hvert givet tidspunkt t. Dette med-
fgrer, at de elastiske spandingsintensitetsfaktorer til tidspunk-
tet t ikke alene fastlagger spandingsfeltet til dette tidspunkt,
men ogsa flytningsfeltet og tgjningsfeltet.

..I det viscoelastiske tilfzlde stiller sagen sig noget anderle- -
des, idet der pé& grund af den konstitutive lignings funktional-
form slet ikke er nogen sammenhang mellem spandingsfeltet Iix,t")
og t¢jningsfe1tet E(z,t') for et givet fast tidspunkt t = t'.
Heraf fglger umiddelbart, at de viscoelastiske spadingsintensi-
tetsfaktorer til et givet tidspunkt t = t' kun beskriver span-
dingsfeltets, men ikke flytningsfeltets og t¢jﬁingsfeltets asymp-

totiske egenskaber.

Af disse overvejelser sluttes umiddelbart, at den viscoelastiske
lgsnings asymptotiske egenskaber omkring en revnespids ikke kan
beskrives ved kun to parametre som i det elastiske tilfalde. Der
mi flere parametre til.

*
Lad os betragte flytningerne )

omkring en revnespids i et line-
@&rt viscoelastisk materiale. Af ligning (3.4) ses det, at den

elastiske lgsnings flytninger asymptotisk kan skrives

*) Relativt i forhold til revnespidsen



e _ A a+ ) Ky 3 :
ug= V2r {kn'TﬁT cos(e/Z)-— P cos (6/2) +
a+1 k2 2
+ k2 I sin(8/2) + T sin(8/2) cos (6/2)}“
(5.5)
u® =v/7f lk &1 sin(e/2) - l sin(6/2) cos®(8/2) +
2 1 4y S Y s
- k’ 9il cos(8/2) + 2 éy (8/2) [1+ ) 2(e/é>]}
~ Ky Tg 7n cos sin .
3ktdu ; 2 (1~V2)7 for plane tgjn.tilst
21 (3k+u) E P in. -
_ -%ﬁ% _ . ) »: -(?fG)
: 3k+ 2 ’ : '
,2, ;;JJ =E for plane spand.tlist.

Definerer vi faktorerne

: +1 ¢ : ;
d$<2u,3|_<_,t) T kf;(Zu,%,t)‘ |

(5.7)

c$(2u,3K,t) ‘ é%’ki(?u,3kft) , Y = 1,2r

~8& fas' let ved anvendelse af korrespondenspriﬁcippet (igning

4.16) , at der for den lineart viscoelastiske lgsning galder
at : o

u, =;/7f[d1(t),cos(6/2) +.d,(t) sin(6/2) +

- e, (t) cos®(8/2) + ¢, (t) sin(6/2) cosz(e/zﬁ
(5.8)

5 = V2r {61(t) sin(8/2) - dz(t) cos(6/2) +
- ¢, (t) sin(8/2) cos?(8/2) + e, (t) cos(e/z)[1+sin2(e/2)ﬂ

hvor faktorerne dY(t) og cY(t) bestemmes af
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-1 .e*
d (t) = d ( R*( )r R ( )l )
- 5%: y (PRT(P),PRY(p),p 5.0,

- *

c (t) =@ 8 (PR¥(P) ,PRE(P) ,p) , ¥ = 1,2
Y p—)t Y ;

Tilsvarende kan det ved anvendelse af (5.1) og den fysiske be-

tingelse for elastisk materiale,‘samt ved anvendelse af korres-

pondensprincippet vises, at det for den viscoelastiske lgsning

gelder at tgjningsfeltet omkring en revnespids asymptotisk kan

skrives
1
) o law -
€ (r,8,t) = X % _(8) + 21X Y £ (5.10)
a : JIE oY /7T Ay

Af ligningerne (3.3) ses det let at

£

A1 2co0s60/2 -

(5.11)

fan2

- sinb/2

'Deh viscoelastiske lgsnings aysmptotiske egenskaber er da givet
ved’ligﬁingerne (5.3), (5.8) og (5.10). Disse udtryk galder
alle bdde for plan tginingstilstand og plan spandingstilstand.

Det ses .altsd af det ovenstdende, at forholdene omkring en rev-
nespids~ i et viscoelastisk materiale i det generelle tilfalde
ngdvendigvis mé& beskrives ved 6 parametre, og ikke kun ved 2
parametre som i det elastiske tilfazlde. De 6. revnespidsparame-
EEE kan, som det ses, passende valges til at vare spandings-
intensitetsfakt@terne k1‘og k2 og faktorerne 4, , 4, og ¢

1 2
¢, , som vi vil kalde revnespidsens deformationsfaktorer.

17

Af ligningerne (5.8) ses let, at flytningerne af revneranden
(6 = m) asymptotisk kan skrives

ug(rh) = 4,8 JIE o 52

uz(r,t) = d1(t) V2r



For spandings- henholdsvis tgjningsfelt findes for 6 = 0 -

ky(t)
V2r

011(r,t) = czz(r,t)
(5.13)
k2(t)

L]

c1z(r,t)

611(r,t) = szz(r,t)

(5.14)

612(r,t) =

5.2 Revneudbredelsesproblemer.

Ved lgsning af et lineart viscoelastisk revneudbredelsesproblem
over omrédet  forstds normalt en bestemmelse af lgsningens a-
symptotiske egenskaber omkring samtlige revnespidser p& omridet
Q's rande.

Vi vil i det fglgende se narmere pd hvorledes lgsningens asymp-
totiske egenskaber kan bestemmes omkring en revnespids som er

i bevagelse. Det vil sige, at vi vil udlede en metode til be-
stemmelse af de 6 revnespidsparametre til et vilk&rligt tids-
punkt t > 0 ndr udbredelseshistorien af den til revnespidsen knyt-
tede revne er givet pad forhéand.

For simpeiheds skyld vil vi antage at omrddet  kun har den ydre
kontur an¥ og &n enkelt indre kontur spl . Det antages desuden
at der sker udbredelse af en revne R ud fra den indre kontur

BQi langs kurven K, og at denne udbredelse er kendt.

Den indrg kontur afhanger da p& en kendt mide af tiden, d.v.s.

3ot = ant(e).

Vi vil altsd nu bestemme revnespidsens spandingsintensitetsfék—
torer og deformationsfaktorer for et vilkdrligt fast tidspinkt

t =t Revnespidsen befinder sig til dette tidspunkt i punk-
tet P.
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AN'(h

Figur 5.1. Revneudbredelse langs kurven K.

Der indlagges som vist pd figur 5.1 et medfglgende y1y2—koordi~
natsystem i revnespidsen, samt et fast x1x2-koordinatsystem
i P. Begge koordinatsystemer’har deres 1-retning orienteret para-

lel med tangenten til K i systemets begyndelsesﬁunkt.

I forrige kapitel blev det vist, at korrespbhdensprincippet kan
benyttes som metode til lgsning af et revneudbredelsesproblem

som det her betragtede. Det viser sig imidlertid a£ vare en re-
lativ vanskelig opgave at skulle lgse et sidant problem ved an-
vendelse af korrespondensprincippet. Korrespondensprincippet er
en lgsningsmetode som normalt er meget enkel *) at bruge, men i

*) Der kan naturligvis altid opsta praktiske problemer i forbindelse med den
inverse laplacetransformation, men det er mere de principielle problemer,

der her tankes pa.
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dette tilfazlde hvor lgsningen ¢gnskes bestemt for et punkt som
er i bevegelse (revnespidsen),og:da problemet involverer opera-
torregning og regniné med singulariteter og samspil mellem disse
pa en ikke helt simpel méde, bliver anvendelsen af korrespon-
densprincippet noget mere kompliceret end sadvanligt.

En fatal fejl begdr man blandt andet hvis man ved anvendelse af
korrespondensprincippet bestemmer en viscoelastisk revnespids-
parameter med udgangspunkt i den elastiske lgsning for den p&-
geldende parameter for et fast punkt i det medfglgende y1y2—ko—
ordinatsystem. Herved gves der nemlig vold p& kravet om at den
elastiske lgsning, som benyttes ved anvendelse af korrespondens-—
princippet, skal vare lgsningen for et fast materiait punkt,

se fodnoten side 46 .

Vi betragter derfor det faste materielle pﬁnkt'Pdpé‘kﬁrven K i
hvilket revnespidsen befinder sig til ﬁidspuhktet t=1t', og
tager udgangspunkt i den elastiske lgsning for omegnen om dette
punkt.

Selv om man betragter det faste materielle punkt P, er der i-
midlertid stadig storé mﬁligheder for at begd fejl hvis man
ikke g¢r sig sine overvejelser pd en tilstrakkelig overskuelig
mé&de. I det fglgende er‘der angivet en made at nd til problemets
lgsning pa, som méske kan forekomme en smule qmstandglig, men
hvor overvejéiserne til gengaldver delt.o? i s& passende smd
skridt, at fejl let kan undgds.

Problemets randbetingelser er

rY , X € an¥ )
’ o (5.15)

Rl”

, x € 30" (t)
hvor RY og R er vilk8rlige betingelser af de i kapitel 1 af-
snit 3 omtalte typer.

Det fgrste problem vi vil ldgse er at bestemme en spendingsin-
tensitetsfaktor for den betragtede revnespids til tidspunktet
t=t"'.




- 63 —

Lad os antage, at det lineart viscoelastiske randvardiproblem
over @ med randbetingelsen (5.15) er lg¢st, og at vi dermed ken-
der lgsningen L(x,t) , E(x,t) og u(x,t) i hele @ . Denne lgs-
ning afhanger sdledes béde af revneudbredelsesforlgbet, de ydre
belaétninger, samt af det lineart viscoelastiske materiales
fysiske egenskaber.

Vi vil nu betragte et andet, men med det fgrste meget tat be-
slegtet problem. Betragt:det geometrisk stationazre randvardi-
problem over @ = Q(t') med den ydre rand BQY og den 1ndre rand
3ot (£') med randbetlngelserne

®Y , x e 30 : ) (5.16.a)
b, x € ant (o) (5.16.b)
I'xtp = Lxop . g ewtewt (o (5.16.0)
hvor
st for t < &
ant’

(t) = ) U (5.17)
sat(t') for t > ¢! o

~og hvor Z(x,t) betegner spandingslgsningen til det oprindelige
" udbredelsesproblem. Lg¢sningen til det herved definerede rand-
vardiproblem, se figur 5.2, betegnes L'(x,t), E'(x,t), u'(x,t).

Det fremgdr umiddelbart af (5. 15), (5.16) og (5. 17), at lgs-
'nlngen Z, E, u tll det oprindelige problem og lgsningen ', E',
u'tll det afledte problem er identiske for 0 < t < t' . Det
afledte problem kan opfattes som et revneudbredelsesproblem,
hvor revnen R udbreder sig langs kurven K i overensétemmelse
med den for det oprindelige problem givne udbredelseshistorie
i tidsrummet t € [0;t'] , for derefter til tidspuhktet t =t
at géii std i punktet P, og vare station®r for alle t > t' .



. - 64 -

30!

AR
N

AN, t<f =

Figur 5.2. Afledt randvardiproblem.

Det afledte problem er derfor lige sd velegnet som det oprinde-
lige problem med heﬂsyn til besvarelsen af spgrgsmdlet om hvilken
vaerdi en given revnespidsparameter har til tidspunktet t = t' .
Desuden giver l¢snin§‘af det sidste problem os svaret pd hvor-
- dan den pégaldende_féVnespidsparameter udvikles i tiden t > t',
s&fremt reévnen til'tiden t = t' gdr i std i punktet P. Denne vi-
den skal senere vise ‘sig at kunne blive nyttiggjort.

Idet det afledte problem betragtes f&s nu fglgende. Spéndings—
intensitetsfaktoren k for revnespidsen i punktet P kan skrives

k(t) = k¥ (t) + ki) (5.18)
hvor ky(t) angiver bidraget til k(t) fra randbetingelserne pa
den ydre rand alene, altsd lgsningen til problemet med randbe-

tingelserne (5.16.af, samt

I'(x,8n =0 5 x € ant(t") (5.19)
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Tilsvarende angiver k(&) bidraget til k(t) fra randbetingel-
serne p& den indre rand alene, alts3i lgsningen til problemet
med randbetingelserne (5.16.b) og (5.16.c), samt

L'(x,8)n =0 ; x € 3 h (5.20)

Hver af bidragene ky(t) og kl(t) findes nu ved anvendelse af
korrespondensprincippet. Den elastiske l#sning for bidraget

*
ky(t) antages i fgrste omgang at kunne skrives )

et = a¥ oy, 30) Y () (5.21)

hvor faktoren a#y(2u,3K) angiver afhangigheden af de elastiske
konstanter og kK, og faktoren bky(t) angiver tidsafhangighe-

’den**) introduceret af randbefingelserne (5.16.a). Den lapla-

" cetransformerede er da

K (p) = &Y (pR} (8) bR} (p)) BV (p) (5.22)

Vi definerer

* * *
2% (p) = 1 &5 (or] (p) 2R} () L (5.23)
hvilket medf¢rer
* . * . . . SR
kY7 (p) = ARV (p) uppKY* () _ (5.24)

‘Anvendelse af laplacetransformationsteoriens differentiations—

regel og foldhiﬁgsregel, se (E.4) og (E.5) appendix E, giver

*)  Den elastiske lgsning vil meget ofte, men ikke altid kunne skrives pa

denne form. Det generelle tilfelde omtales senere.

**) Faktorerne aky og p<Y vil normalt ogsd afhange af tidsparameteren t' ,

dette far ingen indflydelse pa overvejelserne.
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da

t ky
ky , anY () —
kY (t) = A (e-p) 2L g
/ - 8 (5.25)

=(n{ky bky(t)

-hvoreﬂzky er en Stieltjesfoldning med kernen Aky(-)

Bidraget kl(t) er noget vahskeligere at bestemme. Vi vil skri-
ve . . . ) .

i1

k) = k9 + ke B (5.26)

" “hvor kio'er bidraget fra raﬁdbetingelserﬁe (5.16.c) alene, og

ki1 er bidraget fra randbetingelserne (5.16.b) alene. Med "a-
lene" menes som tidligere, at de gvrige randomrader er spandings~
frie. Af den made det sidste randvardiproblém‘givef ved (5.16)

er afledt af det fgrste (givet ved (5.15)) p&, kan det umiddel-
‘bart sluttes, at der for den elastiske 1l¢sning gazlder

k%€ (t) = 0 for t' < t < w (.27

- Vi kommer nu til et afggrende punkt i‘voré overﬁejelser. Bi-
draget kioe er bidraget til intensitetsfaktoren fra de span-
dinger (den viscoelastiske lgsning for det oprindelig problém)
som er pafgrt den del af konturen ant (t") som til tidspunktet

+ endnu- ikke er blevet en del af omradet 39 (t). Bldraget er
altsd en spandingsstgrrelse afledt af lgsningen P& et randver-
diproblem over (t') hvor den ydre rand er fri, medéns den
indre rand er belastet af et ligevagtssystem af'krafter. Pa
dette problem kan vi altsd benytte den i kapitel 2 afsnit 4

omtalte satning hvoraf det fremgdr, at den elastiske lgsning
for et sddant problem er uafhangig af de elastiske konstanter.
N&r dette er tilfaldet, vil den elastlske og den viscoelastis=-

"ke l¢sn1ng vare identiske. Vi kan derfor slutte at

O(t) =0 . fort'<t<w (5.28)
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Ligning: (5.28) er ngglen til en let vej til lgsningen pd et el-

lers vanskeligt problem.

Om intensitetsfaktoren k{t) kan vi slutte at
k(t) =0 for 0 < t < t’ ' (5.29)
Séledes at vi ved anvendelse af (5.18) og (5.26) far at
k) + k%0 + kT =0, 0 <t <t
(5.30)
) = - (ky(t) + kl1(t)' , 0 <t <t

Vi har allerede et udtryk (ligning (5.25)) for bidraget kY (t).
Ganske analogt til hvorledes dette blev bestemt finder vi

ki1(t) .Afkl kl £) (5.31)
Af Iigningerne (5.28) og (5.30) f8s nu et'udtryk‘for bidraget

O(t) geldende for hele t1d51ntervallet 0 < t < =, Bidraget
skrlves ‘ ' : s R

Ot) = = (1-A(t-t")) (ky(t) + ki1(t)) ' ©(5.32)
hvor A(+) er Heavisides-enhedsfunktion. Det endelige resultat.
- intensitetsfaktoren k(t) - bestemmes da af ligningerne (5.18),

(5.26) og (5.32) til

x(t) = x¥(t) + k%0 + kil

A(t-t") (ky(t) + ki1(t)) o o (5.33)

. Indsattes udtrykkene for bidragene ky(t) og k (t) fra ligninger-
ne (5.25) og (5.31) fas :

X(t) = A(e-t") (Jfky bKY () +<n1ki_bki(t)) (5.34)

En fejl man meget let kan komme til at begd ndr man gennemfgrer
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disse overvejelser er, at man pd en eller anden mdde f&r anbragt

Heavisidefaktoren A(t-t') p& den forkerte side af operatorerne,

sdledes at et led i stedet for at have formen
A(t-t") & b(t) : (5.35)
s& fejlagtigt far formen

A A(t-t") b(t) (5.36)
Det er klart, at formen (5.36) fgrer til helt andre resdltater
end (5.35). Det kan blandt andet let ved anvendelse af laplace-

transformationsteoriens gransevardisatninger vises at

lim o A(t-t") b(t) = a(R,(0+),R,(0+)) b(t") (5.37)
>t .

jvnf. defipitionerne (5.22) og (5.23). Det vil altsd sige, at
et fejlagtigt resultat af formen (5.36) fgrer til den forkerte
konklusion, at spandingsintensitetsfaktorerne for et lineart
viscoelasﬁisk revneudbredelsesproblem altid vil vare de samme
som intensitetsfaktorerne for det tilsvarende elastiske problem,
blot med de elastiske konstanter 2u og 3k erstattet af relaxa-
tionsfunktionernes begyndelsesvardier R1(0+) henholdsvis R2(0+).

Den korrekte lgsning for intensitetsfaktoren k(t) , 0 <t <w,
er imidlertid givet ved (5.34) for det tilfalde, at de elastiske
lgsninger for bidragene 24 og ki1 kan skrives pa formen (5.21),
og for det tilfalde, at revnespidsen stopper i punktet P til

t = t' . Intensitetsfaktoren til t = t' er da

k(t') = lim {.,dky bKY (1) +of KL bki(t)}, £> t' (5.38)
t>t!

~Nu kan bidragene kY og ki1 imidlertid ikke altid skrives p& for-

men (5.27). De generelle udtryk exr

ve Ky L ky
(21113Klt) - ana(2i-l,3l<:€) bna(trg) dg (5039)
0
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1
11e _ ki ki
(2u,3k,t) = /0 a . (2u,3k,8) b (t,8) dg (5.40)

sum over n, m og & , n = 1 12400, , m=1,2,...,4, a0 =1,2.

Stgrrelsen any betegner Greens funktion for belastningen b i

pé det n'te delomrdde af den ydre rand, tilsvarende for aiz .

Udtrykket (5.33) galder ogsd i det generelle tilfalde, og de
til (5.34) og (5.38) svarende generelle udtryk bliver da

K(t) = A(t-t') (/}gzky(g) bEY (¢,8) ag +

f.,d (&) b (t '£) dg) o (5.41)

henholdsvis

()= 1in1]/ Jfky(a) Y (¢,6) ag +
t>t

+ ,,Jm;('g) bmi(t,«‘;) al, £>e (5.42)

hvor:ﬁ(ky(g) og<ﬂikl(£) er Stleltjesfoldnlnger med kernerne
ky(t g) henholdsv1s Ak (t,8), hvor de 1aplacetransformerede exr
deflnerede ved

mo

*
a5 (p,6) = L af¥ (o] (0) , pR, (0) ) -

. o . (5.43)
s (0,8) = L &l (5R] (p) ,BR, (0 ,§) '

Problemet er nu lgst for sd vidt det drejer sig om bestemmelse
af en spandingsintensitetsfaktor.

Hermed er den stgrste del af problemet med hensyn til bestemmel-
se af den viscoelastiske lgsnings asymptotiske egenskaber om-
kring revnespidsen til tiden t = t' 1lgst.

En deformationsfaktor d bestemmes da pd fglgende mdde. Mellem

deformationsfaktoren d og den til d svarende spandingsintensi-
tetsfaktor k galder jo
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a® = a%(2u,3¢) x®(21,3¢,t) (5.44)

jvnf. ligningerne (5.7). Anvendelse af korrespondensprincippet

giver da

d*(p) = ad(pR:(p),pR;(p)) k*(p) (5.45)
og dermedv

aw = dxey (5.46)

‘hvor<n1d er efr Stieltjesfoldning med kernen Ad(t) defineret
ved

a*

2% (m) = 1 a%(pR] (p) ,pR} (p)) (5.47)

1
P
Lgsningen (5.46) angiver deformationsfaktoren d hvis revnen gar
i std i P til tiden t = t'. Deformationsfaktoren d til tiden

t = t' findes derfor af

Ca(t )= tim Y k() £ > e (5.48)

) >t :
En deformationsfaktor ¢ findes p& helt tilsvarende mide. Proble-
met er hermed endeligt lgst. Lad os resumere de vigtigste resul-
tatér fra dette afsnit.
ile

Hvis bidragene kY€ og k til den elastiske spandingsintensi-

tetsfaktor k© fra betingelserne p& den ydre henholdsv1s den
indre rand kan skrives ' '

KY€ = a5 (2y,30) ¥V (¢

k1€ = aM 30 b5 | ‘ (5.49)

s& bestemmes intensitetsfaktoren k til tidspunktet t = t' af

k(t') = lim {:nfky’bky(t) +odf X1 KLy } , t > £ (5.50)
trt !



- 71 -

og s&fremt revnen g&r i std i punktet P til t = t', s& bestemmes

intensitetsfaktoren k for punktet P af
k(t) = A(t-t') (afky pY (r) + Xt bkl(t)> (5.51)

hvor Stleltjesfoldnlngerne<ﬁ{ky og:ﬂ(kl har kernerne A Y(t) og
(t) defineret ved

Aky*(p)

ke

a¥Y (pR] (p) PR, (D))
(5.52)

Aki*(p)

]

LR B

g * *
a**(pR] (P) ;PR (p))
I det generelle tilfzlde hvor bidraéene kY€ og ki1e‘skrives

ke = [ aRY(ay,30,8) B (e,E) ar

0 (5.53)
. 1 1
e
e = [ aktan,3c,6) B HeE)
0 .
hvor der er sum over n, mog &, n = 1,2,..,N, m = 1,2,..:,M ,

o= 1,2, og hvor a y betegner Greens funktlon for belastningen

bﬁg pd det n'te delomrade af den ydre rand og tilsvarendende
ki

for s f4s de til (5.50) og (5.51) svarende udtryk

k(') = lim {/ ol 0 () &t +
et : (5.54)
+fd (a)b (t&) da},_t>t-
; ,
K() = A(t-t') (/;fky<g) XY (t,6) ag +
(5.55)

1 .
ki ki
+]}nzmu<z> bEL(e,6) ag)

hvor Stleltjesfoldnlngernezni y(E) og xlkl(g) har kernerne A Y(t,g)
henholdsvis A (t £) deflneret ved
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ky* _ l ky * *
A (B8) = > anu(pR1 (P) /PR, (P) ,£)
(5.56)
ki*, . _ 1 ki * *
Pna (Pr8) =5 a0 (PRy(P),PR,(P) ,E)

De til k svarende deformationsfaktorer c og d til tiden t = t!
findes af

c(t') = lim & k(t) , t > ¢
et , (5.57)
ace") = lim 9 K(E) , &> ¢
Tt :
og hvis revnen gir i sté til tiden t = t' findes
c(t) = A% k(t)
(5.58)

act) =9 k(e

hvor Stleltjesfoldnlngernecnf og,ﬁ{d har kernerne aC (t) og
A (t) definerede ved .

c*

2% (p) = 1 a®(pR (p) ,BR} (p))

el B

. (5.59)
2% (p)

Lo B

* *
a%(pR] (p) , bR, ()
hvor funktionerne ac(2u,3K) og ad(2u,3K) er definerede ved

€ = a%y,30) x©

[

C
(5.60)

Q
fl

ad(2y,3¢) x®

og i ¢vrigt bestemmes af ligningerne (5.6) og (5.7).

Der bgr nok til slut erindres om, at de her omtalte lgsninger
er baseret pa betragtning af det tldllgere omtalte afledte geo-

metriske stationzre problem, siledes at f. eks. bidragene kY€ o og
1e
kl

er bidragene til den elastiske intensitetsfaktor for rev-
nespidsen i P, svarende til den position revnespidsen i det op-
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rindelige revneudbredelsesproblem har til tiden t = t' , fra
randbetingelserne rY s X € 39Y henholdsvis R: ; X € BQ‘l(t) alene,

se ligning (5.16).

Som et vigtigt resultat af de i dette afsnit foretagne overve-

jelser ses det, at revnespidsparametrene ikke pd nogen made

afhanger eksplicit af hastigheden af revnespidsen. Dette er nok
for de fleste et overraskende resultat.

Den indsigtsfulde la:ser vil méske endog vere en smule skuffet
over dette, idet han médske havde hébet at der kunne etableres
en simpel sammenhang mellem revnespidsparametre og udbredelses-—

hastighed, hvorved vejen til en forklaring af langsomme (quasi-
stationare) revheudbredelsesfanomener i lineart viscoelastiske

materialer umiddelbart synes at vare banet.

ovenfor omtalte resultat er imidlertid ikke noget d8rligt ud-
gangspunkt for opstilling af en teori til forklaring af de
langsomme~revheudbredélseéfanbmener. Sammenhangen mellem revne-
spidsens hastighed og dens tilstandsparametre kY ; €, 0og 4 e~

Y Y
tableres ved opstilling af en revneudbredelsesmodel*) for rev-

neudbredelse i lineart viscoelastiske materialer, og i denne
forbindelse viser det sig tvaertimod at vare en fordel at kunne
basere sine overvejelser pé& ovenfor omtalte meget simple resul-
tat.

Som afélutning 95 denne rapport, skal der i de f¢lgendé afsnit
gives et par eksempler péd bestemmelse af revnespidsparametre
for nogle specifikke révneudbredelsesprobiemer.

5.3. Eksempel 1, spandingsrandvardiproblem.

Vi betragter nu et rent spandingsrandvardiproblem over Q = Q(t),
hvor belastningen p& den ydre rand 39Y og belastningen pa den
indre rand 9@t = Bﬂl(t) hver for sig udggr et ligevagtssystem.

*) Emnerne omtales i en senere rapport.
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Der sker revneudbredelse ud fra en revnespids pd den indre
rand agt langs en vilkdrlig kurve K.

Materialet er lineart viscoelastisk. For at simplificere reg-
ningerne vil vi imidlertid antage, at Poissons forhold kan reg-
nes konstant, sdledes at den fysiske betingelse kan skrives

pa formen -

-1 v |
O3 T T & (eij 15y S35 8kk) : (5.61)

jvnf. ligning (2.4), hvor R er en Stieltjesfoldning med. ker-

nen R(+). Funktionen R(t) er den til E~-modulen E swvarende rela-
xationsfunktion. Den til R(t) svarende krybningsfunktion be-

tegnes XK(t).
Vi vil fgrst bestemme spandingsintensitetsfaktoren k = kY ’
Y = 1,2 for den til den betragtede revne hgrende revnespids.

Lad os antage, at bidragene k¥® og kl1e

(5.49), vi har da

kan skrives pa formen

kye - aky bky(t)

(5.62)
ile _ ki pki o

hvor faktorerne aky og akl

er uafhengige af de elastiske kon-
stanter , jvnf. satningen i afsnit 2.4. Hvis revnen stopper i
P til tiden t = t', sd ses det af (5.51), at den viscoelastiske

spandingsintensitetsfaktor for P kan skrives som et produkt af

en heavisidefaktor og en elastisk spandingsintensitetsfaktor

K(t,t') = A(t-t') kS(t,t") ' © (5.63)

hvor k%(t,t") = a*¥ pX¥(r) + & pi(y (5.64)
Det ses heraf, at spandingsintensitetsfaktorerne for et visco-
elastisk revneudbredelsesproblem af den her betragtede type

- uafhengig af revneudbredelsesforlgb og belastningshistorie -

altid har samme verdi som spandingsintensitetsfaktorerne for
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det tilsvarende elastiske revneudbredelsesproblem..

Dette resultat kan ogsd meget let findes direkte ved anvendelse

af korrespondensprincippet (4.16).

De til k svarende deformationsfaktorer ¢ og d findes nu. Af
(5.60) , (5.6) og (5.7) ses at

e DC(V)
c® = a%E®,v) k% = —* k€ (5.65)
e d e Dd(\)) e
d = a (E,\)) k = ‘——E—— k
hvor pc(v) = 1+v
2(1—v2) for plan tgjn.tilst.
odv) = (5.66)
2 for plan spand.tilst.
Af (5.58) f&s da
c(t,t') = pC(v) HA(t-t') k(t,t')
d (5.67)
a(t,t") = p%(v) HA(t-t') k(t,t")

hvor 4 er en Stieltjesfoldning med kernen K(+) .

Det ses, ¢ og d for samme mode og til samme tidspunkt er direk-
te proportionale. Det vil altsd sige, at lgsningsfeltets asymp-
totiske egenskaber i dette tilfalde (v = konstant) for hver mo-
de kan beskrives ved kun to faktorer, f.eks. k og ¢, altsd i alt

4 af hinanden uafhangige parametre.

5.4. Eksempel 2, flytningsrandvardiproblem.

Revneudbredelse i uendelig lang strimmel.

Vi betragter i det fglgende et rent flytningsrandvardiproblem
over @ = Q(t). Omrddet Q er her en uendelig lang strimmel med

bredden 2h. Der er indlagt et x,x,-koordinatsystem med x

172

1—ak—‘
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sen anbragt midt i strimmelen og orienteret parallelt med strim-

melens langderetning.

Der sker udbredelse af en uendelig lang revne langs linien
Xy, = 0 , og udbredelsen sker i x1—aksens positive retning, se

i gvrigt figur 5.3.

X f
uz=ugA ()
a9’ | or=0

E3§?i - 4 S? ==»X1 h
Op=0 ~
Cup=-upAlt)

Figur 5.3. Revneudbredelse i uendelig lang strimmel.

Problemets randbetingelser er

u, =-u A(t) . 3
Ry = h 3
i 049 =0
(5.68)
u2 = - qu(t)
Xy == h,:
O4o9 = 0

Revneranden 300 er spendingsfri.

Revneudbredelseshistorien kan karakteriseres ved, at revnen er



- 77 -

stationar i (x1,x2) = (0,0) for t < 0 , og at revnen udbreder
sig med den vilk&rlige hastighed v(t) for t > 0 , sdledes at
positionen af revnespidsen til tiden t er (x1,x2) = (x1(t),0).

Vi vil som i det forrige afsnit forudsatte Poissons forhold
konstant. Den fysiske betingelse er da

=1 v
93 T TR %(Eij * T2 %13 ekk) (5.69)
hvor R er en Stieltjesfoldning med kernen R(+). Funktionerne

R(t) og K(t) betegner som i forrige afsnit relaxationsfunktio-
nen henholdsvis krybningsfunktionen for enakset pavirkning.

Da det her betragtede problem er symmetrisk om x1—aksen, m3 in-
tensitetsfaktoren k, og deformationsfaktorerne c, og d, alle
vere lig med nul. Intensitetsfaktoren k1 findes da pd fglgen-—

de méde.
Da revneranden 30T er spandingsfri, er bidraget k?1e lig med
nul, altsd ‘
ile .
k1 =0 for alle t (5.70)

Bidraget kge kan findes i hé&ndbgger om spandingsanalyse af
elastiske revneproblemer, f.eks. Tada, Paris & Irwin [13].
Der findes

K€ = Pk(W E A(t) (5.71)
u, )
—_— for plan spand.tilst.
X v/7h
hvor p (v) = - (5.72)
u
———EL——E for plan tgjn.tilst.
VTR (1-v°) .
ile ye

Bidragene k og k1 kan altsd skrives pd formen (5.49). Hvis

1
revnen stopper i punktet P til tiden t = t', s ses det af
(5.49) , (5.51) og (5.52), at den viscoelastiske spandingsin-

tensitetsfaktor for punktet P kan findes til
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oK) A=t R (k)

k1(t,t')

pk(v) A(t-t') R(t) (5.73)

Hvis revnespidsen er i bevagelse til det vilkdrlige tidspunkt
t = t' , sa ses det af (5.50), at spandingsintensitetsfaktoren
for revnespidsen findes af

k(8 = lim o®(v) A(t-t') R(t) , t > t'
t>t ! .
= oX(v) R(E") (5.74)

Spandingsintensitetsfaktoren k1 afhanger i dette tilfalde, som
det ses, udelukkende af i hvor lang tid strimmelen har varet
belastet, og overhovedet ikke af revneudbredelsesforlgbet.

Da Poissons forhold regnes konstant er deformationsfaktorerne
¢y o9 d1 som omtalt i forrige afsnit proportionale, og defor-
mationsfeltet kan derfor beskrives fuldstandigt ved blot en af

faktorerne. Af (5.60) , (5.6) og (5.7) findes da
e c e v e
¢/ =a (E,v) k1 == k1
e d e d(v) e
af = a%(8,v) k7 = e k3 (5.75)

hvor pc(v) og pd(v) er angivet i ligningerne (5.66). Deforma-
tionsfaktorerne c1(t,t') og d1(t,t') for punktet P findes da
af (5.58), (5.59), (5.75) og (5.73) til

0% (v) oK (VB (E-t") R(E)

H]

c1(t,t')

(5.76)

Il

a4, (et = p%v) P AHB(E-t") R(E)
hvor K er en Stieltjesfoldning med kernen K(+). Ved anvendel-
se af bl.a. ligning (C.4) i appendix C, samt ligningerne (D.3)
6g (D.4).i appendix D kan funktionen HA(t-t!') R(t) udregnes
til : :
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Hn(t-t') R(t) = A{t-t') R(t-t') R(t') (5.77)
Indsattes dette i (5.76) fas da

pS(v) pX(v) Alt-t") K(t-t') R(t")

c1(t,t')

p(v) Alt-t") K(t-t') k(")

(5.78)

og d,(t,t") %) PR (v Ae-th) K(t—t') R(t")

% (V) A(t=t") K(e-t") Kk, (t') )

Hvis revnespidsen er i bevagelse til det vilk8rlige tidspunkt
t =t' , s& f£f8s det af (5.57) og (5.78), at deformationsfakto-
rerne for revnespidsen findes af

e () = p%(w) pM(v) K(0+) R(t") )
o ,
= p (v) K(0+) k1(t’)
?(5.79)
Tog a (e = p%w) pF(v) k(04 R(t)
= %) x(oH) K, (t") J

Som det ses, er deformationsfaktorerne kun afhangige af i hvor
lang tid strimmelen har varet belastet, og om hastigheden af
revnespidsen er nul eller forskellig fra nul.

Lad os definere stgrrelserne

e
]

7= 0" R0+ (5.80)

oY)
It

= 0% 0¥ (v) K(=) R(04)

P& figurerne 5.4, 5.5, 5.6 og 5.7 er funktionerne
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k1(t,t') dq(t,t') k1(t,t')°d1(t,t')
P ’ 0 ’ © ©
K a K7
K, (t,t") 2 d, (€742
o0 (F=—) (=)
: X )

1 1

afbildet som funktion af (t—t')/tr for forskellige verdier af t'/tr
i det tilfazlde at der er tale om et Thomsonmateriale. For et
Thomsonmateriale galder, se tabel C.1. appendix C at

By £
R(t) = (1 + (hik)tf
= = =— e
E+Ek Ek
ot (5.81)
1 1 tr\
og R(t) = = + — (1 + e
E Ek /
Stgrrelsen tr kaldes relaxationstiden. For de optegnede til-
faelde er det forudsat at E = Ek , hvilket er ensbetydende med

at R(w) = % R(0+) og K{x) = 2K(0+) .
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1.000
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Ky ay
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1.5
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fr
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APPENDIX A

En vigtig setning fra elasticitetsteorien.

Givet et elastisk randvardiproblem over et omrade Q i planen
med den ydre rand 30° og de indre rande - (konturer) BQk '
k=1,2,...,N. Ingen af de N+1 konturer har falles punkter.

Satning. Hvis der er tale om et rent spandingsrandverdiproblem

hvor belastningerne p& hver af de indre konturer hver for sig
udgpr et ligevegtssystem, s& vil spandingsl¢sﬂingen ikke afhenge

af de fysiske egenskaber.

A2

Figur A.1. Omr&de med N huller.

Beviset for satningen forlgber nu som fglger.

Vi indfgrer et kartesisk koordinatsystem med akserne X, 09 X,.
Randbetingelserne er givet pd formen
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(%) » ny(x) = T];(S(;g)) ;

¢ B

af
(A.1)

x €05, k=0,1,...,8.

Y

Figur a.2. D\Belastning pé den k'te kontur.

2§ (s) er alts8 den kendte belastning pé‘den k'te kontur, s er

en buekoordinat, regnet positiv mod uret, og n(x) er den udad-
rettede enhedsnormal til den pdgaldende kontur i punktet X.

Vi vil fgrst betragte en rakke af delproblemer afledt af det
oprindelige randvardlproblem.

Lad os f¢rst betragte ‘den ydre kontur 3Q° alene. Konturen om-
slutter det enkelt sammenhangende omrade Q° . Dette spandings-
randverdiproblem er karakteriseret ved sin Green's funktion

26Y(x s) som giver os spendlngstllstanden o B(x) i punktet
X € Q° for en vilkarlig belastning t (s) pé& a0° . Spandingen
findes af

_ (o} o . [e] L
005 (%) = 95 Gopy (%:8) 9(s) ds ; x € 0 (a.2)

20°
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for enhver belastning to(s) pa ae° angiver (A.2) en lgsning péa
randvardiproblemet. L¢slingerne er alle lgsninger for et enkelt-
sammenh@ngende omrade og er derfor alle uafh@ngige af materia-
lets fysiske egenskaber.

Lad os derefter betragte en vilkarlig af de indre konturer

BQk , k=1,2,...N i den »-store plan. Den ~-store plan med

et enkelt hul udggr et enkeltsammenhzngende omrade Qk hvis be-
lastningen p& randen aﬂk udggr et ligevagtssystem. For et sidant
vilkdrligt ligevagtssystem tk(s(g)) i X € BQk findes lgsningen

som tidligere ved anvendelse af Green's funktion

X _ X x § K
ong(x) = gﬁk Cagy 5r®) () ds i x €@ (A.3)
: aq :

ingen af disse lgsninger , k = 1,2,...,N,.vilkdrligt tt(s), af-
henger af materialets fysiske egenskaber.

Lgsningen for det oprindeligt givne spandingsrandvardiproblem

over Q = kgo Q" kan findes ved superposition af lgsningerne

UEB , k=0,1,...,N.
Spendingsfeltet
J k
0058(:}5) = kzo UQB(X) P X € Q (A.4)

opfylder feltligningerne i @, og giver - ved anvendelse af den
fysiske betingelse -~ et flytningsfelt som er entydigt i Q.

Spendingsfeltet (A.4) opfylder derimod ikke ngdvendigvis randbe-
tingelserne (A.1). De indtil nu vilkirlige tathedsfunktioner
vtt(s) skal afpasses sdledes at dette er tilfzldet. Herved f&s

et sat af integralligninger idet (A.4) indsat i (A.1) giver

N
k _ k
T, (8(x)) -{ > "as‘i’} * ng(x)
& k k
={ : gg GaBY(5'S) tY(s) ds t+ ng(x) ; (a.5)
k=0 . k _

x €005, k=0,1,...,8

- altsd et sat af integralligninger til bestemmelse af tatheds-
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funktionerne Ek(s)

N&r de korrekte udviklingsfunktioner tk(s) er bestemt af (A.5),
findes spendingsl@gsningen for det oprindelige spandlngsrandver—
diproblem af (A 4), altsé

N
UaB(E) %]2% GuB(z)

=kZ=0 aey(x ) t (s) ds ; x € Q (a.6)
ag"

Spandingslgsningen findes altsd af enkeltlgsninger, som hver
for sig er uafhangige af de elastiske konstanter ved en proce-
dure, som det ses ovenfor, heller ikke p& noget punkt ggr brug
af materialets fysiske egenskaber. Det ses altsd, at lgsningen
givet 'ved (A.6) ér uafhangig af materialets fysiske egenskaber
- satningen er hermed bevist.
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APPENDIX B

Formulering af en singular integralligning til l¢sning af et

vilk8rligt elastisk revneproblem.

Vi vil her angive en metode ved hjelp af hvilken et nasten vil-
kdrligt elastisk revneproblem kan formuleres som et integral- -
ligningsproblem af typen

af (x) '+ b/' f(t)dt /' k(e £(8) dt = g(x) o (B.1)
t€T t€I

Fgrst skal vi bruge nogle resultater fra dislokationsteorien.

B.1. Dislokationer.

Lad os betragte et legeme over det plane omriéde Q med den ydre
rand 3¢° og den simple revne R p& den indre kontur 891 . Revnen

R er et stykke.af kurven K givet ved
{z] x = r(s) ; s € [s¥;,s%,1} B (B.2)
hvor g(sga) €30° , o= 1,2
'Sevnen R er givet ved
o1t (B.3)

hvor So1 1,s* 1 . Lad

den lukkede kurve T omslutte &n af revnespidserne s = Soa ; Og

i gvrigt forlgbe inden for konturen 32° . En revne R er da

09 s, er indre punkter i intervallet [s¥*

bl.a. karakteriseret ved at det normale krav til flytningsfel-
tet u = u(x) , X € Q
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95 dg = 0 (B.4)
) T ‘

ikke altid er opfyldt i den deformerede tilstand. Dette skyldes,
at der er mulighed for at

ut(x) #u(x) ;5 x€R
+ . o e ot
hvor u'(x) = lim  u(x') '3+ X' € D (x) (B.5)
x'+x
u (x) = lim u(x") ; x' € D (%)
u (% ook X

“Flytningsdiskontinuiteter er imidlertid tat knyttet: til konti-

nuummekanikkens dislokationsbegreber. Lad I'vare en lukket kurve
som omslutter punktet 50 og som i gvrigt forlgber inden for kon-
~turen 30° . Punket 59 siges at vare et dislokationspunkt-for

en kantdisklokation*) med Burgers vektor b, hvis det for alle

kurver I’ galder at
¢ du =-Db . , (B.6)
A . o . o .

Det indses let at (3.6) er ensbetydénde med:at'deﬁ langs en
- - g o= ‘ o

kurve L = {g]g = £ (s),s € Iso1,s02]} hver x; (s ;) € 32" og

_£L(SOZ) = x~ galder

g(®) -uw(x) =b;x€l _ _ ; (B.7)

Kurven L kan vare vilkarlig, blot skal den have en geometri der
sikrer, at betingelsen (B.7) overhovedet kan opfyldes. Dette

svarer til at prikproduktet e

o b skal have samme fortegn

overalt pd L.

*) Skruedislockationer er tilsvarende tzt knyttet til antiplane revnepro-

blemer.
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Pigur B.l. Kantdislokation i f? .

- Vi vil nu undersgge, hvilket spandingsfelt tilstedevarelsen af
en sadan kantdislokation afstedkommer. Vi skal fgrst indse, at
spandingsfeltet kun afhanger af Burgers vektor b og af dennes
angrebspunkt xo . Spandingsfeltet afhanger altsi ikke, som man
umiddelbart skulle tro, af formen pd kurven L. Dette indses ved
hjaelp af fglgende argument.

Der etableres en kantdislokation b, i punktet x° € @ . Kantdis-
lokationen tankes etableret ved en betingelse af formen (B.7)
langs en kurve L1 , som forblnder x med et punkt pd randen an°
Vi etablerer nu pé helt samme mide endnu en kantdlslokatlon b

~2
i 50 ved en betingelse af formen (B.7) langs kurven L

« Rur-
2
verne L1 og L er forskellige, men valgt sdledes, at de begge
i deres p051t1ve gennemlgbsretning forlgber fra et punkt pa

randen 30° til dislokationspunktet xo .

Lad os nu antage at

b = - b ' o (B.8)
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Figur B.2., . To kantdislokationer ’13

og b

1 ~2 T

Hvis (B.8) exr opfyldt, s& ses det jo, se figur B.2,. at spandings-
felterne. fra de to dislokationer ophaver hinanden. Etableringen
af de to modsat rette dislokationer i §° forérsager blot en
stiftlegemeflytning af de to delomrdder i forhold til hinanden,

- som kurverne L1 og L2 deler omradet © i. Denne stiflegemeflyt-
ning er kommet i stand ved at fjerne en stribe matériale langs L1
og indsztte en stribe materiale langs Lz eller omvendt. Men sd
ses det ogsd, at hvis spandingsfelterne ophaver hianden for vil-
k&rlige kurver L, oé Ly » s& md spandingsfeltet hidrgrende fra
en kantdislokation, som er etableret ved en betingelse af formen

(B.7) langs en kurve L, vare uafhengig af denne kurves form.

Lad os altsd nu betragte en kantdislokation b i punktet 50 , eta-
bleret ved en betingelse af formen (B.7) langs kurven L, som i
sin positive gennemlgbsretning forlgber fra et punkt p& randen
30° til dislokationspunktet 50 .

Af ovenstidende fremgdr da, at spandingsfeltet Tus(g) hidrgrende

(o]

- fra dislokationen b i x  alene afhanger af 50 r bogx, altsé

Tas(z) = TuB(go,g,z) . (B.9)
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Figur B.3. Kantdislokation b i X°

Der kan desuden implicit vare en afhzngighed af omradet Q's .
form, samt de ydre randbetingelser. Hvis vi imidlertid i fer-
ste omgang antager at [Rl er lille i forhold til alle ¢vrige
geoemtrika for problemet, sd kan der ses boxt fra denne impli-
cite afhangighed af form og randbetlngelser, og spandlngsfeltet
er da det samme som i den uendelige plan.

Den lineart elastiske lgsning for dette tllfalde er angivet i
f.eks. Landau & Lifshitz [ 5] eller Eshelby. [18] , og er pafal-
dende simpelt

faBY(e) b

T (%) Y (B.10)
CIB ~ I'}s_?‘sol

hvor 6 er vinkelen mélt fra en fast retning til vektoren

r = 5—50 , og faktoren £ er en funktion af 6 alene.

afy
Hvis der skal tages hensyn til omr&det Q's form og stgrrelse og
til de ydre randbetingelser, f&s en lgsning af formen

aBY(e) b

Tas(z) = _T;:;BT___ + aBY(X,X ) b

v (B.11)
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hvor bidraget g (x,go) bY er regulart i Q

aBy '~

B.2. Formulering af integralligningen.

Vi vil nu vende tilbage til problemet vedrgrende formuleringen
af det til revneproblemet hgrende integralligningsproblem, idet
vi vil fglge den idé, som er skitseret af Gold'dsten og Salga-
nik [20] . Vi vil opstille en singule®r integralligning til be-

stemmelse af

dAu
as (B.12)
hvor Au(s) = 5+(s) - 5—(5) , S €ER (B.13)
idet dette sammen med betingelsen
: Ag(soa) =0, a= 1,2 . o (B.14)

giver os mulighed for bestemmelse af revnens deformationstil-
stand. Som vi skal se er en bestemmelse af -funktionen dAu/ds
i realitetem en fuldstandig lgsning af randvardiproblemet.-

‘Vektorfeltet dA~/ds opfattes som en kantdlslokatlonstathed
pls) = dAN/ds langs kurven R. Lad os antage, at spendlngsfel-
tet 0 (x) r X € 0° er l¢sningen til randverdlproblemet for
omrédet Q° afgfansét af 3g° pésat en ydre randbetingelse ale-
ne, og lad os anfage, at denne lgsning er kendt.

Den fuldstandige lgsning til revneproblemet er da

(x) = ogg(x) +./ Tae(go(S),g(sY,gyds » T = [sq3i8,]
s€I

GOLB
(B.15)

eller ved indszttelse af (B.11)
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£,0y(8(8))p, (5)

o . (x) = 02 (x) + ds +
af '~ ap '~ / |x - Xo(s)[
s€1 ~ ~
+}. ga (2,2 (s))p (s) ds (B.16)
SET

Vi vil nu opstille integralligningen til bestemmelse af (s},

s € I , idet vi vil antage, at der p& revneranden 391 udelukken-
de er tale om spandingsbetingelser. Metoden kan imidlertid uden
principielle vanskeligheder anvendes p& problemer med blandede
randbetingelser pa 691, og det er kun af praktiske grunde, at vi
ggr denne forenkling. Vi antager alts& en randbetingelse af for-
men

(2) =t (x}) , x € 3Q (B.17)

hvor n er den udadrettede normal til 391 og det givne felt 51
opfylder kontinuitetsbetindelsen

~ ~ ~

T =@ o xer (B.18)

Integralligningen kan da uden videre skrives op ved lndsattel-
se af (B.16) 1 (B.17)

{fGBY(e(S'))pY(s')nB(S) .
[x(s) = x(s")]
s'€I
+ anY(x(s),5(5'))DY(S')n8(S)} ds' = : (B.19)
= Th(E(s) - 02 (x())ng(s) , s €1

Integralligningen (B.19) bestemmer da sammen med betingelserne
(B.14) den sg@ggte tathed p(s) , s € I .

Betingelserne (B.14) kan ogsd skrives

/ p(s) ds =0 , Au(s ;) =0 (B.20)

s€I
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Vi skal nu blot vise at integralligningen (B.18) kan bringes
pd formen (B.1). Dette ggres pa fglgende mé&de. Funktionen
1/|x(s)-g(s") | kan altid skrives

1 _
[x(s)-2(sN) ] ~ s-s"

+ A(s,s") (B.21)

hvor A(s,s') er reguler for s,s' € I. Vi har da umiddelbart ved
indsattelse af (B.21) i (B.19) at ‘

: : p. (s") )
/ BaY(s,sf) El:—ET ds'-+[ {Bay(s,s')A(s,s') +

s'€1 s'€r

+ GaY(S’S')} pY(s') ds' = ta(s) , 8 €1,

(B.22)

hvor BaY(s,s') = faBY(e(s,s'))nB(s) ’
£,(8) = T, (x(s)) - 0O (x(s))ny(s) (B.23)

og Gyy(srs') = gaBY(g(s),g(S‘))nB(s)

Stgrrelsen BaY(s,s') er regular for s,s' € I, Den kan derfor
altid skrives

it

BaY(s,s') BaY(s,s) + (s—s')DaY(s,s')

(B.24)

]

CaY(s) + (s-s')Day(s,s')

hvor stgrrelsen Da (s,s') ligeledes er regular for s,s' € I .
Indsattelse af (B.24) i (B.22) giver da direkte den ¢nskede

ligning

e, (s) : :
Cay(s)/ E%ET— ds' +/- RaY(s,s') pyis') ds' = ta(sh
s'€1 s'€I

s €1 (B.25)
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et = Y 1 ' v
hvor RaY(s,s ) BaY(s,s JA{(s,s") + GaY(s,s ) o+ DaY(S,S )

(B.26)

Hermed er vi ferdige. Vi har hermed vist, at et vilkarligt rev-

neproblem kan formuleres som et singulart integralligningspro-
blem af formen (B.1),
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APPENDIX C

Fysisk bétingelse for lineart viscoelastisk materiale.

C.1. Sammenh&ng mellem relaxationsfunktioner og

_ kxybningsfunktioner.

Lad e(t) og o(t) vere to til hinanden svarende t¢jnings- og span-
dingsstgrrelser, og lad den fysiske betingelse p& henholdsvis

relaxationsform og krybningform vare

o(t) R = (k) (c.1)

]

og e(t) H o(t) (C.2)

hvor R og H er Stieltjesfoldninger med kernerne R(+) henholds-
vis K(+). Pafgres nu spandingen o(t) = ooA(t) ses af (C.2) at

dette medfgrer tgjningen e(t) = cOK(t). Indsattes i (C.1) fés
da umiddelbart

RER(t) = A(E) (C.3)
Tilsvarende fé&s
AR(L) = A(t) (C.4)

Ved laplacetransformation af (C.3) eller (C.4) ses desuden at
der galder

p% K*(p) R*(p) = 1 (c.5)

hvoraf det af laplacetransformationsteoriens gransevardisatnin-

ger let ses at

K(0+) R(O0+) = 1 (C.6)
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samt s&fremt K(«) = lim K(t) eksisterer
t>m

K(®) R(») = 1 (c.7

C.2. simple fysiske betingelser.

Betragt sattet (o,e) bestédende af de to til hinanden svarende
spendings- og tg¢jningsstgrrelser o = o(t) og e = e(t).

Ved en Hookebetingelse eller den fysiske betingelse for et Hooke-
element forstds en betingelse af formen

g=Ec¢ L = . (C.8)

og ved en Newtonbetingelse eller den fysiske betingelse:-for et
Newtonelement forstds en betingelse af formen

g =N a—t' (C.g)

Hookebetingelsen og Newtonbetingelsen udggr to basisbetingelser
ud fra hvilke et utal af mere eller mindre komplicerede fysiske
betingelser kan opbygges. Lad os nu betragte to spandings-tgij-

ningssat (o',e') og (o",e"). Til hver af sattene er knyttet en

vilkarlig fysisk betingelse af formen

o' =R ; e' = K" o ‘ S (Ca10)

i

og a" = R" " ; e" = A" o" . . S (c.1)
Ved en sammenkobling af de to fysiske betingelser (C.10) og
(C.11) forstds en tillegébetingélse som sammebinder de to span-
dings— tgjningsset (o',e') og (o",e"). Der kan vare tale om en
parallelkobling hvorved der forstds en tillagsbetingelse af
formen o o

e=¢'=¢" Ao =o0"'"+ o" : (C.12)
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eller der kan vare tale om en seriekobling hvorved der forstds
en tillzgsbetingelse af formen

c=0'=0¢c"Ae=¢"'"+ " (C.13)
Ved elimination af Oqr €41 Oys €y i ligningerne (C.10), (C.11)
og (C.12) eller (C.10), (C.11) og (C.13) £f8s der herved en fy~
sisk betingelse for spand1ngs—t¢jn1ngssattet (o, s) defineret
ved ligningerne (C.12) eller (C.13) af formen

Re , e=Ho (Cc.14)

Det ses let, at der for parallelkobling galder

R=R +R" : ~ (C.15)
R(t) = R'(t) + R"(t)
og at der for en seriekobling galder

J{:Jf' + A" (C.16)

¢

K(t). = K'(t) + K"(t)

hvor funktionerne R(+) , R'(¢),... er de til Stleltjesfoldnlnger—
ne QR, 32 ',... svarende kerner.

Til anskueligggrelse af basisbetingelserne og sammenkoblinger
‘af disse benyttes ofte de sdkaldte mekaniske modeller som vist
pd figur C.1.

En fysisk betingelse siges at vare simpel hvis den kan dannes
ved sammenkobling af et endeligt antal basisbetingelser. Det kan

relativt let indses, at en simpel fysiék betingelse altid kan
skrives pé& formen ’

n In

% . d a
p, —5 o(t) Z a4, —g €(t) (c.17)
=0 T dat w0 ™ at™
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a) b)
: c) d)
Figur C.l1. Mekaniske modeller.
a): Fjeder - mekanisk model af Hookes
betingelse. b): vedskebremse - mekanisk
model af Newtons betingelse. ¢) og d)
mekanisk model af henholdsvis en parallel-

kobling og en seriekobling af de to ba-

sisbetingelser.

Omvendt kan det vises, at hvis en fysisk betingelse kan skrives
pd formen (C.17), s& er der tale om en simpel fysisk betingelse.
En fysisk betingelse p& formen (C.17) kaldes en fysisk betingel~
se pd differentialligningsform. Vi definerer nu polynomiarne

P(x)

N
>
n=0 (C.18)
M
2

fl

Q(x)

samt differentialoperatoren
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Betegnelse Mekanisk model Fysisk betingelse pd DL-form Analog vardi
HOOKE A~ E g = Et E
NEWTON —i—n g = ne np
P C g = P
MAXWELL € —’V\/\—-l]—n &% wo = EE Es= B
Ex
KELVIN _ .
—[z/l]\j’_"lk 9 = ngle + uye) N (P + By)
E € : p+u
THOMSON K . _ omye K
—W-%“K 6.+ mpo = E(E + uge) B m
LETHERSICH | 1 i E:p Ex . L . . mn plp + uy)
> —q e Mgl + mpo) = men(e + ugé) g P T om
E &l Eg : plp + up)
BURGER 'W—‘l LI s . . K
G+ + ) + ¢ = E(E + U,€E) E ST F ey
]'[\_/ﬁ};1K ' ng) + mgp) S+ gy, x TR T
Betegnelse Krybefunktion Relaxationsfunktion .
HOOKE 1 E
E
NEWTON % € . né (£) ( 5(t) = Diracs Deltafunktion)
MAXWELL t+le E ¥t
n
KELVIN N (8L + )
EE -m_t
K E ™
THOMSON ETE (1 tgoe )
E + Ey By
“hgt n n o -mt
LETHERSICH | L & + g~ (1 -e ¥ ) "ul(s(t) + “nl e T )
n K K K
1,1 1 . “"x‘) E l “Pp1® 2"
BURGER —+-—t+———(1—e' ——— | (. - ) e - ( - ) e }
EYq Ep L g1 - Mpy TB1 T ¥k B2 T ¥k
R . . .
_E K n Mgq
= = . P = 1 + =) =
L I i my, = ug/ (1 nK) g, [
Tabel C.1. Eksempler pd fysiske betingelser.

Prikker stdr for differentation med hensyn til tiden.
(Efter Nielsen [8]) .
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_ 4
e (c.19)
En fysisk betingelse pé differentialligningsform kan da skrives
P(D) o(t) = (D) e(t) , (C.20)
En fysisk betingelse pa differen£iailigningsform kan naturligvis
altid omskrives til en fysisk betingelse pa relaxationsform el~
ler krybningsform, altsd

o(t) = Re(t) , elt) = Holt)  (c.2n

Kernerne R(t) og K(t) bestemmes af differentialligningerne

]

(%) R(t) = o(D) A(t) ’ (c.22)

P(D) A(t) = (D) K(t) ' (C.23)

fl

hvor A(+) er Heavisides enhedsfunktion.

I tabel C.1 er der angivet nogle.eksempler pd simple fysiske:
betingelser.

C.3. Analogverdi og komplekst modul.

Lad os igen tage udgangspunkt i de fysiske_betingelser (C.1) og
(C.2). Analogvardien eller det analoge modul R% er en kompleks
funktion R% = R%(p), defineret ved ‘ i v

R%(p) = ZHR)
e*(p) (C.24)

1

P R¥(p) = (pK*(p))~

Hvis der er tale om en simpel fysisk betingelse fas der ved iaE—
lacetransformation af (C.20) at
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R (p) = %%} ' (C.25)

I dette tilfazlde er analogvardien altsd en brudden rational
funktion i den komplekse variabel P.

Det komplekse modul Rc er en kompleks funktion Rc = Rc(w) af
den ré&elle variabel w defineret ved

R(w) = R®(iw) (C.26)

hvor i er den imaginare enhed. Benyttes (C.24) fés

@

RS (w) = iw/ R(t) e 10t 44 (c.27)
0._

Det komplekse modul har en nar tilknytning til fglgende fysiske
situation. Lad os p8satte en harmonisk varierende tgjning star-
tende til tiden t = 0 , alts}

e(t) = e el () (C.28)

Dette giver spandingshistorien

o(t) = R e et acp)
(C.29)
t iwt
= eoR(t) + Eolw./ R(t-1) e at
0-
Defineres nu R = lim R(t) siledes at
: o Lt
R(t) = R A(t) + R (t) (C.30)
sd f8s for alle t > 0
iwt t iwt
o(t) = eoR(t) + eoRm<e - 1) + ey 1m/' Ro(t—r) e dart
Q-

~ Ved substitutionen p = t-t og for t » » f&s

t . .
: - . ~iwT iwt
o(t) = (R°° + 1w./ R (1) e dT) e e
O
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Men udnyttes nu (C.30) samt at

t .
iw/- A() e 10T g = 4 (c.31)

fds sammen med (C.27) det endelige resultat
t

n»[ R(t) e 10T g e,e
0_

a(t) iwt. |

(C.32)
Rc(m) € elwt
o

i

Det komplekse moduls simple fysiske betydning ved en harmonisk
pavirkning kan udnyttes tilveksperimeﬁtel bestemmelse « af mate-

rialieegenskaberne. -

Lad realdelen og ‘imaginardelen af Rc(w) vaere hehholdsvis'R?(w)
og Rg(w) og modulus og argument af Rc(w)-vare henholdsvis
IRc(w}l og ¢(w) slledes at- :

RO(w) = Rj(w) + i Rj(w)
. (C.33)
= [Rw) | MO
ligning (C.32) kan herved skrives
o(t) = |0 | e L (utto(w) (C.34)

Men heraf ses jo, at hvis man eksperimentelt har bestemt de to
sammenh¢rende harmonisk varierende spandlngs— og t¢jn1ngsst¢r-
relser ved f.eks.

]

e(t) €g sinwt
(C.35)
o(t) '

i +
9, sin{wt ©®)

og har bestemt amplitudernes og fasedrejningens variation med w,

€. = so(m) r Oy = 04 (w) og © = @(w) , sd& kan funktlonerne

R (w)- og R (w) altsa bestemmes af ligningerne
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c 2 c 2 _ Uo(w)
R1 (w) + Rz(w) = 8_0—(—(»_)—
(C.36)
C c =
Rz(w) - R1(w) tanp(w) = 0
Af (C.27) fas
RS () = w/ R(t) sinwt dt
0-
o (C.37)
RS (w) = w/ R(t) coswt dt
(o
R{(w)  R§(w) . v
Funktionerne w09 — ‘er henholdsvis Fouriers sinustrans-

formerede og cosinustransformerede af funktionen R(t). Det vil
sige, at relaxationsfunktionen R(t) findes af

2 (7 Rj
R(t) = F_/, m sinwt dw
©
eller . c, - ’ . (C.38)
2 [~ Byl
R(t) = —-/ coswt dw
m/, w

C.4. Matrixreprasentation af fysisk betingelse. -

Man kan ofte i praksis komme ud for tilfalde hvor relaxations-
‘funktionen eller krybningsfunktionen ikke er givet pé& lukket
form. I disse tilfalde kan den i det f¢lgende omtalte matrix-
reprasentation vare nyttig. i - )

Vi betragter en fysisk betingelse af formen (C.1) og (C.2) mel-
lem de to til hinanden svarende tgjnings- og spazndingsstgrrel-
ser e(t) og o(t).

Vi vil nu angive en tilnarmet metode til udregning af udtryk-
ket

o(t) = R e(t) o . (C.39)

hvor & er en Stieltjesfoldning med kernen R(-). Funktionen
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R(+) antages at vare givet p& ikke lukket form.
Lad trappefunktionen

N
e (8) = X% Ae A(t-t )

(C.40)
n=1

hvor {t1,t2,...,tN} betegner et fast szt tidspunkter, vare

en approximation til tgjningshistorien e€(t). Indsattes sa(t) i
(C.39) i stedet for e(t) £&s da en approximation cé(t) for
spandingshistorien o(t). Det ses let at

N
ol (t) = 2 R(t-t )Ae, (C.41)
n=1
Lad t, € {t1,t2,...,tN}, der galder da
N
] - - :
al () n§1 R(t -t )Ae : (c.42)

Definerer vi nu elementerne

| B 1
AN ca(tm)

(C.43)
og. Rmn = R(tm—tn)
og opfatter vi Aen og ci som elementer i vektorerne
¥
A€1 (o
Aez c' )
= | -
Ag : ’ g . (C.44)
AeN oﬁ
og Rmn som elementer i matricen
R(0)
Ryq R(0) 0
R= Ry1 Ry RO - (C.45)

By Ry o0 R(O)
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sé kan (C.42) skrives

o' =R Ae (C.46)

~ ~

Lignihgen (C.46) udggr en matrixtilnarmelse eller matrixrepre-
sentation @ for ligning .(C.39).

For et fast szt tidspunkter-{t1,t2,...,tN} kan sattet
A€1,A€2,...,A€N valges pé mange mider, sdledes at (C.40) er en
approximation til t¢jningshistorien e(t). Speciel interesse har
venstreapproximationen e;(t) defineret ved at det for alle

th € {t1,t2,...,tN } gzlder at

lim e_(t) = e(t ) , t < t_ : o (C.47)
a n n
t->‘l:n

og hgjreapproximationen a;(t) defineret ved at det for alle
t €‘{t1,t2,...,tN} galder at

: + :
iizn ea(t) = a(tn) P>t | (C.48)
se'figur C.2, For et fast st tidspunkter {t1.t2,...,tN} er
venstreapproximationen og hgjreapproximationen entydigt bestemt
af tgjningshistorien e(t). De til venstre- og hgjreapproxima-
tioneffe e;(t) ?i'e;(t) svarende spandingsapproximationer beteg-
nes o, (t) og 94 (t) .

Det ses let, at hvis e(t) er kontinuert og stadigt aftagende

fog t € [tn;tn+1] , s& galder der at
- - . _ L P
%a (tn+1) %a (tn) < O(tn+1) 0(tn)'< Oa (tn+1) a (tn)
(C.49)
og hvis e(t) er kontinuert og stadigt voksende for t € [tn;tn+1]
gzlder der
l+ + l+ + ’ v —_— " | - —
%a (tn+1) T Oy (tn).< 6(tn+1) - O(tn) < 9 (tn+1)A %a (t)



- 107 -

€alt)
f

\e(t)

<:€:(f)

—
e

Figur C.2. Venstre- og hgjreapproximation.

] - ]

hvor stgrrelserne, f.eks. ca+(tn) og 0a+(t;) betegner gransevar-
L] .

dien af oa+(tn) fra venstre henholdsvis fra hgjre.

Udtrykkene (C.49) og (C.50) kan benyttes til vurdering af hvor
1 .
meget ca(t) afviger fra o(t).

Den til {C.39) svarende omvendte relation
e(t) = Ho(t) (C.51)
kan naturligvis ogsd tilnzrmes med en matrixreprazsentation

g' = K Ag (C.52)

Det skal bem®zrkes, at 5 ikke er den inverse matrix til R.

En matrixformulering kan bl.a. békvemt benyttes til bestemmelse
af en krybningsfunktion K(t) ud fra den tilsvarende relaxations-—
funktion R(t) ndr denne ikke er givet pd lukket form.

Idet der tages udgangspunkt i matrixtilnermelsen til (C.3) med
venstre - henholdsvis hgjretilnarmelser af K(t), kan det rela-
tivt let indses, at dette kan ggres péd fglgende mide.

Velg et fast szt tidspunkter {t1,t2,...,tN} hvor t, = 0 og be~
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regn elementerne

Rmm = R(tm - tn? : : (C.53)

. 4 + + - - -
Bestemt da lgsningerne AK1 ’ AK2,...,AKN og AK_I,AKZ,...,AKN_1
til ligningssystermerne :

R(0) o] | axY 1
R Ry o | |t 1
21 ) 2
Ry B3y gr(o) J ARy p o= 1 (C.54)
; : R(0) AI:<+ 1
Ryr  Byz o N
R21 . AK—‘ ) 1
31 Rap 00 || 2K, 1
Rgr  Raz Raz ARy [ =1 (C.55)
Ryr Bz orr Ry, n-1 ARy 1
Der galder da
+
K(0) = axF o ,
(o) = &% (C.56)

m-1 m
}:1 MK < K(t) < % AK:; , m=2,3,...,N
n= n=1

Metoden ‘er bekvem fordi ligningerne (C.54) og (C.55) er meget
nemme at lgse, da de indgdende matricer er trekantmatricer, og
fordi (C.56) direkte angiver en ¢gvre og nedre granse for K(t).

Hvis man omvendt gnsker at bestemme ‘en relaxationsfunktion R(t)
ud fra den tilsvarende krybningsfunktion K(t), kan dette til-
svarende ggres pd fglgende mide. .

Velg et fast sat tidspunkter {t1,t2,...,tN} hvor t1 =0, og
beregn elementerne
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Kmm = K(tm - tn) (C557)

o . + + + - - -
Bestem sa lgsningerne AR1 , AR2 Peeay ARN og AR1 ’ AR2,.;;,ARN_1

til ligningssystemerne

X(0) BRT 1
K K(0) 0 ARY 1
21 2
+ —
K3, Ki, K(0) ARy = 1 (C.58)
: i :
Ky Kyo K(0) ARy 1
Koq AR, 1
K34 K32 R, 1
L Ko Ky3 - ARy = 11 ¢ (C.59)
Ko %2 o0 Kyned ARy-1 !
Der galder da
R(0) = AR‘1L
(C.60)

m + m-1 -
EI AR < R(t)) < Z=:1ARn
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APPENDIX D

Deltafunktion og enhedsfunktion.

Diracs deltafunktion §(-) er defineret ved
§{t-t) = 0 for £t # 1
/ §(t-1) dt =1

-0

Heavisides enhedsfunktion A(¢) er defineret ved

t

Alt-T1) = [ 8(x-T) dx (D.2)

Der skal navnes et par vigtige egenskaber ved §(-) ogiA(-) .

Lad funktionen f(t) vare kontinuert i t i en omegn af t = T.
Der galder da '

It

t o ,
/ £(0) §(6-1) A8 = A(t-1) £(1) (D.3)

t
/ £(8) A(6-1) db

-0

t .
A(t-‘r)/ £(8) a0 (D.4)
T

(D.1)
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APPENDIX E

Laplacetransformation.

£

Der skal her navnes nogle £& egenskaber ved laplacetransforma-
tionen. I ¢vrigt henvises der til de mange standardvarker om

emnet.

E.1. Definition - transformation og inversion.

Laplacetransformationen & af en funktion £(t) defineres ved
tp

L E(e) = ff(p) =/ £(t) e P¥ at (E.1)
top . _

~hvor p er en kompleks variabel. Den transformerede funktion
f*(p) kaldes den til objektfunktionen f(t) svarende billedfunk-
tion. Den laplacetransformerede eksisterer altid hvis blot £(t)
er stykkevis kontinuert i intervallet [0;»[ og hvis der eksiste-
rer en konstant o siledes at '

1im ™%t f(¢) = 0 . (E.2)

troo

Den inverse transformation 5? af den laplacetrahsfdrmerede
£* (p) er defineret ved

[eR 3
%'1 f*(p) = f(t =2—1—/ '*<p) ePt ap (E.3)
p>

(o2

hvor i er den imaginzre enhed, og konstanten o skal valges til
*
hgjre for alle funktionen f (p)'s singulariteter.

E.2. Satninger.

Lad funktionen ¢(t) vare tilladelig, d.v.s. @(t) = 0 for alle

t < 0. Den laplacetransformerede af den n'te afledede af ®(t)
er da
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n
g LB - 50 " (p) (E.4)
top dt

Den laplacetransformerede af foldningen af to funktioner £ ()
og g(+) er
t
* *
L4 £(1) gl({t-t) dt = £ (p) g (p) (E.5)
t=p

Setningerne (E.4) og (E.5) betegnes henholdsvis differentiations-

reglen og foldningsreglen.

Gransevardisatningerne skal ogsd navnes. Lad gransevaerdien

f(o+) = 1im £(t) , t > 0 eksistere, der galder da
: . t>0 :
*
£(o+) = 1im pf (p) (E.6)
p—)-oo
Lad endvidere granseverdien f(«») = lim f(t) eksistere, der
to>o
galder da
. . : * . : .
f(o) = lim pf (p) (E.7)
p=0 .

Til slut nogle resultater som knytter sig til deltafunktionen
og enhedsfunktionen, se appendix D. Det ses let at

ég s(t-1) = e PT (E.8)

i
|
®
|
o]
Ll

og P Alt-1) (E.9)
tp

Af foldningsreglen og (E.8), samt resultatet (D.3) i appendix

D udbedes da let forskydningssatningen

L £(t-1) b(t-1) = e PT £ (p) (E.10)
tp .



- 113 -

Resumé.

Rapporten indeholder en gennemgang af de grundlaggende begre-
ber, som danner basis for en revnemekanik for lineart viscoela-
stiske materialer.

En revnemekanik for lineart viscoelastiske materialer opstér
naturligt ved en sammenkadning af to veletablerede omrader
indenfor faststofmekanikken, nemlig revnemekanik for lineart

elastiske materialer, og den lineare viscoelasticitetsteori.

Det vigtige bindeled mellem disse to veletablerede teorier ud-
ggpres af det sadkaldte korrespondensprincip, som beskriver hvor-
ledes lgsninger til elastiske problemer kan udnyttes til lgs—
ning af tilsvarende lineart viscoelastiske problemef.

Pébgrundlag heraf bestemmes tgjnings- og spazndingstilstanden
omkring en revnespids i det generelle tilfalde i et lineart
viscoelastisk materiale. Det vises, at tilstanden omkring rev-
nespidsen ikke som i det elastiske tilfalde kan beskrives fuld-
standigt ved de to spandingsintensitetsfaktorer alene. Der de-
fineres derfor 4 deformationsfaktorer, som sammen med spandings-
intensitetsfaktorerne giver en fuldstandig beskrivelse af rev-
nespidstilstanden. ' ‘

Der udledes lgsninger for de 6 revnespidsparametre i det gene-
relle tilfelde, bdde for en stillestdende og for en langsomt
lgbende revne. - ) ‘
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Summary.

The report includes a going through of the basic concepts of

a theory of crack mechanics for linear viscoelastic materials.

A theory of crack mechanics for linear viscoelastic materials
is established in a natural way by linking together two great
well established areas of solid state mechanics, namely the
theory of linear elastic crack mechanics, and the theory of
linear viscoelasticity.

The important link between these two theories is formed by
the so called correspondense principle, a theorem describing
how linear viscoelastic boundary value problems can by. solved
by means of elastic solutions to a corresponding problem.

On this basis, the fields of stress and strain around a crack:
tip in a linear viscoelastic material:is determined in the
‘general case of body shape and loading conditions. It is shown
that the two stress intensity factors, which gives a complete
description of the crack tip fields in the linear elastic case,
fails to give a complete description of the crack tip fields in
the case df a linear viscoelastic material. It turns out to be
necessary to define also 4 parameters of deformation to.get a
complete description,

Soloution for the 6 crack tip parameters is given in the general
case, both for a stationary and a slowly propagating crack.
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