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RESUME

Nerverende afhandling omhandler numeriske optimeringémetoder for
2—dimenéionale legemer af ideal-plastisk materiale. Der gives dels
en historisk oversigt, dels udvikles to nye metoder pd basis af
nedreverdiprincippet.Disse fastlzgger plane, statisk tilladelige
spandingsfordelinger ved anvendelse af henholdvis en. elementmetode
og en differensmetode. Flydebetingelserne lineariseres, og optimale
- l¢gsninger for bzreevne eller materialebehov bestemmes ved linear

programmering.

De udviklede metoder benyttes ved bestemmelse af dels bzreevne/arme-

ringsbehov for jernbetonskiver, dels bareevne for stribefundamenter,

Metoden baseret pa differensligninger udviser de bedste resultater
0g synes velegnet til formdlet. '

SUMMARY

This report deals with computer optimization methods for 2-dimen-
sional continuums :6f ideal-plastic material. A historical survey is
given and two new methods are developed on the basis of the lower-

. wound theorem. The methods define statically admissible plane stress
fields by using respectively a finite element method and a finite
difference method. The yield conditions are linearized, and optimal
solutions for limit loads or design are found by using linear
programming.

The developedmethods are applied when deciding limit loads or opti-

mal design of reinforced concrete constructions with plane stress

and when deciding limit loads of strip-footings. The method based
on finite difference eqguations is found very suitable and gives the
best results.
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INTRODUKTION

I denne afhandling er numeriske optimeringsmetoder for 2 - di-
mensionale legemer af ideal-plastisk materiale behandlet. Meto-
derne kan benyttés dels ved bareevnebestemmelse, dels ved ma-
terialebehovsbestemmelse. I det fgrste tilfazlde haves kendskab
til et legémes geometri og dets materialeopbygning, og en eller
flere belastningsparametre gnskes maximeret. I det ahdet til-
felde, der er et dimensionéringsproblem, gnskes materialebe-
hovet minimeret, idet givne belastningsp&virkninger skal kunne

optages.

Ved de udledte metoder er hovedvagten lagt pé& skiver og rumlige
legemer (massiver) med plan deformationstilstand. Herudover er

metodernes anvendelse pd skaller omtalt.

I kap. I er teorien for ideal-plastiske materialér gennemgaet
kort. Det fremgér heraf, at man ved bareevne - eller materiale-
behovsbestemmelse kan benytte de sdkaldte ekstremalprinciﬁper
som grundlag. Nir nedrevardiprincippet benyttes, kan udledes
metoder, der angiver i¢sning¢r pé den sikre side (en befegnet
bareevne er mindre end eller lig den virkéiige), mens gvrevardi-
princippetvgiver lgsning pa den usikre side (en berégnet bzre-
evne er stgrre end eller lig med den v1rkellge) Nedrevardi-
metoden kraver opfyldelse af de statiske llgevagtsbetlngelser,
og desuden md spandingerne tilfredsstille materialets flyde-
betingelse.

Ved udvikling af metoder, der sikrer statisk tilladelige span-
dingsfordelinger, er det en mulighed at betragte forholdene ved
elastiske lgsninger, idet en eléstisk lgsning ogsd m& tilfreds-
stille ligevagtsbetingelserne.bDen elastiske lgsning kan derfor
benyttes som en mulig statisk tilladelig lgsning ved et plas-
tisk problem, omend den ofte vil give lesninger meget péd den sik-
re side . Den elastiske lgsning kan enten bestemmes ved analy-

tiske eller numeriske metoder. Deysidstnavnte}vil normalt vere



elementmetoder eller differensmetoder.

Den mest‘benyttede variant af elementmetoden er kompatabilitets-
eller deformationsmetoden. De geométriske betingelser opfyldes

ved at benytte passende parametriske flytningsfordelingef, der

ggr det muligt at sikre kontinuitet i flytningerne mellem element-
erne. Ligevagtsbetingelserne sikres opfyldt tilnzrmelsesvis ved
anvendelse af enten det virtuelle arbejdes princip eller vari-

ationsprincippet om stationar potentiel energi.

N&r nedreverdiprincippet anvendes ved plastiske beregninger kan

ovenstaende metode ikke danne grundlag for en mere generel metode,

Siden 1960 erne har man arbejdet med sdkaldte ligevagtsmetoder,
hvor der i stedet er beskrevet spandings— eller snitkraftfordel-
inger i elementerne, som sikrer at ligevagtsbetingelserne er til-
fredsstillede. Deformationsbetingelserne for det elastiske lege-
me opfyldes tilnermet ved anﬁendelse af variationsprincippet om
stationar kaplementar energi. Denne metode er brugbar ved
plastiske legemer, ndr alene ligeﬁagtédelen benyttes. Dette
skyldes, at de statiske'ligeveétsbetingélser ér tilfredsstillede
samtidig ﬁed, at spendingsfordelingen kan varieres. Herved kan
den fordeling, der er mest fordelagtig for en plaétisk lgsning

Alternativt kan man benytte differensmetoder baseret pd spend-
ingsfunktioner , I det plane skivetilf®lde kan spendingerne
sdledes udtrykkes ved Airy‘’s spendingsfunktion , hvor-

ved de indre statiske ligevagtsbetingelser automatisk bliver
'opfyldt} De statiske randbeﬁingelser bestemmer spandingsfunktio-
nen og dens afledede p& randen. Hermed er alle statiske betingel-
ser tilfredsstillet, og metoden kan umiddelbart benyttes ved den
plastiske beregning#(pl&;:mg}gégp . I det elastiske tilfzlde
skal yderligere deformations- eller kompatabilitetsbetingelserne
tilfredsstilles, hvilket fgrer til en 4. ordens differential-

ligning (den biharmoniske ligning).



Hexmed er angivet 2 metoder til bestemmelse af statisk tillade-
lige spandingsfordelinger. Ved en nedrevardil¢sning for det
idealplastiske problem skal det nu yderligere sikres, at materi-
alets flydebetingelse er opfyldt overalt. Ved eliminering af
ligevagtsafhengige spendingsvariable kan en delmengde af sta-
tisk tilladelige lg¢sninger angives. De, der samtidig sikrer, at
flydebetingelserne er opfyldt overalt, benavnes sikre lgsninger.
Sddanne lgsninger kan bestemmes, ndr flydebetingelserne er givet

péd numerisk form.

Blandt alle sikre lgsninger er vi interesseret i at finde netop
den eller de lgsninger, der giver stgrste bareevne eller mindste

materialebehov.

Dette er et optimeringsproblem, hvortil forskellige optimerings-—
metoder kan anvendes. Kan problemet ggres lineart, er "line®r
programmering” en meget effektiv og velafprgvet metode. Da det er
relativt enkelt at linearisere flydebetingelserne, og da sdvel
ligevagtsrestriktionerne som optimeringsfunktionen (udtryk for
bereevne eller materialebehov) er linezre, er denne metode u-
middelbart anvendelig og fundet mest velegnet. Linearisering af
flydebetingelserne bevirker ganske vist en vis afrundingsfejl,
men ved passende valg af de lineare udtryk vil denne vare uden
betydning.

I kap. II er de udledte metoder primart anvendt p& jernbeton-
skiver, men en anvendelse mere generelt pd jernbetonskaller er

kommenteret.

Det primare sigte med de udledte metoder har veret, at bestemme
minimale armeringsbehov for jernbetomnskiver, idet dette problem nor-
malt ikke kan leses pd anden vis. En forudsatning herfor er
imidlertid, at jernbeton i brudtilstanden kan betragtes som

havende idealplastisk opfgrsel. Dette er i en lang rakke til-

felde godtgjort at vare en rimelig tiln®rmelse.



En anden anvendelse af metoderne er givet i kap. III, hvor de

er anvendt ved bareevnebestemmelse for et stribefundament.
Dette i grunden 3 - dimensionale problem kan vises kun at vere
afhangig af spzndingstilstanden i et 2 -~ dimensionalt legeme, og

kan derfor lgses ved den udviklede teknik.

Herudover kan metoderne naturligvis benyttes ved andre ideal-
plastiske legemer, der kan karakteriseres ved en plan spzndings-

eller deformationstilstand.

Den konklusion, der kan drageé af metodernes anvendelse pé eksemp-
lerne i kap. II og III, er, at differensmetoden normalter langt den
mest fordelagtige,ndr legemet er rektangulart. Ved ikke rektangu-
lezre legemer er metoden imidlertid mindre velegnet. Dette har dog
ikke nogen praktisk betydning, da langt de fleste geometriske af~

gransninger er rektangulazre, eller kan tilnermes denne form.

Ved anvendelse af denne metode pi stribefundamenter er bortset
fra tilfaldet med kohasionslgs jord bestemt gode og przcise lgs-
ninger iflg. sammenligning med analytiske lgsninger. Da der end-
videre let kan tages hensyn til variable styrkeparametre, synes
metoden derfor velegnet til lgsning af sdvel teoretiske som prak-
tiske problemer indenfor dette felt.

Anvendelsen af metoden ved armerings- og bareevnebestemmelse for
jernbetonskiver giver ogsd i mange tilfelde gode resultater.
Men da lgsningerne ofte indeholder meget voldsomme diskontinui-
teter i spendingsfordelingen, er der konstateret en del vanske-
ligheder med tilpasningen, hvilket bevirker et lidt for stort
armeringsbehov. Armeringsbehovet er dog betydelig mindre end,

hvad en elastisk lesning giver.



KAPITEL I. OPTIMERINGSMETODER FOR 2 - DIMENSIONALE LEGEMER
AF IDEAL-PLASTISK MATERTALE.

‘1. MATERIALER MED IDEAL-PLASTISK OPF@RSEL.

De udviklede optimeringsmetoder er baseret pad teorien for ideal-
plastiske materialer. Derfor er i det fglgende opridset de vig-
tigste egenskaber og karakteristika for ideal-plastiske materi-
aler. Det, der isar vil blive benyttet, er materialernes flyde-

betingelse og nedreverdiprincippet.

1.1 Materialeopfersel i brudtilstanden.

Nar et givet konstruktionselement skal vurderes, er man i praksis
interesseret i dels dets deformatlonsforhold ved de normale brugs-
belastninger -~ brugstllstanden, og dels i dets bareevne: ndr det

er belastet tll brud -~ brudtilstanden. I denne afhandllng vil kun
sidstnavnte problemer blive behandlet. Forinden skal konstruk-
tionselementets fyéiske_opf¢rse1 under hele belastningsfasen fra
ubelastet tilstand til brudtilstand dog koft omtaleé.

Et legemes fysiske. épf¢rsel for en sddan belastniﬁgsvariation
beskrives f.eks. ved at angive tgjningsvariationen ddﬁrykt ved span-
dingerne eller omvendt. For en sammenhgrende spandingsst¢rrelse

og ‘tgjningsstgrrelse kan optegnes en arbejdslinie”som”vist pé

fig. 1.1.a. Da materialerne sadvanligvis har en ikke-linear
arbejdsllnle, benytter man som regel visse tilnarmelser. De vig-
tigste af disse er vist pa flg 1.1.b-e, idet det naturligvis
gelder, at man benytter den tilnazrmelse, der passer bedst til den

pdgaldende arbejdslinie og til beregningsmetoden.

T brudfasen skelner man mellem enten et sprédt eller et sejt
brud - se fig. 1.2. Sidstnavnte giver anledning til. flydning i
materialet, og ben&vnes ofte et flydebrud. Ved et materlale, der
flyder, vil de store deformationer i brudfasen bevirke, at der

forst opstar egentligt globalt brud, nir der er dannet,en meka-—
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nisme. I modsatning hertil vil et lokalt, sk¢rt brud sadvanligvis
bevirke globalt brud. Materialer der flydef, sdledes at der er
vandret tangent p& arbejdslinien, benavnes ideal-plastiske. Er
tgjningen ved begyndende flydning €f~0 siges materialet at vare
stift, ideal-plastisk, da det praktisk taget straks flyder, nar
det deformeres. N&r der ikke tages hensyn til deformationer mindre
end €, OT der imidlertid ingen principiel forskel pa et stift,
ideal-plastisk materiale og et ideal-plastisk. Alene den sidste
benavnelse vil derfor blive benyttet i det fglgende.

De fleste materialer besidder ikke ideal-plastiske egenskaber.
Mange materialer kan dog tilnazrmet betragtes som varende ideal-

" plastiske.

Udnyttelse af de plastiske egenskaber bevirker, at der for et
konstruktionselement vil kunne opnds stgrre bareevne eller mindre
materialebehov end hvad en elastisk beregning (sprgdt brud)
giver. De optimeringsmetoder, der udvikles'i afsnit 2, vil alene

vere baseret pd ideal-plastiske betragtninger.

1.2 Ideal-plastiske materialer.

I det felgende vil blive givet en kort redegerelée for teorien
for ideal-plastiske materialer, De centrale begreber er flydebe-

tingelse og flydelov samt ekstremalprincipper,

For en dybere indfering kan henvises til [L-H,1975] og [N m.f1,1970]
samt til felgende afhandlinger af Prager: [P&H,1951], ’[PRA,1952]

"og [PRA,1959]. Sidstnmvnte regnes for en af grundlmzggerne af den
genereile teori for ideal-plastiske materialer, Allerede i 1936
havde russeren Gvozdev dog formuleret en generel plasticitetsteo-
ri, men denne blev imidlertid ferst i halvtredserne kendt i den

vestlige verden,
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De fysiske betingelser for ideal-plastiske materialer kan be-
skrives ved hjzlp af flydebetingelse og flydelov. Den fgrstnavnte
angiver, hvilke kombinationer af spendinger, der netop kan frem-
bringe flydning, medens den sidstnavnte omhandler forholdet
mellem de plastiske tgjninger i flydetilstanden. Flydebetingelse
og flydelov formuleres bedst ved hjzlp af begreberne generali-
serede spendinger og tgjninger. Hermed menes spandingsstgrrel-
ser og deformationsstgrrelser, der netop korresponderer sdledes, at
de multipliceret og summeret giver det indre virtuelle arbejde W.
D.v.s. W = Qi di’ hvor Qi angiver de generaliserede spandinger og
di de generaliserede tgjninger. Ved en skive kan de generaliser-

ede spandinger vare de sadvanlige spandingskomponenter 0 _, T

X Xy
og oy' og de tilhgrende generaliserede tgjninger er de sadvanlige
tpjningskomponenter Ex’zyxy og ey.

.Flydebetingelsen angives oftest pd formen
f(Qi) = 0 » (1.1)

Funktionen f er afpasset sdledes, at f<0 for spandinger, der ikke
giver flydning, dvs. ingen tgjninger ndr der benyttes en stiv,
ideal-plastisk teori. Tilsvarende angiver £>0 ikke mulige span- -
dingstilstande, medens £=0 angiver spandingstilstande, der giver
flydning. Da £=0 svarer til en hyperflade i et rum udspendt af
spandingerne Qi’ benyttes ofte betegnelsen en f;ydeflade for af-
gransningen mellem tilladelige og ikke tilladelige tilstande:,Den
flydebetingelse, der er vist pd fig.1.3,angiver specielt én flyde—
kurve, idet antallet af spandingskomponenter er 2. Flydefladen

forudsattes at vare en konveks flade.

Flydeloven omhandler som navnt forholdet mellem de plastiske
tpjninger, dvs. de tgjninger, der fremkommer ndr spandingerne
netop ligger p& flydefladen. Forholdet fastlagges ved v.Mises'
flydelov:



A 8.8, tejningsforhold
af
g= A —
i ao,i

{3;) spending
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flydeflade
(konveks)

fig. 1.3 Flydebetingelse og flydelov
a, = 2L S (1.
s e (12
Det fremg8r heraf, at i et koordinatsystem med Qi"di ud ad
akserne, er di - vektoren en normal til flydefladen. Da det plas-
tiske arbejde Wp=Qi di skal vare positivt, kan der vises, at
220. Dette fremgdr ved geometriske betragtninger, og er f.eks. om-
talt i [N m.fl., 19701, hvor en teoretisk begrundelse for ind-
fgring af flydeloven ogsd er givet. Ved en del flydeflader vil
flydeloven ikke give entydige tgjningsforhold, dette galder
eksempelvis for flydeflader med knzk pé& flydefladen.

Medens flydebetingelse og flydelov angiver henholdsvis granse-
betingelser for spandingstilstande og tgjningsforhold for ideal-
plastiske materialer, angiver ekstremalprincipperne metoder til

bestemmelse af bareevnen for et ideal-plastisk legeme. Med bare-
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evnen menes her den konstante belastning, der bevirker, at legem-
et som helhed flyder. .

Forihden beskrivelse af princi?pérne er det hensigtsmessigt at
definere fglgende begreber. For de fgrste forstds ved en statisk
tilladelig spandingsfordeling, en fordeling, der opfylder de

‘statiske ligevagtsbetingelser (indre ligevagt og rand-~ligevagt).

Ved en sikker spandingsfordeling forstds en fordeling, der ikke

eller netop giver flydning, dvs. £ < 0. En geometrisk mulig brud-

mdde er endelig en flytningstilstand, der opfylder de gecmetriske
randbetingelser '0g svarer til tgjninger, der er mulige i rela-

tion til flydeloven.Herefter f&r principperne fglgende ordlyd:

NEDREVZERDISETNINGEN : (1.3)

Hvis der eksister en sikker og statisk tilladelig spandings-
fordeling til optagelse af en given belastning, da er denne be-
lastning mindre end eller lig med den Virkeiige brudbelastning.
Den bestemte belastning er derfor en nedreverdi for den virke-
lige brudbelastning.

PVREVERDISETNINGEN : : (1.4)

Hvis der eksisterer en geometrisk mulig brudmide til optagelse
af en given belastning, og det indre plastiske arbejde er lig
med det ydre arbejde, da er den hertil svarende belastning
stprre end eller lig med den virkelige brudbeélastning. Den be-~
stemte belastning er derfor en ¢gvrevardi for den virkelige brud-~

belastning.
ENTYDIGHEDSSETNINGEN: (1.5)
Hvis der eksisterer sdvel en nedrevardilgsning som en pvreverdi-

lgsning svarende til en given belastning, da er belastningen

den éksakte bareevne.



2.\ BESTEMMELSE AF BEREEVNE/MATERIALEBEHOV FOR IDEAL-PLASTISKE
LEGEMER. ‘

Ved anvendelse af plasticitetsteoriens ekstremalprincipper er det
muligt at udlede metoder til bestemmelse af bzreevne eller materi-
alebehov for ideal-plastiske konstruktioner. Eksisterende metoder
og teorier péd dette grundlag omtales i det fglgende, idet hoved-
vagten lagges pd 2 — dimensionale legemer. For skiver udvikles
numeriske optimeringsmetoder pa basis af nedrevardiprincippet og
matematisk programmering (linear programmering). Ifglge nedre-
verdiprincippet skal de statiske ligevagts ligninger vere tilfreds-
stillet, og spendingstilstanden skal overalt ligge indenfor eller
pa materialets flydeflade. Til bestemmelse af statisk tilladelige
spendingsfordelinger anvendes dels en elementmetode og dels en
differensmetode. Flydebetingelserne sikres opfyldt ved opskrivning
af passende uligheder, hvorefter. bazreevne eller materialebehov

bestemmes ved optimering.

2.1 Optimeringsmetoder for barende konstruktioner.

Nar de fysiske betingelser for et givet legeme er kendte, er der
mulighed for at bestemme bareevne eller materialebehov. Ved
bareevnebestemmelse kraves normalt kun en lastproportionalitets~
faktor bestemt. Ved bestemmelse af mindste materialebehov, dvs.
et optimum design, er der imidlertid tale om ét mere kompliceret
problem, idet flere parametre indgdr som ubekendte. Hertil kommer,

at de ofte indgdr p& en mere kompleks méade.

Det sidste problem har derfor varet genstand for en del opmarksom-—
hed ved savel elastiske som plastiske materialer. En oversigt
over den tidligste udvikling indenfor optimum design for barende
konstruktioner er givet af Wasintynski & Brandt [W & B, 1963],.
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medens de senere &rs udvikling er beskrevet af Sheu & Prager

[S & P, 1968] samt Niordson & Pedersen [N & P, 1972].Endvidere

er de vasentligste metoder omtalt i larebgger af henholdsvis
Hupfer [HUP, 1970] og Gallagher & Zienkiewicz ed. [G & Z, 1973].
Medens der ‘for en snes &r siden hovedsagelig blev behandlet
elastiske design problemer, har tendensen siden varet, at udvikle
metoder for plastiske legemer. Dette skyldes for det fgrste, at
der er opst8et en kraftigere skelnen mellem brugstilstanden, hvor
de fleste materialer kan regnes at have elastisk opfgrsel, og
brudtilstanden, hvor en del materialer har plastisk opfe¢rsel. For
det andet er plasticitetsteorien lettere at benytte som grund-
lag ved design problemer. I det fglgende vil det vare forudsat,

at de betragtede materialer er ideal-plastiske.

.0gsd bareevneproblemer ved plastiske legemer har varet genstand
for stor opma@rksomhed. Som omtalt er problemstillingen dog

sedvanligvis enklere end ved designproblemer.

Anvendes plasticitetsteoriens ekstremalprincipper p& legemer af
ideal-plastisk materiale, er det muligt at udlede optimerings-
metoder til bestemmelse af bareevne eller materialebehov. Hoved-
vagten lagges ‘i det fglgende p& numeriske optimeringsmetoder,
der bygger p& matematisk programmeringf

Fordelene ved disse metoder er fgrst og fremmest, at de ikke
knytter sig strengt til legemer af en ganske bestemt form og en
‘ganske bestemt belastning, som det ofte er tilfaldet ved analy~
tiske metoder. Metoderne vil altsd kunne bruges ret generelt, og
sadvanligvis kan materialets flydebetingelse variere over legemet.
Ulemperne ved anvendelse af matematisk programmering vil ofte
vare, at problemerne ikke kan lgses eksakt, samt at beregningerne
bliver meget edb - resource kravende p.g.a. stort lagerbehov og
lang~béregningstid.'

+)Se afsnit 2.6,



For metoder udledt pé& grundlag af dels ¢gvrevaerdiprincippet og
dels nedrevardiprincippet gazlder fglgende:

gvrevaerdimetoden: En gvrevardi for bareevnen kan findes ud fra

beregning af sdvel det indre som det ydre arbejde for et givet,
tilladeligt flytningsfelt. B&reeﬁnen vil vere den mindste af alle
pvreverdier, hvorfor dens bestemmelse er et minimeringsproblem.
Ved bestemmelse af det tilladelige flytningsfelt kan benyttes en
elementmetode, en differensmetode eller lignende hvor flytnings-—
stgrrelserne er de variable.. Optimeringsproblemet far herved
formen min p = indre arbejde/ydre arbejde for enhedslast, hvor de
variable er knudeflytninger. Det ikke-restriktive minimeringsprob-
lem vil normalt vere ikke-lineart, jvf. Ranaweera & Leckie [R&L,
1970]. I specielle tilfalde er der dog mulighed for lineart pro-
blem - Chan [CHA, 1972] og Anderheggen & Kndpfel [A&K, 1972].

Nedreverdimetoden: En nedrevaerdi for bareevnen kan findes, ndr en

sikker, statisk tilladelig spandingsfordeling er bestemt. Bare-
evnen vil vare den stgrste af alle nedrevardier, hvorfor dens
bestemmelse er et maximeringsproblem. En statisk tilladelig span-—
dingsfordeling kan bestemmes v.h.a. en elementmetode, differens-—
metode eller lignénde,'hvor spandingsSt¢rrelserné (eller afledte
spendingsstgrrelser) er variable. S&8danne fordelinger er sadvan-
ligvis vanskeligere at bestemme end flytningsfelter, da de indre
ligevaegtsligninger skal vere tilfredsstillet. Imidlertid f&s line-
@re ligevegtsudtryk; og dette forenkler problemet noget. Flydebe-
tingelserne, der skal tilfredsstilles, vil imidlertid ikke vere
line®re. Optimeringsproblemet kan formuleres som:

maximer p (linear),

ndr ligevagtsligninger (linezre)

og flydebetingelser. (ikke-linezre) er tilfredsstillet.
Ofte er det muligt at bestemme lineare tilnarmelsesudtryk for -
flydebetingelserne, og hele problemet bliver da lineart.

Ved designproblemer vil det indre .arbejde blive mere kompliceret,
og "mere ikke-lineart", idet det nu bliver et produkt af-deforma-

tionsvariable (evt. materialekarakteristika).
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Derimod vil ligevagtsligningerne forblive uforandrede, og flyde-
betingelserne vil kunne liniariseres eller bestd af enh sum af
funktionsudtryk, hvor henholdsvis spandingsvariable og design-
variable er adskilt. Det sidste galder f.eks. v.Mises' flydebe-
tingelse for et plant problem: [dx2 + oy2 * oxoy + 3Txy2]% —.00
< 0, hvor 9, angiver flydespandingen. Nedrevardimetoden vil

derfor umidelbart give de simpleste udtryk ved designproblemer.

Ekstremalprincipperrie blev i forbindelse med matematisk program-
mering fgrst benyttet ved bestemmelse af minimumsvegt for bjalker
og rammer, se f.eks. Foulkes [FOU, 1954] og Prager [PRA, 1962],
idet der blev anvendt linear programmeringﬁ Siden er prinéippernes
anvendelse blevet udstrakt til ogsd at galde 2 - og 3 - dimensio-
nale legemer, som det fremgdr af de i afsnit 2.2.1 angivne

referencer samt af det fglgende.

Blandt de fgrste lgsninger for 2 - dimensionale legemer hgrer en
pladelgsning af Koopman & Lance [XK & L, 1965]; hvor nedfevardi—
princippet benyttes som grundlag for bestemmelse af bareevnen.
Ved den statiske del benyttes en differensmetode,og i optimerings-
fasen anvendes linear programmering med Tresca's flydebetingelse
lineariseret. R. Wolfensberger har i sin doktorafhandling [WOL,
1964], der ogsd omhandler jernbetonpladers flydebetingelse, pé
omtrent samme. grundlag angivet savel bareevnebestemmelse som ar-—
meringsbestemmelse for jernbetonplader. Her benyttes dog en lige-
vagtémetode, der minder om elementmetoden, idet der for et rek-
tangulart omré&de benyttes konstant/linear snitkraftfordeling
langs randene , Ligevaegten for de bgjende momenter er ikke korrekt

opfyldt, men der kan altid bestemmes lesninger pd den sikre side,

Element-teknikkens gennembrud indenfor elastiske beregninger be-
virker , at de fglgende &rs udvikling af ideal-plastiske bereg-
ninger ogsi er blevet praget af denne, medens der stadig hoved-
sagelig har varet anvendt linear programmering i optimerings-
fasen. Fordelen ved elementmetoden fremfor differensmetoden er,

at den er mere fleksibel ved tilpasning til det betragtede legemes

+) Se afsnit 2,6,2
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geSmetriske form, samt at den kan opbygges s& den altid enten

giver en nedrevardilgsning eller en gvrevardilgsning.

Ved nedrevardilgsninger benyttes elementer, der tilfredsstiller
ligevagtsligningerne, idet snitkraftfordelingen er givet ved et
antal parametre. TilsVarende benyttes ved gvrevardilgsninger ele-
menter, der tilfredsstiller de geometriske betingelser, idet flyt-
ningerne er givet ved et antal parametre. En s&dan fremgangsméde
blev fgrst benyttet af Hayes & Marcal [HaM, 1967] ved bestemmelse
af gvrevardier. Hodge & Belytschko TH&B, 1968] angiver element-—
metode-lgsninger ved bareevnebestemmelse for plader, idet de
benytter sdvel nedrevardi- som gvreverdiprincip. Ved nedre-
vardil¢sningen benyttes kvadratisk momentfordeling langs element-
randene, og flydebetingelserne opskrives for de ubekendte
ekstremumspunkter. Ved successiv beregning bestemmes disse punkter,
og der optimeres ikke-lineazrt med SUMT - metoden, se f.eks. [F&Mc,
19681 og [X&M, 1973]. De géometriské ekstremumspunkters flytning
under den successive beregning bevirker imidlertid vanskeligheder,
og metoden viser sig meget edb - resource krevende for selv ret
f8 elementer. De beregnede resultater viser for nogle simple be-
lastningstilfazlde ret god overensstemmelse med andre lgsninger.
Ved gvrevardilgsningen benyttes kvadratiske flytningsfunktioner,
og problemet omfdrmes til et ikke-lineart optimeringsproblem-uden
restriktioner. Ogsd her fas vanskeligheder, og l@sningerne viser
sig ret fglsomme overfor valg af elementinddeling. Ranaweera &
Leckie [R&L, 1970] har angivet nedreverdilgsninger for ‘bareevnen
ved s&vel skiver som plader af dels Tresca- og dels v.Mises mate-
riale. Som foresliet i den forrige reference er der her benyttet
linear programmering. Da der benyttes ikke-lineare snitkraftfor-
delinger langs elementrandene og flydebetingelserne opskrives i
nogle faste punkter, vil flydebetingelserne kunne overskrides i
mellemliggende punkter. Efter optimeringen udregnes derfor en
faktor, som den fundne last mi multipliceres med for at f& en kor-
rekt nedrevardi. Ogsd gvrevardilgsninger angives. Disse er -opbyg-
get omtrent som de ovenfor omtalte. Der synes ikke at vere nogen
markant forskel mellem ngjagtigheden af disse lgsninger og de -

l¢sninger,‘nedrevardimetoden fgrer til. Det skal navnes, at ogsa
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Belytschko & Hodge har angivet en nedreverdimetode for skiver -
[B&H, 19701]. ’

Lignende_nedrevardimetoder, som angivet i [R&L,:1970Ler for bzre-
evnebestemmelse ved plader og skiver angivet af Anderheggen og
Kn6pfel [AND, 1971]}, [KNO, 1973], [A&K, 19,'72] og [AND, 1976]. Her
opstilles ligevagten dog ud fra det virtuelle arbejdes princip,
idet der ggres antagelser om flytningerne. Herved bliver metéden
en slags bastard - metode, og den giver derfor ikke med fuld
sikkerhed en nedrevardi. Edb - regnearbejdet bliver dog mindre og

de angivne lgsninger ret gode.

Andre lgsninger for s8vel bareevneproblemet som minimum skive-
eller pladetykkelse er for homogene, ideal-plastiske materialer

- angivet af italienerne Mair, Zavelani-Rossi & Benedetti [M‘m.fl.,
1972], Faccioli & Vitiello [F&V, 1973], Zavelani [ZAV, 1973] '
samt Polizzotto [POL, 1975]. Sidstnavnte behandler ogsé~mere o
generelt optimeringsproblematikken, medens Zavelani benytter‘eﬁ
speciel linearisering, der i visse sammenhznge kan vare mere for-
delagtig end den gangse, se kap. II, afsnit 3.171.2. »

I forbindelse med optimering af specielt jernbetonskiver oé

plader kan navnes Chan [CHA, 1972], der har angivet bareevnelgs-
ninger for jernbetonplader. Fremgangsméaden er omtrent som tid-
ligere angivet af Hodge & Belytschko, idet problemet lgses som

et ikke-linezrt nedrevardiproblem. Ogsd her galder, at bereg-
ningerne for selv f& elementer er meget dyre. Desuden Har H.
Pedersen [PED, 1974] fra,Afdelingen for Berende Kdnstruktioner,
DtH, 'angivet bareevnebestemmelse og armeringsbestemmelse for jern-
betonplader ud. fra nedrevardiprincippet, hvor der delsver benyttet
elementer med kubisk og dels med linear snitkraftfordeling. Der

er ved optimering benyttet den af Wolfensberger [WOL, 1969] an-
givne linearisering af pladeflydebetingelsen, idet der benyttes

- line®r programmering.

For geotekniske, plane problemer har Vollenweider [VOL, 1969] og
Lysmer [LYS, 1970] angivet bareevnelgsninger for stribefundamenter



p& jord, idet nedrevardimetoden benyttes. Begge anvender ele-
mentmetode og linear programmering, idet Coulombslflydebeting-

else lineariseres. Hos fegrstnavnte benyttes en generel element-
inddeling med ikke statisk korrekte elementer, medens sidstnavnte
benytter statisk korrekte elementer, der indlzgges ud fra en forven-
tet spendingsfordeling.Begge metoder bevirker ret dyre lgsninger,

szrlig er metoden med generel elementinddeling dyr i brug.

Medens de hidtil omtalte lgsninger har omhandlet skive- og plade-
problemer, er det mere begranset, hvad der findes af metoder til
lgsning af egentlige skalproblemer. For rotationssymmetriske
skaller med central belastning angav Biron & Hodge [B&H, 19671
dog savel gvre- som nedreverdilgsninger, og siden er nogle 1lgs-
ninger for specielle skalproblemer kommet til. De fleste af dis-
se er omtalt i {BIR, 1976].

Udover de hidtil navnte lgsninger, der alle har varet baseret pad
matematisk programmering, eksisterer flere mére eller mindre ana-
lytiske metoder. Mange designproblemer for specielle legemer (rek-
tangulare og cirkulzre plader m.fl.) med specielle belastninger
(symmetriske m.fl.) er sdledes lgst v.h.a. Drucker & Shield's
kriterium for, at en ideal~plastisk konstruktion har minimum vagt,
hvilket er tilfaldet nar dissipationsenergien er konstant over
hele volumenet, [D&S, 1956]. Dette anvendes f.eks. til optimering
af sandwich skaller med fast og bevagelig last, idet Save & Shield
[s&S, 19641 har tilpasset Drucker & Shield's generelle bevis.

En af de vasentligeste bidragydere ved analytiske lgsninger har
imidlertid varet W. Prager, der udover egne bidrag har opstillet
en analogimetode sammen med P.V. Marcal [M&P, 1964], hvor der
knyttes en associeret, ikke-linear elastisk konstruktion til den

givne konstruktion.

For specielt jernbeton findes imidlertid ogsd udledt éen del ana=-
lytiske 1¢sninger, hvortil kommer, at flere har draget konklusio-
ner om hvilke sammenhange, der er mellem vagt og spandingsfor-

deling m.m. Her skal dog kun anfgres de vasentligste bidrag.
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En udmzrket oversigt over analytiske optimeringsmetoder ved sé&-
vel jernbeton som andre materialer er givet af S.F. Yasseri i
"Optimal Design of Plates” [YAS, 1977].

Det hyppigst betragtede problem er armeringsoptimering i bjzlker og
plader med konstante tversnitsmdl . Ved pladerme har det vaﬁet
vasentligt at f& fastlagt en passende optimeringsfunktion for ar-
meringsnazngden (armeringsbehov). R.H. Wood viste, at det var rime-—
ligt at benytte proportionalitet mellem moment og armer ingsbehov
[Woo, 1961]. Med denne antagelse har Morley [MOR, 1965] vist, at
en plade, der er optimaltarmeret, deformerer til en flade medv
konstant krumning og samme hovedretninger for krumninger og mé—
menter. Lowe & Melchers [L&M, 1972] har udviklet en metode "load
path", der bygger p& et &n - dimensionalt momentfelt, der tilfreds-
stiller optimalitetskravene. Denne metode er blevet benyttet i en
rzkke tilfazlde. Melchers & Lowe har sdledes selv udviklet meto-
den til anvendelse pd& flere forskellige plader med specielle last-
-fordelinger og randbetingelser. Ved plader med variabel tykkelse

er der ogsd gjort forsgpg pd analytiske optimeringslgsninger, f.eks.
Mroz [MRO, 1967] og Melchers [MEL, 1973 + 1976]. Kun ved ganske
specielle plader. er der dog opniet brugbare resultater.

Blandt andre lgsninger kan navnes en analogil¢sning for jernbeton-
bjalker af Kaliszky [KAL, 1965], hvor problemet.l¢ses ved trans-—
formation til en elastisk bjzlke. Endelig er det ved bareevnebe-
vstemmelse muligt at bestemme lgsninger ved en iterativ beregning
af det tilsvarende elastiske problem, idet elasticitetsmodulen
1gbende @ndres. For jernbetonplader har Bicklund [BAC,1973] benyttet

en trinvis metode, hvor momenterne transformeres til en sikker. tilsta

.Med denne oversigt er angivet de vasentligste resultater inden-
for optimering af bareevne/materialebehov for legemer af ideal-
plastisk materiale. Det fremgdr, at langt de fleste lgsninger
indenfor matematisk programmering har omhandlet bareevnebestem-
melse; og at de hovedsagelig har omhandlet plader. Italienerne
Mair, Zavelani-Rossi og Benedetti har dog arbejdet med mafématiske

programmer ingslgsninger til bestemmelse af minimums-tykkelse for



homogene, plastiske skiver. Bortset fra en omtale af nogle ikke
offentliggjorte lgsninger i [AND, 1976] kendes ingeh lgsninger

for armeringsbestemmelse i jernbeton-skiver, hvor snitkraftfor-

delingen som regel varierer langt mere end i de kvadratiske,
homogene konsolskiver, der ofte angives lgsninger for. Bareevne-

problematikken for fundamenter er heller ikke behandlet meget,

idet kun Vollenweider og Lysmer har angivet sédanne l¢sninger.
M.h.t. generelle lgsningsmetoder for jernbeton skaller haves ikke

kendskab til nogen. Disse problemer vil blive behandlet i det
fplgende, idet dog det sidstnzvnte problem kun behandles ret

sporadisk.

2.2 Numeriske optimeringsmetoder for barende konstruktioner,

ndr nedrevardiprincippet benyttes.

I det fg¢lgende vil optimeringsmetoder for bestemmelse af bare-
evne/materialebehov ved 2 - dimensionale legemer blive udviklet.
Metoderne er baseret pa& nedrevardiprincippet og matematisk pro-
grammering.

Ved anvendelse af en nedrevardimetode kraves som tidligere navnt
dels en statisk tilladelig spandingsfordeling,%d;v.s. en for-
deling, der tilfredsstiller ligevagtsligningerne, dels at flyde-
betingelserne overalt er tilfredsstillet.

Fglgende skal derfor fastlazgges ved bareevnebestemmelsen:

1. en statigsk tilladelig spandingsfordéling, (se
afsnit 2.3 - 2.4) '

2. en spendingsfordeling, der opfylder flydebeting-
eiserne (se afsnit 2.53) .

3. den bareevne p& den sikre side, der ligger s nar
som muligt den eksakte (se afsnit 2.7)

Vedbeétemmelse af materialebehov er punkt 1 og 2 uforandrede, medens

der ved det sidste skal bestemmes:
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3. det materialebehov pd den sikre side, der ligger
8& nart som muligt det eksakte (se afsnit.2.7)

Metoderne fgrer for punkt 1's vedkommende til lineare ligheds-
udtrys, medens punkt 2 bevirker ikke-lineare ulighedsudtryk.

Lineariseres disse fas imidlertid alt i alt et lineart program-
meringsproblem, idet udtrykket for bareevne eller materialebe-
hov normalt har linear form. Ved lgsning af dette problém'fést~

lazgges da bzreevnen eller materialebehovet. -

2.3 Statisk tilladeligasgandingsfordelinger for skiver. '

2.3.1 Metoder til bestemmelse af statisk tilladelige spandings-

e b L T L gt PP e heciselet, Bl ottt P~ =

Den spendingsfordeling, der fremkommer ved den elasticitets-
teoretiske lgsning for et problem, tilfredsstiller de statiske
ligevagtsligninger. Det er derfor muligt at anvende en s&dan
fordeling ved den plastiske beregning. Imidlertid er det langt
fra givet, at der herved f&s optimal bareevne eller materiale-
behov. Der er derfor behov for at kunne @ndre pd spandingsfor-
delingen samtidig med, at de statiske ligevaegtsligninger er til-~
fredsstillet, hvorved de fordelagtigste lgsninger kan udvalges.

I det fglgende vil to forskellige metoder til bestemmelse af
variable, statisk tilladelige spandingsfordelinger blive be-
skrevet. Disse er henholdsvis en ligevagts - elementmetode, og
en spendingsfunktions - differensmetode, se afsnit 2.3.3 og
2.3.4.

Den fgrstnavnte metode er baseret pd en geometrisk opdeling af
konstruktionen i polygonformede elementer, hvor spandingsforde-
lingen bestemmes, s& sdvel de indre ligevagtsligninger i elemen-
tet ‘som de ydre randligevaegtsligninger er tilfredsstillet uden
hensyn til deformationerne. )
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Eksakt tilfredsstillelse af flydebetingelserne er simplest ved
line®r spandingsvariation, der derfor er at foretrakke - Jf.
afsnit 2.5.  Ved komplicerede spandingsforlgb, f.eks. hvor der
arbejdes med koncentrerede stringerkrafter, vil elementinddelin-
gen dog ofte vare ret afggrende for ngjagtigheden, da stringer-.
krezfterne spredes lineert ud over elementerne - se fig. 2.1..
Dette forhold gazlder ofte ved jernbetonskiver og stribefunda-
mentsproblemer (se kap. II og III henholdsvis). Denne ulempe
ggr sig imidlertid ikke tilnazrmelsesverdig s& starkt gzldende
ved elastiske problemer, hvilket skyldes, at der her normalt fé&s

kontinuerte spandingsfordelinger.

(kun normalspanding vist)
Fig. 2.1. Spredning af spéﬁdinger ved elementmetode.

En metode, der bedre tager hensyn til forholdene ved de koncen-
trerede stringerkrafter, er differensmetoden. Indfgres en
spendingsfunktion opnds, at de indre ligevagtsligninger automa-
tisk bliver opfyldt i de benyttede diskrete punkter. Man har
sdledes kun kendskab til"middelspandingerné'for en omégn om-
kring det diskrete punkt, og den indre ligevagt er kun gzldende
for disse middelspandinger. = Fordelene herved er, at man ikke
lokalt begrenser ligevagten til at vere afhengig af visse sim~
plificerede spandingsfordelinger (f.eks. linear variation).
Imidlertidkbetyder dette, .at déer kan forekomme sdvel stgrre som
mindre spandinger i omégnen omk¥ing. et pﬁnkt. Dette synes dog
ifglge afsnit 2.3.4 og 2.5 at vere af underordnet betydning.
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For begge metoder galder, at randbetingelserne kan opdeles i
statiske og geometriske betingelser. De ‘fgrstnavnte angiver
hvilke spandinger legemet skal antage langs den pagzldende rand,
og sikres opfyldt ved opstilling af randkravene i afsnit 2.3.2.
De sidstnavnte, d.v.s. understgtningsbetingelserne, angiver lige-
vagtsmessig set, at der kan optages ubegrznsede spandinger i de
pagaldende retninger, hvorfor der ikke opskrives ligevagtskrav
her. - Det m& imidlertid‘sikres, at spandingerne er fuldt i over-
ensstemmelse med den geometriske virkemé&de, hvorfor spzndingernes

fortegn m& vurderes.

Indfgres spendingsstgrrelserne o T

u’ Tuv’ Tvu ©9 %
som angivet pa fig. 2.2, fglger af momentligevagt, at der kun fas

i en skive,

3 uafhangige spandingsstgrrelser, nemlig Oy Tuv(=1vu) 0g 0.

v

Fig. 2.3. Tilvaekster til skivespandinger,
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Ved projektionsligevagt f&s endvidere iflg. fig. 2.3, at
ligevagtsligninger kan udtrykkes som: :

30 9T
u uv . _
Su t oy F pysiny = 0
og |
90 3T
v uv , _
5 + 5ua + p,sinv = 0

de indre

(2.1)

De ydre ligevaegtsligninger (randligevagten) kan iflg. fig. 2.4

udtrykkes ved

g = % - [b cos Eo, + (acos& + b cos(v-E))Tuv

+ a cos(v—E)ov]

1 ; . _ _ .
Ths™ © [“b sin & 0u+ (b sin (V=§&) a sin :‘;)'ruv
+ asin(v-g)o 1,
hvor 0L 09 Tug udtrykker randbelastningen.

sideleengderne a,b,c.

Fig. 2.4. Randspandinger.

(2.2)
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‘Na&r sdvel de indre som de ydre ligevegtsligninger er tilfreds-

stillet, er legemet i total ligevagt.

Da skivespandingerne regnes konstante over skivens tykkelse t ,

kan skivesnitkrafterne udtrykkes ved

Nu =0, t, Nuv = Tug t, N_=o0_ t, (2.3)
Ved anvendelse af nedreverdiprincippet drejer det sig derfor
fgrst og fremmest om at bestemme en statisk tilladelig og sikker
snitkrafttilstand, da flydebetingelsen kan udtrykkes ved snit-
krzfterne.

En metode til bestemmelse af statisk tilladelige spandings- el.
snitkraftfordelinger er som navnt at inddele skiven i elementer.
Elementerne skal vere sékaldte ligevagtselementer, idet de skal
tilfredsstille alle statiske ligevagtskrav.

Baseres elementmetoden i den elastiske teori p& variationsprin-
cipper, benzvnes den elementmetode, der bygger pd& princippet

om station®r komplementzr energi for en "ligevegtselementmetode"

- Jf Ppian & Tong [P & T, 1972] eller Nielsen [N,LO, 1976].
Forskellen fra denne definition og til den her benyttede er altsa,
at her alene ses pd de statiske ligeﬁagtsforhold, medens mate-
rialets deformationsforholdvlades ude af betragtning.

Den simpleste variant af ligevagtselementmetoden er en, hvor

man opererer med konstante spandinger i elementerne, og med rand-
ligevagtskravene (2.2) opfyldte. Herved £fas total ligevegt, idet
de indre ligevagtsligninger (2.1) automatisk er tilfredsstillede.
Dette galder dog kun, né&r der ikke optrader volumenkrzfter; i
modsat fald kan der ikke bpnés ligévagt. Som det antydes i

eks. 2.1, kan der ved passende elementiﬁddeling pd ret simpel vis
bestemﬁes en statisk tilladelig spandingsfordeling. Metoden kan
derfor anvendes ved hdndregning, og er f.eks. benyttet i



Eks. 2.1  Elementer med konstante spandinger..

IEEEERERERERRERE P
13
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Spendingstilstanden bestemmes ved at starte med nogle passende
elementer og dernast g& successivt frem med de fgplgende. Der
kan f.eks. begyndes med at bestemme de vandrette normalspandinger
i element 1 og 3 ud fra momentet om symmetrilinien. Da forskyd-
ningsspandingerne her er nul, og de lodrette normalspandinger
kan bestemmes ved simpel ligevagt langs de vandrette rande, kan
spendingstilstanden bestemmes i de pagzldende elementexr, og der
kan fortszttes til naboelementerne. ‘

[N, MP, 1969] .Bl.a. fordi elementlnddellngen skal tilpasses
for at kunne overfgre et moment ‘og fordi, der ikke kan tages
hensyn til volumenkrafter, er metoden imidlertid ret‘uegnet ved
automatiske beregningsmetoder. '

Der er derfor behov for elementer med finere spandingsfordeling,
s& de kan bruges mere generelt. .Inden disse behandles, skal
det dog bemzrkes, at der undertiden kan opbygges enkle og gode
spendingsfordelinger pad anden vis. Et eksempel p& dette er
eks. 2.2, hvor en jernbetonskive alene armeret i undersiden be-
tragtes. ‘ ' l '

Af de nye 1lgevagtselementer vil vi kreve, at de giver mullghed
for betragtnlng af forskellige statisk tllladellge spendlngsfor-
delinger, sa den fordeling, der er fordelagtigst for det pagal-
dende plastlske legeme, kan fastlagges. Samtidig gnskes en bedre

og bedre lgsning, jo flere elementer der benyttes.
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Bks. 2.2 Speciel spzndingsfordeling for stift, idealplastisk legeme.

'
A 4

frfleksfru nE;

Spendingstilstanden er givet, si de uskraverede omrddeér er ube-
lastede, medens de enkelt skraverede omrdder angiver trykstringere.
Det dobbelt skraverede omrdde har toakset spandingstilstand.

(gengivet fra [N, MP, 19691).

Elementerne er karakteriseret ved, at spendingerne udtrykkes ved
et antai variablé og ved fladékéordinaterne.' Der kan f.eks. be-
nyttes polynomiske udtryk, i u og ‘V , hvorved spandingerne
langs en rand kan skrives som: ‘ .

— 2
O_Bo+‘51‘s + BysT ..., , ) (2.4)

hvor s er en parameter langs randen, og 'Si er de ubekendte
variable. Specielt kan s vare lig med wu , ndr randen er pa-
rallel med u-aksen. Spandingerne skal nu tilfredsstille s&vel
de indre som de ydré ligevagtsligninger. De indre ligevagts-
ligninger (2.1) indeholder de afledede af (2.4), og fgrer til
lineare udtryk i de variable. Tilsvarende giver de ydre lige-
vaegtsligninger (2.2) linezre udtryk, og alt i alt fas sdledes

et lineart ligevagtsproblem. Ved opfyldelse af dette skal der
da fremkomme et antal.overtallige spandingsvariable, s& forskel-
lige fordelinger kan undersgges. ’ -

ved oéfyldelse af randligevagten kraves blot, at der er konti-

nuitet mellem snitspandingerne langs elementranden, medens normal-



elementrand
(diskontinuitetslinie)

Ligevaegt ' ’ s

Diskontinuitet {evi.)s

Fig. 2.5. Randligevegt og diskontinuitetslinie.

spendingerne parallel med randen tillades at vare diskontinuerte.
D.v.s. randen er en diskontinuitetélinie. Denne forudsatning}
der viser sig ngdvendig for overhovedet at kunne opbygge et an-
vendeligt ligevagtseiement er'angivet p& fig. 2.5. Medens for-
udsatningen kan synes tvivlsom i det elastiske tllf&lde, virker
den langt mere rimelig i det stift, 1deal plastlske tilfelde.
Her kan der netop forekomme ‘et spring i disse spendinger, nar

en tgjning bliver forskelllg fra 0 i det ene element og er 1lig 0
i det andet element. Derfor kan der ogsi, som i eksempel 2.2,
arbejdes med koncentrerede strlngerkrafter.

Watwood [WAT, 19661 og Watwood & Hartz [W & H, 1968] har fundet,
at for et generelt anvendeligt ligevagtselement er det ngdvendigt
at krave, at o ‘

M-N+T 20 , hvor k (2.5)
M = antal spandingsvariable
N = antal ligevagtsligninger

I' = antal variable langs elementets ene rand, eller

antal frihedsgrader for det pdgzldende legeme.
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Dette skyldes fglgende forhold:

(a) "Elementet md have et tilstrekkeligt antal uafhangige
' spandingsvariable p& hver rand til optagelse af givne

spendinger p& de ¢gvrige rande."

Bestdr et legeme af blot et element, da bgr det kunne

understgttes langs én rand alene.

(b) "De eneste restriktioner langs randene md vare de, der

sikrer, at elementet er i total ligevagt."

Bestdr et legeme af blot et element, bgr belastningen
kunne pafgres, s& der kun kraves, at det er i total lige-
vaegt.

Punkterne (a) og (b) udtrykker de krav, der ma stilles til

et element, for at det kan benyttes som et generelt byggeelement,
og fegrer til, at en statisk tilladelig spandingsfordeling kan
bestemmes. Samtidig bevirker opfyldelse af dem, at der fas

flere og flere uafhzngige variable, jo flere elementer der sammen-
sattes, da nogle af ligevagtsligningerne bliver fzlles for to
elementer. Spendingsfordelingen kan derfor bedre varieres, og:
dermed er dervs;¢rre sandsynlighed for at kunne tilnzrme den
fordelagtigste'fordeling.

Punkt (b) fgrer til, at elementet ikke kan haﬁe'indbyrdes afhang-
ige forskydningsspendinger i et hj¢rne Dette kan overvindes
ved, at der lndlagges en dlskontlnultetsllnle, som v1st pd fig.
2.6. Et generelt element, der tilfredsstiller punkt (b), kan

T4 T

Ty afhengig af T4 T, uafhenhgig af T4

Fig. 2.6. Forskydningsspandinger i hjgrnepunkt.
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derfor dannes ved opdeling af trekantelementet i 3 subelementer,
hvilket er vist pd fig. 2.7. Efter eiiminering af de afhangige
variable fra indre randligevagtsligninger bliver spandingerne

i det sammensatte element udtrykt alene ved de uafhengige variab-
le.

Et element, som det ovenfor antydede, har imidlertid den ulempe,
at der m& opstilles 3 gange s& mange flydebetingelser som ved et
almindeligt trekantelement, ligesom der bliver flere ligevagts-
ligninger. Endvidere bliver de ydre elementrande ikke kortere
ved sub-elementinddelingen, og diskontinuitetslinierne bliver
ikke gennemgdende. Stringerkrafter vil derfor blive spredt ud

over den samme rand som ved et almindeligt trekantelement.

Af hensyn hertil er det derfor mere narliggende at sammensatte

3 subelementer

Fig. 2.7. Watwood-Harts element

b)Y R - -oc)

Fig. 2.8. Sammensatte elementer



- 30 -~

elementerne som f.eks. vist pd fig. 2.8. Herved kan betingelse
(b) ikke opfyldes generelt, som det fremgidr af det fofegéende
og fig. 2.9. Denne betingelse er dog kun af direkte betydning
ved det sammensatte elements rande, d.v.s. uden betydning for
det rektangulare element pd fig. 2.8 C. M.h.t. betingelse (a)

er denne afhengig af spandingsfordelingen.

CTa=0 T3=0
F /3 v F o2 v
—— ’ R il
143 | T3 .
2
F kan ikke optages, da F kan optages.

Ty=TmTa= 0

Fig. 2.9. Optagelse af forskydning

I fig. 2.10 er vist en oversigt over nogle mulige elementer, idet
det dog skal bemzrkes, at elementer med konstante spandinger, som
tidligere navnt, er udelukket som genérelle elementer. Alle de

i skemaet viste elementer er givet ved samme polynomiegrad langs
badde ligevagtsrande og ikke ligevagtsrande. For rektangulare
elementer er det mdligt at angivé fofskellige’Variationer langs
de 2 slags rande, hvilket evt. kan forbedre lidt p& de ovenfor
nevnte forhold. Her er de rektangulare elementer dog kun med-
taget for sammenligningens skyld, 'idet 'de er meget ugunstige i
forhold til de trekantede m.h.t. antal frie variable. '

Sammensattes 2 trekantelementer, se fig. 2.11 b, til et rektangu-
lert, vil der vaere mulighed for :diskontinuitet i sé&ndingerne i
en skrd retning, og vedasammensatning af 4, se fig. 2.11 ¢, vil
“der vare mulighed fof diskontinuiteter i begge de skrd retninger.
For det sidste tilfalde gelder endvidere, gt antallet af frie,

d.v.s. uafhengige variable netop svarer til antallet af variable
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FORM Polynomiegrad Antal variable, -antal ligevaegtslign. m.m.
i x- og y-retn. . .

ligevegtsligninger

y 9y M=3 Y =2(3)
/ ks 0. grads N =26 (1=0, ¥=6)
/ uv (konstant)
) o M=-N+ ¥ = -1(-2)

N =14 (I=2, Y=12)
N+ V= -1

1. grads
(lineart)

M=18 Y =6
N = 24 (I=
M-N+Y=0

2. grads
(parabolsk)

|
)
~
<
il
-
©
=

DD P

B 9y M=3: V=2
} Tav 0. grads i | N = 8 (I=0, ¥=8)
oy (konstant) M;¥ N+ %= -3
oy M=18 Y =76
v 2. grads N =30 (I=6, Y=24)
o, (parabolsk) . M-N+ Y% = -6
M = Antal spandingsvariable
N = Antal ligevaegtsligninger (M = I + Y)
I = Antal indre ligevagtsligninger
Y = Antal ydre (rand) ligevagtsligninger
v

Antal ydre (rand) ligevagtsligninger pr. side

Fig. 2.10. Trekantede og rektangulare ligevagtselementer.




- 32 -

p& en frie side, ndr der benyttes linear spandingsfordeling - jf
fig. 2.1.. Det sidste rektangulare element, vil altsé'ligesom
det sammensatte trekantelement kunne anvendes som et generelt ‘
elemént b&de ved linear og parabolsk spandingsfordeling. Benyttes
derimod almindelige trekantelementer eller rektangulazre elementer
éammensat af to trekantede, m& der udvises forsigtighed ved den
lineare fordeling, og det md& undersgges om randkravene er til-
fredsstillede, samt om der fremkommer overtallige variable. Der-
for benyttes disse "byggeelementer" kun, hvor de navnte forhold

er undersggt, og hvor spendingsvariationen er begranset.

M= (9,18)
N = (14,24)
Vo=
(?,g)
M+N+T =(+1,0) linear- A parabolsk
a) b) g)
M=N4+T = {+1, +6) M+N+T:(+2ﬁ) Ms=N+T =(0,+6)

Fig. 2.11. .Sammensatninger af trekantelementer (linezr span-
dingsfordeling, parabolsk spandingsfordeling).

side 1

Fig. 2.12. Linear snitkraftfordeling.
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Elementet med linear spandingsfordeling er vist pd fig. 2.12,

og nedenfor er udtrykkene for spendingerne angivet, .idet de va-
riable benavnes Si . Endelig er udtryk for de afhangige variable,

der kan bestemmes ud fra de indre ligevagtsligninger, anfgrt. De
uafhangige variable bliver herved BT - 85 og B7 - 68.

_ u v
o, T By Bzt E3p
= u v
Tav ~ Pa T Bsa* B¢ © (2.6)
_ u v
o, =87+t Bgz T By
Bg ="B, - b/a - p sinv -b
(2.7)

Bg ="Bg - b/a - pvsin\)-b

P& fig. 2.13 er de tilsvarende forhold vist for et element med pa-
rabolsk spandingsfordeling, og udtrykkene er givet ved-de fglgen-
de formler (2.8) og (2.9):

side 1

Fig. 2.13. Parabolsk snitkraft-fordeling.
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2 2
_ u v uv ul ve
°u‘31+52a+83b+34ab+55a2+56b2_
' 2
- U, Y, g W u ve
Tay = B7 * Bgz T By p T Bioap t By a2+312bz (2.8)
u v uv u2 V2
Ov=B13+8145+B155+B16§5+B17—a_2+818;2—
84 = - 2812 a/b
8. = - 48.. a/b
5 7810
By =- B, b/a -p, sinv-Db
(2.9)
_ 1
Biq = = 3Bqg a/b

615 = —88 b/a - Py sinv -+ b

1
Big = ~ 3Pqp D/

Elementet med linear spandingsfordeling besidder i henhold til
afsnit 2.5 visse fordele ved opstilling af flydebetingelserne, og
vil alene blive benyttet ved ELLI-metoden.

aytiyj 5=
= ;
VAR 1

y /'u

By

- X

T

Fig. 2.14. Skavvinklet, lokalt koordinatsystem u,v og ret-
vinklet, globalt koordinatsystem x,y.



- 35 -

Spandingerne o T og o, er givet i elementernes lokale,

u’ uv
skavvinklede koordinatsystem. Da der ved flydebetingelserne ofte
m& refereres til et globalt, retvinklet koordinatsystem, hvor.

spandingerne benavnes O T og cy , md der foretages en trans-

x' xy
formation. De betragtede koordinatsystemer samt de benyttede
spandingsstgrrelser fremgdr af fig. 2.14. Ved anvendelse af 1li-

gevagtsbetragtninger kan heraf bestemmes fglgende t ransformations-—

formel:
2 . 2
Oy ‘ cos”0 2cosOsin(v-0) cos”(v-0) o4
TXY = sin® -sinBGcos® sin(v-20) sin (v=0) cos (v-0) Tav
.2 . . .2
o] sin” o -2sin@sin(v=-0) . gin“(v-0) : o

Y v
R S (2.10)

Det foregdende har omhandlet bestemmelse af filiadélige ligevégts-
elementer. Imidlertid er det klart, at det ogsd har betydning,

at det resulterende ligevagtligningssystem bliver sd begranset
som muligt.

Ligningssystemet_kan\l¢ses{ d.v.s. de afhangige variable udtrykkes
ved de uafhéngige variable, pd én af to méder:

(1) ‘Ligevagtsligningerne lgses sammen med flydebetingelserne,
idet disse ogsd ér udtrykt ved alle variable:. Dette er dog
kun praktisk gennemfgrligt ved linear programmering.

(2) Ligevegtsligningerne lgses separat ved en rangbestemmelses-
metode - se afs. 2.3.5 ~, hvorefter flydebetingelserne op-
stilles i de uafhengige variable.

~ Denne made benyttes ved den her udviklede metode (ELLI-
metoden), idet dog de indre ligevagtsligninger (2.1) for-

inden benyttes til elimination af variable - se afs. 2.7.1. -

Sarlig ved fremgangsmdde (1) har det derfor betydning at kunne begren-

se antallet af ligevwgtsligningef i forhold til antallet af uafhengige
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variable. Da rangbestemmelsen for ELLI-eksemplerne i kap. II og
ITI kraver ca. 35% af det samlede ‘edb-forbrug, er det imidlertid
‘ikke helt uden betydning ogsd i tilfalde (2).

Peano [PEA, 1976] har gjort visse betragtninger over forskellige
elementtyper. - For en elementsamling bestemmes antallet af tre-
kanter pr. knude til 2 og antallet af sider pr. knude til 3. :Her-
ved far det ved (2.6) definerede lineare element 7 x 2 = 14 ydre

. variable pr. knude, hvoraf 4 x 3 er afhangige (randligevagt).
Dette fgrer til 14/(14-12) = 7 variable pr. uafhangig variabél,
eller det samme som er benyttet hos Zavelani [ZAV, 1973]. Der kan
imidlertid forbedres pd dette forhold ved at' lade nogle af rand-
spandingerne optrazde som variable, sdledes fé&r Lysmer [LYS, 1970]
et forhold pd 4 ved denne fremgangsmidde. Da rangbestemmelsen
udggr en mindre del af det samlede edb-behov, har ovenstdende
imidlertid ikke nogen vasentlig indflydelse p& de konklusioner,
der drages i afs. 2.7 vedr. de anvendte metodér.

De betragtninger, der er foretaget i det foregdende, har alle
gdet pd, at elementerne skulle tilfredsstille de statiske betin-
gelser fuldstendigt. En tilnermelsesmetode, der imidlertid ofte
ses anﬁendt, er, at forudsatte linezre flytninger 1angs element-
randene og dernast behytte arbejdsligningen til béstémmelse af
hj¢rnekrafter udtrykt ved de indre spandinger. Dette er f.eks.
anvendt af Anderheggen og Kndpfel: [aND, 19711, [A & K, 1972]
[RKND, 19731 og [AND, 1976].Dette giver ikke fuldstendig opfyl-
delse af de statiske betingelser, og man kan s8ledes komme ud
for, at en funden bareevne i virkeligheden er en g¢gvre-vardi.
Vollenweiden [VOL, 1969] anvender en anden tilnarmelse, hvor
det er de indre ligevagtsligninger i et rektangulart element,
der ikke er tilfredsstillede korrekt.

2.3.4 - Spandingsfunktions-differensmetoden (DILI)

F¢r.elementmetodens gennembrud benyttede man}ofté ved bereghing
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af elastiske skiver at lgse problemet ved indfgrelse af Airy's
spendingsfunktion - se f.eks. [T & G, 1951].

ved anvendelse af denne bliver lgsningen til problemet bestemt
ved en 4. ordens partiel differentialligning (den biharmoniske
ligning), der fremkommer ud fra kompatibilitetsbetingelserne,

samt diverse randbetingelser.

Ved approksimering med en differensligning kan problemet bringes

pd numerisk form.

I det fglgende vil vi se p&, hvorledes spandingsfunktionen kan
benyttes til bestemmelse af statisk tilladelige spandingsforde-
linger ved idealplastiskebereghinger. Medens trekantelementer
kan tilpasses nasten alle geometriske flader, er forholdene 1lidt
ugunstigere ved anvendelse af differensmetoden, idet differensnet-
tet helst skal vare regelmazssigt for at vare praktisk anvendeligt.
T modsat fald m& helt specielle randligninger opstilles. Ved
langt de fleste anvendelser kan man dog udmzrket klare sig med

et rektangulert net, hvor differenserne opstilles’i nettets knu-
der. Som ved de sidst omtalte elementmetodelgsninger galder det
herved, at ligevagtsbetingelserne kun tilnarmet er tilfredsstil-
lede.

Idet sp&ndingsfunkfionen benzvnes: U }/benyttes fplgende udtryk
for spandingerne: '

2..
o, = L% _y
X - 2 X
oy~
2 . - .
_ _ 97U . .
Txy = X0y . (2.11a)
2
937U
o, == -V,
¥ ax2 Y

v, og VY angiver her spzndingsbidrag bestemt ud fra volumen-

krafterne (px, py), idet der gzlder:

v, = fpydx og V= [pdy - (2.11b)
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Ved indsattelse af spzndingerne (2.11) i ligevaegtsudtrykkene (2.1)
fremgdr, at de indre ligevagtsligninger automatisk er tilfreds-
stillede; d.v.s. at de ikke fgrer til specielle betingelser Pa
U-funktionen. Langs legemets ydre afgrensninger fgrer randbe-
tingelserne derimod til nogle betingelser pd U. Disse randkrav
kan i fgrste omgang iflg. fig. 2.15 udtrykkes ved:

o
it

o _cosg + 7T__.sintg
X Xy
(2.12)

t
p4

oysinc + Txycos;,

hvor ¢ er vinklen mellem x-aksen og en udadrettet normal til
rahden( og t = (tx, ty) er ;apdbelastningen udtrykt ved kompo-
santer efter x- og y-retningen., Idet volumenkrafterne negligeres
f3s ved indsattelse af (2.11) i (2.12) fg¢lgende udtryk:

d ,oU
x| a§‘5§ .
= da .3y (2.13)
tol TR
y

Sixg.ys )

Y

Fig. 2.15. Randbetingelser for spandingsfunktion
(n = (cos§, sin §). = (dy/ds, -dx/ds)).
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Hermed haves kendskab til de afledede af U langs randen, og ved

integration langs denne f3s:

S

%% =- ty&s og (2.14)
S
S

W _

3y " )S t ds , (2.15)
o

der kan tolkes som projektionssummerne pd koordinatakserne af

randbelastningen.

Ved yderligere en integration fé&s .

S
U = Js [(x - xs)ty - (y -y )t 1ds, (2.16)

o
der kan tolkes som varende momentet af randbelastningen. Hermed

'ses, at det globale ligevagtskrav Kan udtrykkes som

U, 8U/3x, 3U/3y = 0 i punkt s for og efter (2.17)
et omleb, : o
idet der da er savel momentligevagt som §rojektionsligevagt i
henholdsvis y- og x-retningen. Det skal bemzrkes, at de herved
fundne krav lkke kun galder en kurve langs randen, men naturllg—
vis m& gzlde enhver 1ndlagt kurve.

De lokale randligevegtsligninger er fastlagt ved bérégning af
U langs randen. o

Indfgring af volumenkrafterne i udtryk (2.13) = (2.16) @ndrer
principielt ikke noget ved de angivne udtryk, ndr blot der i
stedet for henholdsvis o, 09 oy indfgres de formelle spandinger

Oy + VX og Oy + Vy badde i det indre og langs randen.

Med dette erbestemt visse krav til funktionsvardierne for U
langs randen. N&r disse er tilfredsstillet, kan spandings- eller
snitkraftfordelingen varieres i det indre, s& den fordeling, der

giver stgrst bareevne eller mindst materialebehov, kan bestemmes.
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I det foregéende har U varet betragtet som en kontinuert funk-
tion, og de tilhgrende ligninger har varet givet pd grundlag af
differentialkoefficienter. Indfgres en differenstilnarmelse, kan
funktionsverdier langs randen angives i netknudepunkterne, lige-
som spandingerne kan udregnes i disse punkter. Metoden er om-
talt hos bl.a. Timoshenko & Goodier [T & G, 1951] og M.P. Nielsen
[N, MP, 1969]. Hos M. Soave [SOA, 1967] findes yderligere en
vurdering af forskellige differensti narmelser i forhold til en
given , kontinuert funktion. Dette spiller imidlertid ikke s& -
stor en rolle ved de plastiske beregninger, da vi fgrst og frem-
mest gnsker en metode, der bevirker omtrent korrekte lgsninger

p3d bareevne og materialebehov, medens smd, lokale spandingsukor-
rektheder er af mindre betydning. Dette skyldes bl.a., at disse
lokale spandingsukorrektheder normalt vil kunne udjevnes ved
spandingsomlejring inden for en omegn omkring knudepunktet.
Hertil kommer, at den ideal-plastiske teori ofte bevirker diskon-
tinuerte sp&ndingsfordelingér. Det m& dog bemzrkes, at i ganske spe-
cielle tilfazlde kan ligevagtsforholdene i et enkelt punkt vare af
vesentlig betydning for den samlede bmreevne; i s& fald ber meto-
den ikke umiddelbart anvendes,

Den differensmétode, der benyttes her, opstilles p& basis af,
at en parabolsk varierénde spendingsfordeling ¢gnskes gengivet
korrekt. D.v.s. funktionsvardien i et punkt kan bestemmes, nar
den er givet i 3 nabopunkter. Hermed fas i det én-dimensionale
tilfzlde - iflg. fig. 2.16 - , at

S
A

"

- i i+1
Ah,

i

Fig. 2.16. Parabolsk varierende spandingsfunktion.
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as _ ~ Si-1 * Sin
ox 28R
(2.18)
2g _ Si-q 7 253 * Sim
%7 (Ah)

Soave [SOA, 1967] har vist, at for 3S/3x og 3%s/9x? bliver
fejlen proportional med (Ah) %, n&r der benyttes akvidistant ind-
deling, og med fAhi , ndr der benyttes en’ikke—§kvidistant ind-
deling.

u
sl N
Ps . |P, |P3
F% P1 PZ
. | - P, Py P
Fig. 2.17a. AF ’ Fig. 2.17b. ! 8 ’

Fig. 2.17. Netinddeling og differenspunkter.

Herved fas iflg. fig. 2.17 og formel (2.11), ndr volumenkraef-
terne negligeres:

. _ U4 - 2U1 + U8
x,1 (Ak) ~ ’

(Ug + U9) - (uy + u)

Ty, 1~ 15 AK (2.19)
. _ U2 - 2U1 + U6
vl (Bny =~ ’

hvor 0x,1’ Txy’1 og oy’1\ angiver spandingerne 1 pkt{~P1.

En sadan lgsning er i gvrigt i [N, MP, 19691 og [KRE, 19731 vist
at svare til en korrekt lgsning for et system af rektangulare
felter, der kun optager forskydning, og et system af stringere,
der kun optager trak/tryk.
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Volumenkrazfternes bidrag kan som navnt bestemmes ved at lade

venstresiderne i (2.19) angive formelle spandinger o% 4 +VX1

’ 7
0.s.v., 0og samtidig indf@¢re denne transformation i randbelast-
hingen.

Ui—ZUf+Uf
= i : —
222;%3222;; * Ogp ©F givet ved xS

/ —»N ; Funktionsvardien i punkt f kan

bestemmes som:
U = U, + 2-At-(3U/3n) .

\

N\
b

A
;-

X¢

\ \g
§

Fig. 2.18. Fiktive randverdier.

Hermed kan alle spandinger i det betragtede legeme bestemmes pa
ner o, 09 T, langs randen. Disse kan imidlertid tilnarmet
bestemmes ved anvendelse af spandings—funktionsvardier i nogle
fiktive ydre punkter som vist p8 fig. 2.18. P& samme made kan
verdier bestemmes for raﬁde, der ikke kan indpasses i det rekt-
angulere net. Det skal ddg navnes, at der i sddanne tilfalde

ogsd kan indfgres trekantformede netinddelinger, som vist i
{soa, 1967].

De funktionsv&rdier, der for et givet tilfazlde skal bestemmes,

er altsd primert de egentlige randverdier, samt sekundart de
fiktive punkters verdier. Da sdvel de 1. som de 2. afledede
giver linesre udtryk i U ,f&s ligesom ved elementmetoden alt

i alt et lineart ligevagtssystem. M.h.t. de egentlige randverdier
kan disse, ndr randbelastningen entydigt er givet, bestemmes ved
successiv beregning ud fra formlerne (2.14), (2.15) og (2.16).
Formel (2.17) fgrer til, at ved et omleb omkring legemet skal
tilveksterne til U, 3U/ax og aU/dy vzre lig med o,

Ovénnavnte'metode benyttes ved de her udviklede edb-metoder, da
den ikke fgrer til 1¢sning af et stort ligningssystem.
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Hvis der benyttes direkte opstilling af randligevagtsligningerne,
samtidig med at (2.17) stadig kraves bpfyldt, fremkommer et rang-
bestemmelsesproblem, der er analogt til det under elementmetoden
nevnte. Vedr. lgsning heraf se afsnit 2.3.5.

ved fastholdte rande, d.v.s. hvor der er frie randbelastninger,
vil der ved den her anvendte metpde blive benyttet indfgrelse af
ubekendte randbelastningsvaerdier - se fig. 2.19 -. 23U/3x, 3U/dy
og U beregnes som fgr ud fra (2.14), (2.15) og (2.16). I g¢gvrigt
benyttes som randbelastning en konstant belastning omkring den
nermeste omegn af et punkt, som antydet pd fig. 2.19, idet det
erindres, at problemet er diskretiseret til et punkt-vardibestem-
melsesproblem.

y
+1,5 ///

N

AN
~N w

W

N

NN

AN
\

NU WO

+3,0

Y
14 A 219 | B fast-
Z +2.0 fri rand Z ! ~ . holdt
So‘ . ,SO/ o rund
// 7/
given : ubekendt belastning
belastning (Py, Py, Py er ubekendte
varighle )

Fig. 2.19. Belastninger.

2.3.5__Rangbestemmelse

Nir man har at ggre med et lineart ligningssystem
A, - x =Ry » (2.20)

med m ligninger og n variable gzlder i almindelighed, at

nogle af de variable in ikke kan valges frit, men md udtrykkes
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ved 6ev¢vrige variable. De variable benavnes naturligt med
henholdsvis de afh®ngige og de uafhengige variable.

N&r ingen ligninger kan skrives som en linearkombination af de
gvrige, f&s netop m ligninger til eliminering af de afhangige
variable. D.v.s. at vi har m afhangige og n-m uafhangige
vafiable, ndr n>m . Det mindste antal ligninger, som kan ud-
trykke alle andre ligninger ved en linearkombination, benavnes
ligningssystemets rang og betegnes med ~p . De udvalgte lignin-
ger benazvnes basisligninger. Kun basisligningerne kan benyttes
til bestemmelse éf de afhangige variable, medens de ¢gvrige m-p
ligninger kan bortkastes, dette under forudsatning af, at der
ikke fremkommer modstridende ligninger. Antallet af afh@ngige
variable bliver altsd p , hvor op 2 min {m,n}.

Bestemmelse af afha@ngige og uafhangige variable, angivet ved
henholdsvis §1 og §1 , er illustreret p& fig. 2.20, hvor 31

er en regular matrix.

- N , ; 9
9 basis ==
; / ligninger Z Z %
] gning /ug/uz/. b
m-g ike{[a,7 /EL/ ;7
basis lign- - 1
inger a. é
a. ligningssystem v b. transformeret

ligningssystem

1

= uafhzngige variable
22= afhengige variable

¢. ligningssystem
efter eliminering

”
fﬁ/?/ﬁ}///'z
7

Fig. 2;20. Lineart ligningssystem og rangbestemmelse.
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Principielt kan der vere tale om 4 forskellige tilfelde:

1) p=m=n: A er reguler, og A - X =R har netop &n
lgsning, svarende til at alle variable er givne, d.v.s.

afhengige.

2) p <mogp = n: A er ikke razkke-regular. Hvis der ikke
forekommer modstridende ligninger, f&s netop én lgsning,

d.v.s. kun afhengige variable.

3) p=mog p < n: A er ikke sgjle-reguler. Der fremkommer
bade afhengige og uafhangige variable.

4) p < mog p < n: A er hverken rakke- el. sgjle regular.
Der fremkommer b&de afhezngige og uafhzngige variable,

nar der ikke forekommer modstridende ligninger.

Da o skal vere mindre end n , for at der kan forekomme uafhan-
gige variable, vil kun tilfalde 3) og 4) kunne forekomme ved lig-
ningssystemerne fra de foregdende afsnit. Ved rationelle ligevagts-
metoder kan modstridende ligevagtsligninger ikke forekomme, men

i nogle tilfzlde kan der forekomme flere ligninger, der udtryk-

ker de samme ligevagtsforhold. Arsagen hertil er som regel de
s@rlige forhold ved forskydningskrafter i retvinklede hjgrner

- se fig. 2.21 - , hvor der opstilles flere betingelser, der
udtrykker det samme ligevagtsforhold.

Betragt et system af n lineare ligninger med n variable:

-y=r~ ' (2.21)

ol

Bt s3dant system kan bekvemt lgses ved Gauss elimination, idet

matricen a opspaltes i en ¢vre og nedre matrix, 4.v.s.

[Vl
]

i ]
il

(2.22)
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% T 1 ligeveegts-
+ + ligninger.
, 4 N
TZ — 4—-'{1 Ty =1,
13— T, T, =Ty {>T=1
77 2 3 4
' * * / 3=,
1,1 / T, = T,-overbestem-
3 Y4 L 1
Z melse.
Fig. 2.21., Forskydningskrafter i retvinklet hjgrne.
hvor L = nedre matrix og U = gvre matrix, - se f.eks. [NUM, 1972].

Tilsvarende galder der naturligvis for det pd fig. 2.20c viste

ligningssystem:
a, 3,1 =101 10 Tcl= (2.23)
L-U-X +L-0C- X =1, = (2.24)
g, =8 -% +0 %7 -F (2.25)
2 4 . 1 1 .

hvor E=10

M.h.t. bestemmelse af basis benyttes sadvanlige rakkeoperationer.
Den benyttede fremgangsmdde er i @gvrigt beskrevet i [IBM—S, 1975]
og hos Householder [HOU, 1965].

I store ligningssystemer vil matricen 2  indeholde mange elementer

med vaerdien 0 . I s&danne tilfzlde vil det derfor kunne vare en
fordel at behandle mindre afsnit af matricen ad gangen.

procedure er dog ikke blevet udviklet her.

En sddan

Endelig skal bemzrkes, at man, hvor metoden benyttes i forbindelse
med elastiske materialer - se Robinson [ROB, 19731, ofte p.g.a.

den numeriske ngjagtighed har behov for at vegte matricen m.h.t.
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stivheden af de forskellige elementer. Noget siddant kan ogsé
vere af betydning ved plastiske elementer. Ved materialeoptime-
ring vil de enkelte elementers fysiske forhold imidlertid veare

ubekendte, hvorfor hensyntagen hertil ikke er blevet overvejet.

Endelig skal bemerkes, at ligningssystemet kunne vare direkte
indfgrt i LP-optimeringsproblemet. Ulempen  herved er, at pro-
blemet da kun kan lgses ved LP, samt at ligheds- og ulighedssy-
stemet bliver meget stgrre end ellers.

2.4 Statisk tilladelige spendingsfordelinger ved plader og
skaller.

Analogt til skiver kan man ved plader benytte henholdsvis ele-
ment- og differensmetoder til bestemmelse af statisk tilladelige
spandingsfordelinger. N&r forskydningskrazfterne i pladenorma-
lens retning negligeres, kan flydebetingelserne udtrykkes alene
ved momenterne, séledes at det er tilstrakkeligt at se pd snit-
kraftfordelingen.

Som det fremgdr af afsnit 2.1.2, har elementmetoden veret anvendt
ved de fleste optimeringslgsninger for plastiske plader, Sdle-

des - har kun Koopman & Lance [K & L, 1965] benyttet differens-
metoden.

Tilsyneladende har den fgrstnavnte metode fgrt til rimeligt gode
resultater ved sdvel bareevne som materialebehovsbestemmelse.

En vesentlig &rsag hertil er utvivlsomt, at elementrandene ved
en systematisk elementinddeling ofte falder sammen med de linier,
langs hvilke det er fordelagtigt at have en diskontinuitet i
momentfordelingen; dette er antydet pd fig. 2.22. Hertil kommer,
at materialebehovet s®dvanligvis ikke er sarlig fglsomt overfor,
om snitkrazfterne spredes ud over en stgrre zone, samt at enkelt-

krafterne p.g.a.Kirchhoff-teorien optages pd ret simpel vis.

Da det for skiver og plader gzlder, at de udviklede metoder
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tinielasten kan
optages i denne
zone.,

last p teykstriger

oo
/:erk striger

skive

_______ element rand

=TT snitkeaft dis-
S kontinutet

Fig. 2.22. Plade- og skiveproblem (jernbeton)

bliver dyre at anvende for selv et ret begranset elementantal,
§¢r sadanne forhold sig naturligvis i endnu hgjere grad'galdende
for skaller. Dette er utvivlsomt en af &rsagerne til, at der

hidtil ikke er udviklet generelle optimeringsmetoder for skaller.

‘Principielt adskiller skaloptimeringsproblemet sig ikke fra de
tilsvarende problemer ved skiver og plader, bortset fra at flyde-
betingelserne normalt ikke kan udtrykkes direkte ved skalsnit-
krafterne.

2.5 Sikre spendingsfordelinger.

Etablering ‘af en sikker, statisk tilladelig spandingsfordeling
'kraver, at flydebetingelsérne er tilfredsstillet overalt i det
betragtede legeme. ' ' ’

Ved ELLI-metoden ef‘det n¢dvéndigt at opskrive flydebetingelserne
i et antal punkter i elementet. Benyttes elementer med linear
sp&ndingéfordeling langs randene, er det tilstrekkeligt étldp—
skrive flydebetingelserne i hjgrnepunkterne. Arsagen hertil er,
at linear fordeling og flydebetingelsernes konveksitet'sikrer,
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at flydebetingelserne i s& fald er opfyldt overalt i elementet
- se fig. 2.23a. Ved elementer med finere fordeling langs
randene, kan der derimod ikke opstilles et sadant antal flyde-
betingelser, at det er givet, at disse altid er overholdt
overalt i elementet. Det er derfor ngdvendigt at udvalge et pa
forhand fastlagt antal punkter for opstilling af betingelserne,
som vist p& fig. 2.23b . Efter afslutning af optimeringen md
man herefter checke, at betingelserne er‘opfyldte, og evt. ned-
proportionere bareevnen eller opproportionere materialebehovet
for at f& en sikker spandingstilstand. Dette kan ved materiale-
behovsbestemmelse fgre til ret uheldige lgsninger.

speendingsfordeling
for en enkelt
speending .

al

lineer fordeling parabolsk for-
deling

i = udvalgte punkter for opstilling af flydebetingelsen.
Fig. 2.23. Opstilling af flydebetingelser i element.

Ved DILI-metoden er spandingerne i differenspunkterne en slags
middelverdier for spandingerne i en omegn omkring punktet - se

fig. 2.24. Opstilles flydebetingelserne derfor i differenspunk-
terne, kan der lokalt ske overskridelser af dem. Da betingelserne
i middel ikke overskrides, vil dette forhold, som tidligere navnt
i afsnit 2.3.4, normalt ikke bevirke nogen vasentlig indflydelse
p& bareevne eller materialebehov ved plastiske lgsninger. Ved
grove inddelinger kan man dog risikere, at der ikke fés strengt
korrekte nedrevardilgsninger. Dette er illustreret ved visse
eksempler i kap. III, der dog samtidig viser, at afvigelserne
normalt er ret betydningslgse. Den navnte ulempe i forhold til
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middelspeend- . ’
_ing i differens - W27 1 lokal
knudepunkt H //-7// ! ) speending
, T M///AARIZ i omegn
Ak __Ah/2474L omkring
* differens-

¥—Ah —— punktef

Fig. 2.24. Spandinger i et differenspunkt.

ELLI-metoden, der er en fuldt korrekt nedrevardimetode, modregnes
dog til fulde ved den langt stgrre fleksibilitet og ved de langt
billigere beregninger, som det ligeledes er illustreret i kap.

II og III.

Da flydebetingélserne normalt er givet ved ikke-lineare udtryk
i spandingerne, fds i begge ovenstadende tilfalde et ikke-lineart
problem. Som det fremgdr af kap. II og III, er det sadvanligvis
muligt at linearisere flydebetingelserne, s8 disse giver lineare
restriktioner. Dette vil vare forudsat overalt i det fglgende.

2.6. Optimeringsmetoder.

Der mangler nu kun en beskrivelse af den egentlige optimering af
bareevne eller materialebehov i relation til den fremgangsméde,

- der blev skitseret i afsnit 2.2.

Problemstillingen er som navnt den, at vi skal optimere nogle 1li-
neare udtryk for bareevne eller materialebehov under forudsatning
af, at ligevagts- og flydebetingelser er opfyldte.

Ved optimeringsproblemer skelner man principielt mellem 2 former,
nemlig ikke-restriktive (optimering alene af et funktionsudtryk)
og restriktive (optimering af funktionsudtryk, ndr samtidig visse



restriktioner skal vare opfyldte). Det sidstnavnte problem er
langt det mest komplicerede, og det fremgdr af det foregdende, at
det her behandlede problem er af denne type. Lgsning af et s&-
dant problem kan, afhengigt af at dets opbygning, l¢gses ved forskel-
lige metoder. Disse kan groft opdeles 1 indirekte-restriktive me-
toder, der transformerer det givne problem til et ikke-restriktivt
problem v.h.a. sdkaldte straffunktioner (penalty funktioner), og
direkte-restriktive metoder. Af direkte-restriktive metoder kan
navnes: grédientmetoder, tilladelige retningers metoder og line-
&r programmering, hvor de to fgrstnavnte ligesom straffunktions=-

metoderne i nogle tilfalde kan lgse ikke-lineare problemer.

Ud over de her navnte metoder har man et vald af specielle meto-
der og varianter af de her omtalte metoder, se f.eks. [G & Z, 1973]
og [FOX, 19711].

I specielle tilf@lde kan man benytte de sdkaldte Monte Carlo-me-
toder, der principielt er baseret pd beregning af funktionsverdi-
er i tilfzldigt udvalgte punkter. Disse metoder er dog ikke eg-.
nede til komplicerede, restriktive problemer.

Valget af optimeringsmetode for det givne problem synes af oven-
stiende at vare meget frit. Ud over de egentlige optimeringskrav
er det ogsd ngdvendigt at krave, at den anvendte metode er stabil,
forstdet p& den mide at den altid bestemmer det egentlige ekstre-
mum (ikke lokale ekstrema). Endvidere skal metoden i det aktuelle
tilfalde kunne behandle store problemer, d.v.s. med mange restrik-
tioner og variable. Dette lagger meget strenge bé&nd pd valget

af optimeringsmetode, og pd nuverende tidspunkt synes kun metoder

baseret pd linear programmering velegnede - jvf. White [WHI, 19731.

Da det normalt er let at liniarisere de indgiende flydebetingelser
til lineare restriktioner, og sdvel objektfunktion som ligevagts-
betingelser er lineare, benyttes derfor i det aktuelle tilfaelde
linear programmering. Der anvendes IBM's store og velafpr¢vede
MPS (x) -system - se [IBM-M, 19771. '
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korrekt flydeflade (f.eks. kegleflade)

lineariserede flader = hyperplaner

Fig. 2.25. Total linearisering af flydebetingelse.

Flydebetingelserne totallineariseres, hvormed menes, at de afgran-
ses. fuldstendig ved lineare planer eller hyperflader som antydet
pd fig. 2.25.

En anden narliggende mulighed, der ofte ses anvendt ved andre pro-
blemer, er at linearisere successivt. Herved forstds, at der kun
benyttes en linearisering for flydebetingelsen i hvert punkt, idet
~spazndingerne gges trinvis, og lineariseringen. rettes ind efter‘
hvert, iterationstrin. Denne metode synes imidlértid at vaere ret
uanvendelig i denne sammenhazng. For det f¢rsté fordi flydebetin-
gelserne ofte har knazk, og er givet ved flere funktionsudtryk.

For det andet fordi det ved bareevnebestemmelse: er vanskeiigt

at iterere sig frem til de nye spandinger, da'disse er afhangige
af, om flydebetingelserne ér aktive. Endelig er det vea materiale-
behovsbestemmelse pd det narmeste umuligt at skgnne flydebetingel-
sens form (armeringsparametrene). Lysmer [LYS, 1370] angiver sa-

ledes ogsd, at metoden er ret ustabil ved bareevnebestemmelse.

Ved linearisering af flydebetingelserné indfgres imidlertid be-
tydelig flere restriktioner end det oprindelige antal ikke-lineare
restriktioner, som det fremgdr af kap. II og III. En forbedring
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af ikke-lineazre optimeringsmetoder kan derfor i fremtiden fgre

til, at det bliver fordelagtigere at anvende s&danne.

At valget af linear programmering er rigtig bestyrkes af, at
hovedparten af tidligere udviklede idealplastiske optimeringsme-—
todér ogsd har varet baseret p& denne optimeringsmetode - se
afsnit 2.1.2 =-.

Problemer, der kan behandles ved linear programmering, er proble-
mer, der kan formuleres som:

°

Bestem lgsningsvektoren X , s

OBJEKTFUNKTION: F(X) = C + X ~ optimum
(d.v.s. bestemmer maximum el. minimum)

RESTRIKTIONER: A - X
) - (2.26)
VARIABLE: =20

Linear programmering, i det fglgende forkortet LP , kan altséd
bestemme den optimale lgsning for en lineer objektfunktion (d.v.s.
finde maximum eller minimum), n&r samtidig et antal lineare re-
striktioner er opfyldte. Restriktionerne kan enten veare ligheds-
eller ulighedsbetingelser.

Det fremgdr af (2.26), at de variable x skal vere éositive.
Denne begransning kan imidlertid let opfyldes ved at indfgre nye
variable, idet en transformation af formen X T xi - u. sikrer,
.at de variable %y kan blive negative, selvom xi og u; altid
er positive. For flere variable, der bade kan vare positive og
negative, kan det vare fordelagtigt kun at indfgre en u-variabel,
sdledes at X; = X; -~ U, X3, 7 X{,q —u 0.s.V. Dette bevirker
ferre variable og. dermed billigere lgsning.
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En speciel egenskab ved LP, nemlig den s8kaldte primal-dual egen-
skab, vil blive benyttet i det fglgende. Denne egenskab kan be-
skrives ved fglgende: ~ Til ethvert maximeringsproblem, det pri-
male problem, eksisterer et dualt minimeringsproblem og vice
versa. Problemerne giver samme objektfunktionsvardi 0g bestemmer

de samme variable - . Dette kan opskrives sdledes:

Primal-dual egenskaben:

PRIMAL: max F = C - X,
n&r & - % > B,
og %20
(max F og X bestemmes direkte,

y er sakaldte slack-variable).

DUAL: min G = BL- g, (2.27)
nar iT -y < 6?
- > -
og y -0

(min G og y bestemmes direkte,
X er s8kaldte slack-variable).

max F = min G.

Arsagen til, at dette princip anvendes, er, at beregningstiden
for et LP-program er omtrent proportional med m?n*) hvor m er
antallet af restriktioner, og n er antallet af variable. WNar
antallet af restriktioner er stgrre end antallet af variable

(m > n), er det derfor fordelagtigt at udnytte ovennavnte. Denne
betingelse er normalt opfyldt for de probléemer, der behandles med
de her udviklede metoder. '

En af de vesentligste fordele ved LP er, at det er muligt at vise,
at den optimale 'lgsning altid ligger i restriktionernes skarings-—
punkt (vertex punkter). 'D.v.s. at en optimal lgsning altid kan
bestemmes 'ud fra et endeligt antal beregninger. Ved den sdkaldte
‘simplex metode benyttes en fremgangsmdde, der hele tiden arbejder
sig séAdirekte som muligt frem mod dette'optimum.

+) Edb-beregniningstid ® k-n-m?, MPSX ved NEUCC giver k% 1.5 lo™ Jsek
CPU ved en intensitet p& 6o% (6o% af pladserne forskellige fra o).
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Ud over de rent lineare problemer er det med MPSX programkomplek-
set muligt at lgse nogle ikke-linezre problemer. Det drejer

sig bl.a. om heltalsproblemer, d.v.s. problemer med diskrete
variable. Beregningerne bliver i s&danne problemer ganske be-
tragteligt dyrere, og disse vil ikke blive narmere bergrt her,
selv om det f.eks. kunne ggre det muligt at bestemme diskrete

materialestgrrelser.

Det teoretiske grundlag for LP er beskrevet hos Gass [Gas, 19641,
medens en kort introduktion f.eks. er givet hos Holst [HOL, 19721.

2.7 De numeriske metoder og vurderinger

P& grundlag af de retningslinier, der er givet 1 afsnit 2.2,

2,3, 2.5 og 2,6 for anvendelse af nedrevardiprincippet, er
udviklet 2 edb-orienterede beregningsmetoder. Disse er m.h.t.
bestemmelse af den statisk tilladelige spandingsfordeling baseret
pd henholdsvis ligevagtselementmetoden - se afsnit 2.3.3 -, og
spendingsfunktions~differensmetoden - se afsnit 2.3.4 -.

Begge metoder er bygget op over 3 trin som angivet i det fglgen-
de diagram 2.1.

I fgrste trin bestemmes en statisk tilladelig spandingsfordeling
for problemet, i det andet ggres denne "sikker", ved at krave fly-
debetingelserne overholdt. Med disse 2 trin har vi fastlagt en
lgsning p& den sikre side i henhold til nedrevafdiprincippet.

Da .vi imidlertid ¢gnsker at finde den bedste lgsning, d.v.s. den
der ligger narmest den eksakte, md vi sluttelig foretage en op-
timering af de mulige lgsninger. Dette udfgres i 3. cg sidste
trin. Ved selve optimeringen benyttes som navnt IBM's MPSX-pro-
gram -. [IBM-M, 19721, der er skrevet i specielt edb-sprog. Ved
den ¢vrige del af programmene benyttes edb-sproget PL/I.
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TRIN DELTRIN

1.[ SIATISK TILLADELIG || GEOMETRI ]

SPENDINGSFORDELING
P R RANDBETINGELSER
H LIGHEDSRESTRIKTIONER (STATISKE)
: K--x=%k=
& = E R - TNIN
g 5= % 4 ——— BELASTNING |
o LIGEVEGT
2 1) INDRE LIGEVEGT
3 2) YDRE (RAND) LIGEVEGT
&
& 2.| FLYDEBETINGELSERNE | FLYDEBETINGELSER Bl
z SKAL_OPFYLDES
OPSTILLING AF
ULIGHEDSRESTRIKTIONER FLYDEBETINGELSER
R - [x1 , vl - x
© 3.| OPTIMALE —— OPTIMERINGSFUNKTION |
o L@SNING |
- = ———{ OPTIMERING

g OPTIMERING £ (%,,¥) OPTIME
H
B
8 X = gpandingsvariable eller spandingsfkt.'s variable

X, = uvafhengige variable, X, = afhaengige variable.

y = last- eller materialevariable.

‘Diagram 2.1. Programopdeling.

I fig. 2.26 er problematikken vist efter at de afhangige spandings-
variable er elimineret. Der er tale om dels et bareevneproblem,
hvor bazreevnen maximeres, dels et designproblem, hvor materiale-
behovet minimeres.

Ved bazreevne-problemet er materialet, materialedimensionerne og
evt. nogle laste givne, medens de uafhangige spandingsvariable

§1 og bareevnevariablene 'y 'skal bestemmes. Objektfunktionen
udtrykker. en sum af en eller flere bareevnevariable y; evt. mul-
tipliceret med passende faktorer.

Ved designproblemet er alle laste og evt. nogle materialestgrrelser
givne, medens de uafhangige spandingsvariable §1 , 0g materiale-
variablene- vy skal bestemmes. = Objektfunktionen udtrykker en sum
af en eller flere materialeparametre multipliceret med passende

faktorer (arealer m.v.). Det bemazrkes, at det ret let er muligt
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at tage hensyn til flere lasttilfzlde samtidigt, idet dette blot

svarer til at bestemme de farligste hgjresider for restriktionerne.

OBJEKTFUNKTION F = [o ] - [x, 31T , hvor & = nulvektoren

bereevne-udtryk = max F

materialebehov-udtryk = min F

Fig. 2.26. Optimering af bareevne eller materialebehov.

RESTRIKTIONER

Pl

[ 7"z

Problemet i fig. 2.26 lgses endelig ved anvendelse af primal-dual
egenskaben, da antallet af restriktioner er stgrre end antallet af

variable.

I diagram 2.2. er givet en oversigt over, hvorledes den statisk
tilladelige spandingsfordeling bestemmes ved ELLI-metoden (lige-
vagts—elementmetoden), idet der udledes et antal statisk uafhan-
gige eller overtallige spandingsvariable, d.v.s. frie variable.

I ELEMENTERNES INDRE ANGIVES
SPENDINGERNE VED ET ANTAL VARIABLE

sT=gr - %, x=1% % ...

gvre index: I angiver elementnummer. -
¥

OPSTIL DE INDRE ELEMENTLIGEVEGTSLIGNINGER
OG ELIMINER AFHENGIGE VARIABLE

- - S . S
nedre index: 1 = uafh. variable, 2 = afh.
variable

+

OPSTIL DE YDRE ELEMENTLIGEVEGTSLIGNINGER
0G ELIMINER AFHENGIGE VARIABLE
R-%=%k s .53 .3

I_=I-1 =% V¥tV
=B + D
2 1
e -

DE UAFHENGIGE VARIABLE Xx ANGIVER EN
STATISK TILLADELIG L@SNIN

X

Diagram 2.2. ELLI-metoden.
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Tilsvarende er i diagram 2.3 angivet, hvorledes en saddan fordeling

bestemmes for DILI-metoden (spandingsfunktions—differénsmetoden).

I KNUDEPUNKTERNE ANGIVES SPENDINGERNE
VED SPENDINGSFKT'S VARIABLE, IDET DER
RKNYTTES EN SPENDINGSVARIABEL TIL
HVERT PUNKT.

<z
BEREGN RAND- OG FIKTIVE RANDPUNKTERS
SPENDINGSFKT'S VAERDIER.

x2 =V x,I + v

Nz
DE UAFHENGIGE VARIABLE .§1 ANGIVER EN
STATISK TILLADELIG L@SNING.

Diagram 2.3. DILI-metoden.

Det skal endelig omtales, at man altid md sikre sig, at det li-
neazre optimeringsproblem er passende numerisk udformet. Dette er
sarlig vigtigt, ndr der som her kun benyttes enkeltprazcision

(~ ngjagtighed pa 10_6), ellers kan f&s numeriske problemer.

Ved ELLI-metoden benyttes som navnt kun elementer med linear span-
dingsfordeling, og der benyttes hovedsagelig den elementkombina-
tion som byggeelement, der er vist pi fig. 2.10d. Ved andre byg-
geelementer m& udvises agtpégivenhed ved‘fandene at hensyn til
spandingsoptagelsen ;‘jvf;vafsnit 2.3.3. '

ved DILI-metoden benyttes kun zkvidistant netinddeling i hver af
akseretningerne; Ah og Ak, der betegner maskevidden i henholds-

vis ' x- og y-retningen, kan dog godt vare forskellige.

I det f¢lgénde er givet en vurdering af de udviklede metoder dels
pd grundlag af dette kapitel, og dels p& grundlag af resultaterne
i kap. II og III.

ELLI-metoden er udviklet, sé& den altid giver sikre nedreverdilgs-
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ninger, ligesom den let kan tilpasses ikke-rektangulare legemer.
DILI-metoden giver ikke ngdvendigvis helt sikre nedreverdilgs-
ninger, da den lokale ligevagt ikke er 100% i orden. Desuden
kan den ikke uden videre tilpasses ikke-rektangulare omrader.
Disse forhold spiller dog normalt ingen rolle, da den globale
ligevagt er tilfredsstillet, og da mange legemer kan tilpasses
et rektanguleart. ’

Ved praktiske problemer giver ELLI-metoden normalt ret dériige
lgsninger, da snitkraftfordelingen bliver meget "stiv". DILI-
metoden er derimod mere fleksibel, og giver ved sivel jernbeton-
beregningerne som stribefundamentsberegningerne i kap. IT og TII
fornuftige og gode lgsninger, samtidig med at den er betydelig
billigere at bruge. Det sidste skyldes, at der forekommer langt
flere restriktioner og ligevagtsberegninger ved ELLI-metoden.

De elementmetodevarianter, der er omtalt.i slutningen af afsnit

2.3.3, opfylder ikke altid ligevagtsligningerne korrekt, d.v.s.
metoderne har samme ulempe som DILI-metoden. Umiddelbart kan deres
fordele og ulemper i forhold til denne ikke bestemmes, bl.a, fordi
der findes flere forskellige elementtyper - Jjf. [AND,1976]-. En for-
del ved disse metoder er dog, at de sedvanligvis lettere kan tilpas-

ses geometrien,

En mulighed, der ofte ses anvendt i forbindelse med elementmeto-
dens anvendelse p& elastiske konstruktioner, er at opdele i del-
strukturer, hvorved problemet numerisk set f&r et noget mindre
omfang - se f.eks. Zienkiewicz [ZIE, 1971]. Denne mulighed kan
ikke udnyttes i plastiske tilfelde, da problemet ikke er linezrt,
idet der sker en brat @ndring ved overgang fra passiv restriktion
til aktiv eller vice versa. En metode, hvor der fgrst benyttes
en optimering over en grov inddeling, og hvor dernast nogle af
parametrene fastholdes i en finere inddeling er ogsd uegnet, da
dette blot betyder finpudsning p& en i forvejen dédrlig l¢sning.
Endelig er det heller ikke anvendeligt at forsgge at undlade
opstilling af nogle af restriktionerne, da problemets ikke-line-

aritet bevirker, at det er umuligt at overskue alle konsekvenserne.



Disse forhold taler derfor ogsad til gunst for DILI-metoden, nar
denne tilmed er betydeligt biligere at anvende. k

Af dette og det foregdende kan det konkluderes, at ELLI-metoden
normalt er ret uegnet ved ideal-plastiske beregninger, hvorimod
DILI-metoden ofte giver gode resultater. Dette synes serlig at

gelde ved anvendelser pd stribefundamenterne.

Ovenstéende forhold gmlder, nar der betragtes generelle metoder,
hvor elementer eller differensnet indlzgges uafhengigt af den re-
vsulterende spwndingsfordeling; N&r der ved elementinddelingen for-
seges taget hensyn til, hvorledes sp:ndingerne fordeles, vil ELLI-
metoden imidlertid udmerket kunne anvendes ved bestemmelse af sikre

nedrevaerdilesninger,
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KAPITEL II. BESTEMMELSE AF BEZREEVNE/ARMERINGSBEHOV FOR
JERNBETONSKIVER OG -SKALLER

1. JERNBETONSKIVER OG -~-SKALLER OG DERES
BEREEVNE/ARMERINGSBEHOV

I dette afsnit er redegjort for bestemmelse af bareevne/arme-
ringsbehov ved fladeformede jernbetonlegemer (skiver, plader og
skaller). Der omtales dels den traditionelle bestemmelse og dels

tidligere anvendelser af numeriske optimeringsmetoder.

1.1 Jernbetonkonstruktioners bareevne/armeringsbehov

Jernbeton er et kompositmateriale bestédende af beton med ind-
lagte armeringsstanger eller trade af stdl. Af grundmaterialerne
er st&l langt det dyreste, hvorfor man i hgj grad interesserer
sig for begransning af atmeringsmengden. Sedvanligvis er beton-
dimensionerne for en jernbetonkonstruktion med givne belastnin-
ger‘besfemt dels ud fra geometriske hensyn og dels ud fra krav
til stivheden. Derfor er det medet ofte af interesse at be-
stemme den mindste érmeringsmangde uafhéngigt af betonmengden,
hvilket simplificerer optimeringsproblemet en del, idet den
ydre geometri og belastningerne hermed er givet for det betrag-
tede legeme. Dette vil vere forudsat galdende i det fglgende.

Ved bestemmelse af armeringsbehovet bgr der ved en korrekt be-
regning tages hensyn til, at kompositmaterialét har krum arbejds-
linie, som det fremgér af afsnit 2.1. Ved praktiske jernbetonbe-
regninger er det imidlertid ngdvendigt at forenkle fremgangsmd-
den. En rimelig tilnermelse i brudtilstanden er s&ledes at be-
tragte jernbeton som havende ideal-plastisk opfgrsel eller at
benytte en line®r-elastisk betragtning kombineret med en brudbe-
tingelse.Den forstnmvnte tilnermelse vil blive benyttet her,

Arsagen til anvendelse af den ideal¥p1astiske tilnzrmelse er
dels, at jernbeton besidder en vis plasticitet som angivet i

afsnit 2.1 og dels; at det sadvanligvis er en fordelagtigere
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tilnzrmelse end den linear-elastiske med hensyn til armerings-
behov og bareevne. Dette er illustreret pd fig. 1.1, hvor samme
armeringskraft fgrer til forskellige brudmomenter. Tilhfordel
for anvendelse af den ideal-plastiske tilnarmelse taler endvi-

dere, at medens det synes meget vanskeligt at udvikle optime-

ringsmetoder til bestemmelse af den fordelagtigste armering i

a) betonbjelke

deformation . line@r-elastisk, linewr-elastisk,
urevnet _ revnet
Tilfeelde 1 Tilfelde 2

deformation ideal- plastisk
Tilfelde 3

Fig. 1.1. .Brudmoment for jernbetonbjalke-ved
forskellige tilnzrmelser,
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et elastisk legeme, er dette muligt ved et ideal-plastisk lege-
me, som det fglgende vil vise. Desuden kan der ofte udvikles
simplere handregningsmetoder pd basis af den ideal;plastiske
teori end p& basis af den elastiske - jf. pladeberegninger (af-
snit 1.2). '

Armeringsbestemmelsen er normalt vasentlig mere kompliceret end
bzreevnebestemmelsen, idet materialet kan variere fra punkt til
punkt, og derfor vil hovedsageligt alene det fgrstnavnte pro-
blem blive omtalt i det fglgende.

1.2 Metoder til bestemmelse af bareevne/armerings-

behov for jernbetonskiver og -skaller

Ved bestemmelse af armering i ﬁernbetonskiver kan forskellige
fremgangsméder anvendes. De fleste er baseret p& simplifice-
ring af skivens statiske virkem&de og evt. superposition af
flere lasttilfalde. Herudover suppleres sadvanligvis med en em-
pirisk bestemt minimumsarmering. Kan skiven tilnzrmet betragtes
som en hgj bjelke, bestemmes hovedarmeringen s&ledes ud fra en
bjalkeberegning, og der indlagges yderligere en lodret og evE.

vandret fordelingsarmering.

For vilk8rlige belastninger anvendes ogsd ofte 2-dimensionale
elastiske metoder (elementmetoder, spandingsopstiske metoder
m.fl.) til bestemmelse af skivens snitkraftfordeling, idet

de elastiske konstanter skgnnes. Armeringen kan herefter ind-
lagges ud fra empiriske udtryk, ud fra armeringsudtryk fast-
lagt ved hjelp af jernbetonskivers flydebetingelse - se 2.6;7 -
eller ud fra numeriske iterationsberegninger, der tager hensyn
til sé&vel betonens som armeringens konstitutive udtryk - se
f.eks. Berg [BER, 1975]. Metoden giver naturligvis i alle til-
felde anledning til for store armeringsbehov, da man strengt

taget m& indlagge armering overalt, hvor der er fundet behov
for det, jf. fig. 1.1, tilfzlde 1. Der er alts& ikke direkte
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mulighed for at koncentrere armeringen og betonspandingerne

de fordelagtigste steder, som illustreret i tilfalde 3 p& fig.
1.1,

Ofte transformeres den fordelte armering til en koncentreret,
dette galder f.eks. for tilfazlde 1 og 2 pé figuren, men kun

nar snitkraftfordelingen kan varieres, samtidig med. at arme-
ringen indlegges, er. det muligt at bestemme den fordelagtigste
armering. Endvidere er det ikke umiddelbart muligt at afpasse

. spandingsfordelingen,sdledes at den armering, der er bestemt for

et lasttilfelde, kan udnyttes fuldt ud ved et andet lasttilfelde,

Den ovenfor omtalte armeringsbestemmelse er baseret p&d en ela-
stisk snitkraftfordeling. Beregningsmetoder for jernbetonskiver
betragtet som ideal-plastiske konstruktioner har hidtil varet

lidet anvendt, selvom fordelene skulle vare indlysende.

Ud fra det, der nedenfor er omtalt om plader, synes det mest
narliggende at anvende g¢vrevardiprincippet som grundlag for

en sadan metode, Nir der enskes mulighed for en kraftigt varieren-
de armering henover legemet,er det imidlertid nedvendigt at
bestemme en statisk tilladelig snitkraftfordeling overalt - se
ogsd kap. I, afsnit 2.1.2. Ved skiver haves sadvanligvis en va-
rierende armeringsfordeling,og desuden har det vist sig, at
resultatet for sddanne skiveberegninger ofte har varet fglsomt
over for valg af bfudfigur, sdledes at der er blevet fundet for
store bareevner. Da der samtidig ikke som ved pladeberegninger
haves en ekstra sikkerhed - membranvirkning m.v. -, synes det
ved skiver at vare mest . rimeligt .at anvende nedreverdiprin-
cippet. Deﬁ mé& i sd fald normalt anvendes numeriske beregnin-
ger pd grund af besvaret med at bestemme en statisk tilladelig
snitkraftfordeling.

Médens rene ideaiwplastiske beregningsmetoder praktisk talt
ikke har varet anvendt ved Jjernbetonskiver, har man tidligt be-
nyttet s&danne metoder for plader. Sdledes har den af Ingerslev
og K.W. Johansen udviklede brudlinieteori, der er baseret pa



- 65 -

gvreverdiprincippet - se [JOH, 1943] -, varet en af de mest an-
vendte beregningsmetoder ved s&vel armerings- som bareevnebe-
stemmelse. Ved anvendelse af metoden benyttes et kiﬁematisk mu-—
ligt brudliniemgnster, hvorefter indre og ydre arbeijde beregnes.
Nar disse sattes lig med hinanden, og ligningen lgses m.h.t. ba-
reevnen, fgrer dette til bareevner pad den usikre side, et for-
hold, der som navnt, har vist sig at vere af relativ lille be-
tydning ved plader pd grund af reserver som membranvirkning

m.v.

Anvendelse af nedrevardiprincippet har i de senere &r ogsd ve-
ret anvendt, normalt dog simplificeret i form af strimmelmeto-
den, der er udviklet af Hillerborg [HIL, 1974]. Elasticitets-
teoretisk bestemmelse af momentfordeiingen og efterfglgende be-
stemmelse af armeringen eller spandingerne,ud fra en revnet-
elastisk sp®ndingsfordeling eller en revnet-plastisk spandings-

fordeling, er dog sandsynligvis staaig den hyppigst anvendte frem-
gangsm&de ved plader, :

For jernbetonskaller galder, som for skiver, at man normalt er
henvist. til at bestemme armeringsmengden ud fra en snitkraft-
fordeling bestemt ved elastiske metoder. @vrevardimetoden har i
vid udstrakning varet s¢ggt anvendt pd forskellige skaltyper -
se f.eks. [0 & S, 1964], men har ikke vist sig sarlig anvende-
lig. For cylinderformede skaltage har den s8kaldte stringerme-
tode, der er udviklet af H. Lundgren [LUN, 1949], varet en del
anvendtf Denne metode er principielt en nedreverdimetode.

Nedenfor er givet en sammenfatning af anvendelse af numeriske
metoder pd Jjernbetonkonstruktionselementer, der kan regnes at
have idealplastisk opfgrsel. Konklusionerne er draget ud fra

kap. I, afsnit 2.71.2, hvor en mere generel beskrivelse er givet.

Armeringsbestemmelse ved brug af numeriske optimeringsmetoder
har fgrst og fremmest varet benyttet ved bjzlker og rammer.
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Dette skyldes, at dels er disse elementer relativt enkle,
dels er problematikken ikke sa@rlig forskellig fra den, der gal-
der for homogene materialer. Der har ved de fleste lgsninger

alene varet taget hensyn til de bgjende momenter.

For jernbetonplader er udviklet flere metoder til bareevnebe-
stemmelse, ligesom de fleste af de metoder, der er udviklet
for andre ideal-plastiske materialer,kan benyttes. H. Pedersen
[PED, 1974] har dog udviklet en elementmetode, der ogs& kan be-

stemme armeringsmazngden for en given belastning.

Ved jernbetonskiver har anvendelsen af optimeringsmetoder varet
mere sparsom. Ingen har sdledes direkte behandlet jernbetonski-
ver, men de fleste af de bazreevnemetoder, der er udviklet for
andre ideal-plastiske materialer, kan dog tillempes. Arsagen
til den ringe interesse for skiver skyldes utvivlsomt, at de
ikke s& ofte som f.eks. plader kraver stort armeringsbehov,
samt at snitkraftfordelingen ofte varierer mere i skiver end

i plader.

Endelig. skal bemzrkes, at for skaller er overhovedet ikke ud--
viklet numeriske optimeringsmetoder.

2. FLYDEBETINGELSER FOR JERNBETONSKIVER OG ~SKALLER

Jernbeton er 'sammensat af beton, der har sprgdt brud, og arme-
ring, der har sejt brud og nasten ideal-plastisk opfgrsel ‘i

brudtilstanden. P& trods af at betonen praktisk talt ikke be-
sidder plasticitet, udviser det sammensatte materiale normalt

ret plastiske egenskaber i brudtilstanden.

For skiver og plader er tidligere udviklet analytiske udtryk
for flydebetingelserne; for skaller derimod findes ikke fardige
udtryk, og numerisk bestemmelse af flydebetingelsen md benyt-.
tes ud fra opdeling i skivelag.
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2.1 Jernbetons fysiske opfgrsel

Vi vil nu specielt se p&, hvorledes jernbeton-skalflader opfg-
rer sig, dvs. konstruktionselementer begranset af 2 parallelle
eller naesten parallelle flader med lille indbyrdes afstand. Ar-

meringen regnes indlagt parallel med de afgransende flader.

Grundbestandelene beton og armeringsjern vil normalt udvise en
opfgrsel som skitseret ved arbejdslinierne pd fig. 2.1, idet
betonen alene regnes trykpdvirket. Det fremgdr, at betonen prak-
tisk talt ikke udviser plastiske egenskaber. I starten haves en
nesten konstant haldning af arbejdslinien, men efterhanden af-
tager hazldningen ret voldsomt, sdledes at bruddet bliver sprgdt.
I modsatning hertil er der ved armeringsjernet udpraget tale

om et sejt brud, idet der optrader flydning, nar tgjningerne har
ndet en vis veardi.

For beton armeret med stdl f&s et kompositmateriale, der i mod-
s@tning til almindelig beton besidder visse plastiske egenska-
ber. Kun hvor der er en javnt fordelt armering i 2 retninger
f8s dog en virkelig materialeforbedring, plasticitetsmessig set,

medmindre der hovedsagelig optrader trzk i &n armeringsretning.

o

1 — £

. €¢ %o €a.3,5%o0 €4
beton, enakset tryk armeringsjern, enakset freek- tryk

Fig. 2.1. Arbejdslinier for beton og armeringsjérn
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1 Lol

Fig. 2.2. Arbejdslinie fof momentpdvirket
jernbetonbjaelke.

Hvor jernbetonen alene er trykpdvirket, er materialeforbedrin-

gen ikke s& udpraget.
En typisk arbejdslinie for jernbeton er vist pé& fig. 2.2.

Den ideal-plastiske tilnzrmelse har ved bjalker og plader vist
sig meget berettiget, ndr visse tillagskrav indfgres. Ved ski-
ver, hvor et trykpdvirket tvarsnits deformationsegenskaber ofte
er af afggrende betydning, md imidlertid kraves stgrre forsig-
tighed ved anvendelse af denne forudsatning. Af [N,MP, 1969]
fremgdr imidlertid, at forudsatningen i mange tilfazlde er veri-
ficeret som brugbar. Ved specielle tilfazlde synes det derimod
rimeligt at nedsatte betonens beregningsmassige brudstyrke i
forhold til den givne styrke. En s&dan fremgangsmdde er ogséa
blevet benyttet af Brastrup, Nielsen, Bach & Jensen [B m.fl.
1-2, 19761 ved plastisk beregning af Jjernbetonbjalkers forskyd-
ningsbareevne. Dette forhold er igvrigt omtalt i afsnit 3.1.1.

2.2 Jernbetongkiver og —-skaller som ideal—plastiske legemer

Af det foregdende fremgdr, at jernbeton tilnarmet kan betrag-
tes som et ideal-plastisk materiale ved beregninger i brudtil-
standen. Derfor er det ngdvendigt at have kendskab til dé re-
spektive flydebetingelser. For skiver og plader kendes analyti-
ske udtryk for disse betingelser, udtrykkene er angivet i hen-
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holdsvis afsnit 2.2.2 og 2.2.3. For jernbetonskaller eksisterer
endnu ikke fardige .analytiske udtryk. I stedet md benyttes nu-

meriske lgsninger, f.eks. ud fra opdeling i skivelag.

Ved de ideal-plastiske betragtninger benyttes den pé& fig. 2.3
viste beton-brudbetingelse og armeringsarbejdslinien, hvor o
er betonens én-aksede trykstyrke, og Op er armeringens trekfly-
despanding.

o

-0

Fig. 2.3. Ideal-plastiske forudsatninger ved jernbeton

For jernbetonskiver har M.P. Nielsen [N,MP, 1969] udviklet s&-
vel en flydebetingelse som udtryk for armeringsbehovet ved givne
spandinger. Idet der betragtes et skiveudsnit, som vist pd fig.
2.4, er flydebetingelsen givet ved de p& fig. 2.5 viste flyde-

y

armering i y-retning

—‘/armeringi x-retning

X
Fig. 2.4. Jernbetonskive-udsnit.
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flader i et (ox, Gy’ Txy) koordinatsystem. @X og @y er her arme-
ringsgraderne i de ortogonale xX- og y-retninger, o, er beton-

styrken, og Ogr Og0 T er henholdsvis normalspandingerne i x-

. y Xy
og y-retningen og forskydningsspandingen.

Flydebetingelserne er udviklet under hensyntagen til, at betons
brudbetingelse er som vist pd fig. 2.3, og at der kun opstér
trek eller tryk i armeringsstengerne, dvs. disse regnes ikke at
kunne optage forskydning. Det skal bemarkes, at der her og i det
fglgende ikke er regnet med optagelse af trykspandinger i ar-

meringen. Dette er alene gjort for at simplificere beregningerne.

For flade I og IV - jf. fig. 2.5 - er flydebetingelserne givet
ved fglgende anlalytiske udtryk:

- - 2
—(@XOC OX)(Qyoc cy) + Txy 0 (2.1)

og

— 2 =
(cc f dx)(oc + cy) + Ty Q (2.2)

Udtrykkene for de ¢gvrige flader kan udledes heraf ved nogle
parallelforskydninger af randkurverne.

Ved ren forskydningspdvirkning kan betonspandingen bestemmes
som 0, = (¢x+®y)cc, ndr armeringen antages pévi;ket til flyd-
ning. Er @X + ¢y = 1, er der ogsd brud i betonen. Exr @X + @y,>1
vil der ikke forekomme flydning i begge armeringsretninger. Her-
af fglger, at for store armeringsgrader vil Jjernbetonskivernes
flydebetingelse ved forskydningsoptagelse alene blive baseret
p& betonens styrke og plasticitet. Da betonen overalt regnes
armeret i 2 retninger, vil sdvel styrke som plasticitet dog
vere stgrre end i det uarmerede tilfalde, dg spandingerne vil
kunne fordeles bort fra det lokale sted, hvor der reelt er be-
tonbrud. Alligevel er flydeevnen sé‘begranset, at det ikke kan
tillades, at der i stgrre zoner f&s forskydningsspandinger lig
med oc/2 (maksimal‘forskydningsSpanding), samtidig med at ar-
meringen ikke flyder.



T’Xy/ac

Fig. 2.5. Jernbetonskivers flydebetingelse

Hidtil er ikke taget hensyn til specielle forhold ved foran-
kring af armering. Det er imidlertid klart, at hvor armerings-
stengerne er forankrede i det indre eller udmunder ved en fri

rand, kan disse ikke regnes pdvirket til flydegransen. Af
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[N,MP, 1969] fremgdr, at forankringsle®ngden vinkelret pd den
frie rand kan begranses til
G
F
az : : (2.3)

hvor

armeringsdimension

armeringsflydespanding

c beton-trykstyrken.
Dette bevirker ret store betontrykspazndinger, som bgr begranses
til:

%max = Y¢ %’ (2.4)

ligesom jernafstanden aj bgr overholde kravet

Op
a, > d — ~ 10d. (2.5)
J - Uc

M.h.t. armeringens retningsorientering er der regnet med orto-
gonal armering efter faste x- og f—retninger. Ved ren forskyd-
ningspavirkning i disse retninger f&s imidlertid et stgrre ar~
meringsbeliov, end hvis der armeres efter trak-hovedspandings-
retningen. Dette kan i ugunstige tilfalde betyde, at den metode,
der omtales i afsniﬁ 3.4,giver stgrre armeringsbehov end strengt
ngdvendigt.

Ovenstédende forhold pivirker naturligvis ogsd stivhedsforhol-
dene i skiven. Normalt vil forskellen i stivhed kunne blive af
stgrrelsesordenen 50%, men da stivheden i forvejen er flere gan-
ge mindre end den elastiske stivhed, vil det normalt vare uden

praktisk betydning.

M.h.t. minimumsarmeringsgraden anbefales i sidstnavnte referen-
ce mindst 5% ved alle farlige, men ikke direkte armeringskravende
steder. ‘
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I relation til den angivne flydebetingelse skal sluttelig anfg-
res udtrykkene for bestemmelse af mindstearmering til optagelse
af et sat givne spendingsstgrrelser, idet det antages, at

o, 2 oy:

Tilfalde 1: o > =|71

X Xy
EjXOF Q 3
= ‘= le)
- o +|Txyl =@ .0,
F. 0 8 (2.6)
=g + (= 6 )
—LE o+t /%
= - 1% spending)
Ob 2|Txyl {tetonspaending)
Tilfelde 2: o_ < —|7_ |
X Xy
armeringskrav, hvis o_ < 0
er 0.0 < 12, der bevirker
Xy — Xy
(2.7)

Fix =0 (=@,0.)

I det foregdende er flydbetingelsen for plane spandingstilstan-—
de angivet, dvs. flydebetingelsen for skiver. Ved opdeling af

en plade i skivelag er det muligt at udlede pladers analytiske
flydebetingelse - se [N,MP, 1969]. De samme analytiske udtryk
er dog blevet udviklet fgr kendskabet til skiveflydebetingelser-
ne, nemlig i begyndelsen af 1960'erne. Uafhangigt er de blevet
udviklet af henholdsvis Massonet & Sawe [M & S, 1963], Wolfens~-
berger [WOL, 19641 samt af Nielsen [N,MP, 1964]. Flydebetin-

gelserne kan skrives som
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2 —
- (Mg, - M) (MFy - M)+ ML =0 (2.8)
-(Mh + M) (MF’Y + My) + Miy = 0, (2.9)

1 ! s °
hvor MFX’ MFX ’ MFy og MFy angiver flydemomenterne for de pé&
geldende snit, idet ' angiver negativt flydemoment. Mx’ M og

y

MXy er snitkraftstgrrelserne, dvs. to bgjende momenter og et

vridende. Formlerne er udviklet ved negligering af forskydnings-

krzfter pa tvers af pladen.

Ved plader gazlder som ved jernbetonbj®lker, at trykzonehgjden

y - se fig. 2.6 - pd grund af betonens begransede deformations-

"ol
T y
r BT

FPig. 2.6. Pladetvarsnit

evne hgjst mad antage en vis verdi, der kan bestemmes ud fra de-
formationsbetragtninger og ud fra, at plane snit forbliver plane.
N&r der tages hensyn hertil,bestemmes normalt en bareevnevardi,
der er pé& den sikre side pd grund af de forhold, der er omtalt

i afsnit 1.2.1.

Medens der for skivers og pladers vedkommende eksisterer faerdige
analytiske udtryk for jernbetonflydebetingelserne, gelder dette.
ikke for egentlige skaller. Man m& derfor i stedet benytte nume-
riske beregninger, der pd implicit vis bestemmer flydebetingel-
serne. Berg [BER, 1975] har angivet lgsninger, der tager hensyn
til sé&vel armeringens som betonens konstitutive udtryk. P& ideal-
plastisk grundlag er metoder bl.a. angivet af Morley m.fl.

[MOR, 19701, [R & M, 1974] og [M & G, 19771, og Hansen & Bryder

& Nielsen [H m.fl., 1978]. For alle metoder galder dog det fal-
les, at der benyttes opdeling af skallen i skivelag - se fig.
2.7, samt at bidrag fra forskydningskrafter p& tvars negligeres.
Herved kan jernbetonskivers flydebetingelse anvendes pd de enkel-
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Skai - snitkreef ter

Skivelag - snitkreef ter

Fig. 2.7.

Opdeling af skalsnitkrafter
i skivespandinger

te skivelag. I sidstnavnte reference lagges herudover visse band

pd den maksimale trykzonetykkelse af hensyn til betonens begran-
sede deformationskapacitet.

Den statiske ligevagt. sikres ud fra fglgende 6 ligevagtslignin-
ger -

n-lag n-lag
Ny = Z Oxity My = Z xiti%i
i=1 i=1
n-lag n-lag
Ny = Tyyiti xy = > TeyitiZi (2.10)
i=1 i=1 -
n-lag n-lag
Ny B 2 Oyity My = 2 'oyiti i
i=1
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3. OPTIMERING AF BEREEVNE/ARMERINGSBEHOV
FOR JERNBETONSKIVER OG -SKALLER

Med anvendelse af de i kapitel I udledte metoder kan nedreverdi-
lgsninger for jernbetonskiver bestemmes. S&vel bareevne som arme-—
ringsbehov beregnes. Lignende metoder er tidligeré blevet udvik-~
let for jernbetonplader. Principielt kan metoderne ogs& benyt-
tes pa jernbetonskaller.

3.1 Anvendelse af de udviklede numeriske optime-

ringmetoder ved jernbetonskiver og =-skaller

3.1.1 Skiver

Armerede betonskiver besidder som angivet i foregdende afsnit
visse plastiske egenskaber, sdledes at det normalt er muligt at
basere en armerings-/bareevnebestemmelse p& ideal-plastiske be-
regninger. Som navnt tidligere er det vigtigt, at man ikke ng-
jes med kun at indlegge den optimale armering, men at man sam-
tidig indl®gger en jevnt fordelt minimumsarmering overalt i ski-
ven. Dette bevirker, at et lokalt brud i betonen ikke giver to-
talt brud, men f@grer spandingerne ud til baredygtige dele. Be-
tragtes en skive som den p& fig. 3.1 viste (hovedarmeringen lig-
ger i undersiden), galder dog, at man pd grund af betonens begren-
sede deformationskapacitet f&r en virkelig "maximal" spandings-
fordeling, som vist.pé fig. 3.1b, og ikke en spandingsfordeling
som angivet pd fig. 3.la. Den virkelige fordeling kan tilnarmes
som angivet pd fig. 3.1c-d. Normalt vil det vere tilstrakkeligt
at benytte den virkelige betonstyrke o, o9 efterkontrollere, at
der ikke sker en direkte overgang fra store trak- til store tryk-
spandinger. Det kan dog blive ngdvendigt at reducere styrken

til O My hvor p fastlagges, s8 den maksimalt resulterer i samme
momentoptagelse som pd fig. 3.1b. Dette bevirker imidlertid den

ulempe, at modellen optager en mindre ren trykkraft end den vir-
kelige skive.

De benyttede beregningsmetoder, der udledes ud fra DILI- og ELLI-

metoden angivet i kapitel I, optimerer enten armeringsmangden
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armering
a0
h
F,
ideal-plastisk virkelige v regningsmessige
spendings- spendings - , spendings -~
fordeling fordeling fordelinger

Fig. 3.1. Spendingsfordeling i skive ved max. moment

for givne, ortogonale retninger og given belastning, eller ba-
reevnen (en eller flere parametre), ndr armeringen er givet.
Betonstyrken regnes i'begge tilfelde givet. Flydebetingelserne
sikres overholdt overalt i skiven, og de tilhgrende armerings-
parametre angives s&ledes, at armeringen kan indlagges mest
formdlstjenligt. Hensyntagen til forankringsproblemer kan ske
ved indlazggelse af specielle restriktioner pd armeringsparame-
trene, eller evt. ved at lade armeringsparameteren multiplicere
med en aftagende faktor hen mod arméringsafslutningen. Endelig
kan der delvis tages gkonomiske hensyn til forskellige armerings-—
arrangementer ved at multiplicere parametrene med passende fak-
torer. Er det s8ledes billigere at indlagge armering i y-ret-
ningen end i x-retningen, kan man multiplicere x-retningens pa-
rameter med en faktor stgrre end 1. Som armeringsparamet re be-
nyttes @X og @y, eller de afledte stgrrelser @XGC og @ycc, dvs.

2 parametre pr. delomride. Herved f&s et armeringsbehov pa

n
z +& AL . . i i
i=1(¢X?C g?c)tlAl’ hvor o, t;, og A, er givmne, og i refererer

til element eller omrade.
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Af hensyn til den numeriske behandling er det ngdvendigt, at
flydebetingelserne er givet pd en passende form. Da der her be-
nyttes linear programmering i optimeringsfasen, m& flydebetin-

gelserne afgranses pa linear form.

Der kan benyttes 2 forskellige metoder til linearisering af jern-
betonskivers flydebetingelse. Den ene er baseret pd direkte
linearisering af flydebetingelsen fra fig. 2.5. Den anden an-
vender derimod en opspaltning af spandingerne i dels tryk- og
forskydningsspandinger og dels trakspendinger. De fgrstnevnte
skal overholde betons brud-(flyde)betingelse, medens de sidst-
navnte angiver armeringsbehov. Sidstnavnte fremgangsmade bestem-

mer jernbetonskivens flydebetingelse indirekte.

I begge de ovennzvnte tilfelde er den mest naerliggende frem-—
gangsmade at linearisere henholdsvis jernbetonskivens flydebe-
tingelse og betonskivens brud-(flyde)betingelse. For betonskiven
kan imidlertid ogsd benyttes en metode, der angiver alle tillade-
lige spandingstilstande som en linearkombination af nogle givne,
tilladelige spandingstilstande. Dette galder, nér man har en
fast flydebetingelse, der bestemmer en linear, konveks flade.

De givne spandingstilstande skal da vare hjgrnepunkterne for
flydebetingelsen. Dette ?rincip er formuleret hos Zavelani

[ZAV, 1974] og er i [H mfl., 1978] benytte£ pé jernbetonskiver.

Her vil vi benytte direkte linearisering af flydebetinéelsen

for jernbetonskiver. Dette skyldes, at edb—befegningstiden for
et LP-problem som navnt i kapitel I‘er omtrent proportional med
mn?, hvor m er antal restriktioner og n er antal variable. m
og n er ombyttet , idet primal-dual egenskaben udnyttes. Ved
den direkte linearisering f£&s nemlig som oftest langt flere re-
striktioner end variable, medens de andre metoder virker udjav-
nende p& antallet af restriktioner og antallet af variable. Selv
om m + n bliver mindre f&s sdledes alligevel, at LP-beregnings-
tiden bliver stgrre. I det specielle tilfalde, hvor armeringen
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varierer i alle punkter, er den indirekte metode dog fordelag-

tigere at anvende.

Linearisering af jernbetonskivers flydebetingelse:

Af fig. 2.5 fremgdr, at lineariseringsproblemet kan deles op i
linearisering af fladerne I + VII, nar TXY > 0. Fladerne I og

IV er kegleflader af formen

- _ 2 -
i(cxo ox)(cyo cy) + Txy 0 (3.1)
hvor o markerer faste stgrrelser, Fladerne II -~ III og V - VI er
fladexr, der er afledt heraf. De bestemmes ved hjalp af rette
frembringere parallelle med O eller o_-aksen, der forskydes

langs skaringskurven for flade I (og IV) med en plan bestemt

ved cy = —0y + 0.1 99 Txy.
Skeres keglefladén (3.1) med en plan bestemt ved Oy = —ox fas
kurven: '
- - 2
(Oxo cx)(oyo + OX) + Txy 0 eller
(3.2)
-1 - 2 2 1 2
(o 2 [Oxo cyo]) + Txy T (Gxo + cyo) !
/ay
________ T(axo'ayu).
Bx
N \\\\ 8
N\,
AN
5y =—ax+ 01
Fig. 3.2.: Kegleflade -{(o, - o )(o. -0 ) + 12 =0

X0 x' *yo y Xy
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der udtrykt ved o og’[xy bestemmer en cirkel - se fig. 3.3. Den
geometriske skaringskurve kan bestemmes som
1

2 2 - 1 2
- Uyo]) + Txy ~ 2 (Ogo * Oyo) !

(G =+ o; + o; = V2 - Gx)'

~ 1
(6/vV2 - 5 lo
2 XO (3.3)

der bestemmer en ellipse.

Endelig giver skaring med Oy = konstant en parabel.

Af ovenstiende fremgdr, at linearisering af fladerne I — VI kan
anskueligggres ved betragtning af forholdene pé& en cirkel eller
blot ved forholdene pd& en kvart cirkel. Flade VII er fra starten
en linear flade. Txy

korrekt

flydebet. .
~_ udvendig

linearisering

tilladeli = O
Iorgrg'dfe indvendig

' linearisering

Fig. 3.3. Linearisering af flydebetingelsen

Ved lineariseringen begds altid en fejl, ndr fladerne er ikke-
linezre. Foretages lineariseringen inden for den afgransende

flydeflade - illustreret p& fig. 3.3 - fé&s en lineariseret fly-
debetingelse pd den $ikre side. Omvendt f8s, ved linearisering
uden for den afgraznsende flydeflade, en flydebetingelse pa den

usikre side.

P& fig. 2.4 er nogle lineariseringer angivet ud fra opdeling

af kvartciklen. £ angiver her forholdet (Ro_Ri)/Ro’der udtryk-
ker den relative lineariseringsfejl. Medens f er ret moderat ved
de lineariseringer, der er vist pd fig.3.4, galder dette ikke for

fejlen g pé TXy i relation til Ro' Ved LINEARISERING A fis sile-
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indvendige lineariseringer

T
b Linearisering A tol LINEARISERING B
/// RN
7[__ // \\\
0,925
0,7071| ' / )
/ "
// o // //// \
"\ &5 \ — L 1/ -\ 22,5° ! _
f 100 L) 100 %
f=10+0,7071=0,2929 £=1,0+0,925= 10,075
(+29,3%) v (+7,5%)
udvendige lineariseringer
Ly § Ty

S
—_—

LINEARISERING C

LINEARISERING D

f=10+1081=+0,08
v (8,1 %)
Blandede lineariseringer

LT
PRI, 2y NLINEARISERING E
1,0353
0,0895

k

f=10+10353=+0,0353
N L&B,S%@)

| 1,00

+3,5%<f <+10,5%
3.4.

Fig.

L

A

1,00
+20%<f<+2,4%

a-g linearisering af keglefladen (3.1)
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korrekt flyde-

betingelse
Ro

lineariseret

‘ﬁ % flydebetingelse

0 S, O

Fig. 3.5. Fejl ved linearisering

des en fejl pd ca. 40% - se fig. 3.5 -, og i forhold til den

aktuelle Txy verdi kan fejlen blive n@sten loo% (ved punkt So)'

De navnte forhold betyder; at fejlen pd armeringen i begge ret-

. . . P : . max _ - . _
ninger hgjst vil blive fOC/Z, idet RO = Thax 1/20c. Tilsva

rende vil fejlen p& trykstyrken ved flade IV hgjst blive foC/Z.

I tilfeldet @ch, @ycc =0 angiﬁer flade I den eng afgransnings-
flade for betons brudbetingelse og flade IV den anden. I dette
tilfalde vil det vare narliggende.at kreve, at et enakset tryk
aldrig fgrer til et armeringsbehov. Af fig. 3.6 fremgar da, at
kun udvendige 1ineariserihger kan benyttes, da det énaksede
tryk bevirker, at spandingerne ligger pd gransefladen ved drej-

ning af koordinatsystemet.

N&r disse lineariseringer benyttes, skal der imidlertid ved for-
skydningsspendinger forskellige fra nul kunne optages lidt
stgrre armeringskrafter end beregnet. Stgrrelsen af trakspandin-
gerne bliver dog maksimalt foc/2, hvilket er vist i skema 3.1
for de benyttede lineariseringer. Der bg¢r derfor udregnes "ek-
stra armering" ved optagelse af forskydningsspzndinger, nér der
benyttes udvendig linearisering. Den "ekstra armering" bliver
maksimalt som angivet i skema 3.1. "Ekstra armeringen" adderes
til den bestemte armering, og beregnes ens i begge rétninger,
hvilket svarer til forskydning af‘keglefladens toppunkt max. med
stykket foc/zri begge retninger. @nskes ekstra bidraget kun ud-
regnet for én retning, vil man kunne f& stgrre verdier end an-

givet i skema 3.1.
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8y = -8,cosfy
8, = -8,sin 3y
Tyy= -1723sin2¢
- 3 Ty
y
Ox
betons brudbetingelse
A:gp=0°
B B:y=90°
8
~Fig. 3.6. En-akset betontryk
Linearisering Ekstra trazkspandinger i procent af o

e}

LINEARISERING A | 0 (kraver for megen armering)

LINEARISERING B o ( " " " )

LINEARISERING C 4,05%

LINEARISERING E 1,75%

LINEARISERING F 1,00%

Skema 3.1. Ekstra trakspandinger
fra forskydningsspandinger
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Da beton i urevnede zoner normalt kan optage et trazk pd ca.
5-10% af o, gelder, at det for lineariseringerne givet i skema
3.1 skulle vare ungdvendigt med den beregnede "ekstra armering".
Imidlertid bpr der altid vare en vis minimumsarmering for at vi
kan tillade en ideal-plastisk beregning; stg¢rrelsen af minimums-—
armeringen er i afsnit 2.2.2 angivet til 5%, dvs. stgrre end
4,05%. Ogs&d i de zoner, hvor der i forvejen kraves armering,

vil "ekstra armeringen" ofte vare nasten uden betydning, da pro-
centstgrrelsen vil ligge inden for stgrrelsesordnen af fejl pé

materialekarakteristika.

Ved ovenstdende betragtninger er hidtil regnet med, at kegle-
fladen frit kan forskydes i kegleakseretningen, ogsd nar

Txy = O,SOC. I dette tilfzlde kraves imidlertid, at betonstyr-
ken skal kunne forgges lidt, ndr der udregnes ekstra armerings-
mengder - jf. fig. 3.7. Der fas saledes, at OC/Z skal forgges
med Aoc = fcc/2, hvorved den ngdvendige betonstyrke bliver

oé = Gc(1+f)} dvs. en ret ubetydelig forggelse.

.. For flade IV galder noget tilsvarende som for flade I. Imidler-
tid vil det ofte her vare tilstrakkeligt at benytte indre linea-
riseringer,\da dette blot betyder reducering lokalt af beton-
styrken, def sdledes md valges lidt stgrre. Benyttes LINEARISE-
RING A fas Gc,eff > 07710c og benyttes LINEARISERING B f&s

o = 0,9200.

c,eff

AT

Snit 1-1.

Fig. 3.7. Ngdvendig forggelse af betonstyrken
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Overgangsfladerne II-III og IV-VI kan i henhold til det foregé-

ende lineariseres pd en lignende mdde som anvendt ved flade I

og II.

I skema 3.2 er de anvendte lineariseringer angivet. De benavnes

LIN = 1,2,4, og er sammenstykket af iineariseringerne for en
kvartcirkel (LINEARISERING A-D), der er omtalt i det foregdende

- se fig. 3.4.
flade | flade | flade | flade flade| flade | flade
I Ix III Iv v Vi VII
- <29,0%
LINEAR A A A A A A lin. £a 229
~ | ISERING . £ <29,0%
n b-
z
A | antal \
4 (2) (2) 4 (2) (2) 2 £ =10
restrikt.
LINERR- B B B B B B | 1in. [FaZ700%
o™ < %
, | ISERING fb_7.5
Z
A | antal g
8 24(2) | 2+(2) 8 2+(2) | 2+(2) 2 LI = 26
restrikt.
- - < <+ %
LINEAR b e e a a a lin, |73/5%5f 2 10,5
, | TsERING £,,229,0%
2
E Antal .
12 24(2) | 24 (2) 4 (2) (2) 2 L =22
restrikt.
fa'fb angiver relative fejl pid henholdsvis armerings;

restriktioner (flade I~III) og betonrestriktioner

(flade

IV-vI).

Alle restriktioner er angivet, dvs. for begge symmetridele.

() angiver restriktioner, dexr er opstillet ved I eller IV.

Skema 3.1. ' Anvendte lineariseringer (LIN = 1,2,4)
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Om de enkelte lineariseringer, der findes udskrevet i appendix

1, kan siges f@glgende:

'LIN = 1 Ved denne benyttes indvendig linearisering, og der be-
nyttes kun én restriktion pr. kvartcirkel. Fladerne II-IITI og
V-VI bliver herved givet ved lineariseringerne for henholdvis
flade I og 1V, sdledes at det samlede antal restriktioner kun
bliver 10.

LIN = 2 0gs& her benyttes indvendig linearisering, og der be-
nyttes ens linearisering for fladerne I-VI. Der benyttes 2 1li-
neariseringer pr. kvartcirkel, hvorved det samlede antal re-

striktioner bliver 26.

LIN = 4 Denne benytter en ydre, men ret fin linearisering ved
armeringsrestriktionerne i flade I (3 lineariseringer pr. kvart-
cirkel) .Der f&s altsd en ret god bestemmelse af armeringen
(indenfor 3,5%), og man fdr, at et é&n-akset betontryk kan op-
tages i alle retninger uden brug af armering. Ved fladerne II-
IIT benyttes en blandet linearisering med 2 inddelinger pr.
kvarte¢irkel. Herved afskares 1idt af flade I, sdledes at for
det én-aksede betontryk stgrre end 0,8950c fis et 1lille arme-
ringsbehov. For de rene betonrestriktioner IV-VI er benyttet
den grove linearisering fra LIN = 1; dette er gjort dels for
at begranse antallet af restriktioner, og dels fordi betonstyr-
ken ofte er rigelig stor. Ved beregningerne efterregnes den
tidligere omtalte "ekstra armering", og denne medtages i den
samlede armering.

Bedre lineariseringer end de her angivne kan naturligvis benyt-
tes, men dette modsvares af dyrere beregninger. Imidlertid mé
lineariseringsfejlen som navnt sammenholdes med fejlen pd ma-
terialekarakteristika, og derfor skulle linearisering LIN = 4
i mange tilfelde vere fuld tilstrakkelig.. Linearisering LIN = i
og tildels LIN = 2 er for grove ved armeringsrestriktionerne.
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For jernbetonplader er udviklet flere metoaer baseret pd ned-
reverdipfincippet. Som nevnt har sdles bl.a. Wolfensberger

[WoL, 1964], Anderheggen & Kndpfel [A & K, 1972] ogH. Pedersen
[PED, 1974] angivet s8danne metoder. Der er ved disse fremstil-
linger blevet anvendt en linearisering af flydefladen, som er
angivet af Wolfensberger. Som materialevariable benyttes de til-
ladelige flydemomenter. Denne linearisering svarer til LIN = 1

for skiver, og er givet ved:

I+

- Mpy ~ Mg # My 20

+
v
=)

ey T My F My

M!  + M M
Fx X Xy

(3.4)

+
[v
o

0.

I+
[v

P Mt M
MFy v Xy
De korrekte flydebetingelser er beskrevet i (2.8-9).

De lgsninger, deér bestemmes herved, har i mange tilfalde vist
sig gode, idet lineariseringen ikke synes at have bevirket no-
gen voldsom &ndring pd& armeringsbehov' eller bareevne i forhold
til korrekte lgsninger og gvrevardilgsninger. Der synes altsid
at vare en tendens til, at snitkrafterne ikke antager de ugun-
stige kombinationner, der bevirker fejl p8 de tidligere fundne
29%. Arsagen til dette md utvivlsomt sg¢ges i en kombination af
nedenstdende forhold, hvor jernbetonplader adskiller'sig fra
jernbetonskiver: ) ‘

1) Momentfordelingen kan normalt varieres ret meget uden vold-
som indflydelse p& armeringsbehov eller bareevne; et forhold der
jo ogsad betinger brudlinieteoriens simple, men fordelagtige

anvendelse ved pladeberegninger. :

2) Flydebetingelsen har fire armeringsparametre, siledes at

den i nogle tilfalde kan forskydes uden merforbrug af armering.
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3) Alle belastninger resulterer i et armeringsbehov.

4) Det er ofte fordelagtigt at indlagge armering efter akse-
'retningerne, dvs. MXy er ofte nul eller lille i forhold til
Mxlog My’

Hertil kommer endelig, at det sadvanligvis er lettere at tage
hensyn til enkeltkrafter p.g.a. Kirchhoff-teorien for vridende

momenter.

Ligesom jernbetonskiver og -plader besidder‘jernbetonskaller
naturligvis plastiske egenskaber, hvorfor det er narliggende

at anvende tilsvarende numeriske optimeringsmetoder, som er
benyttet for plader og skiver. Imidlertid er skalproblemet langt
mere omfattende. Dette skyldes, at der forekommer mere end dob-
belt sa mange snitkrafter, skallen er krum,samt at der fés
langt flere flydebetingelsesudtryk. Med erfaring fra skivetil-
feldet synes det derfor ikke praktisk muligt p& nuverende tids-
punkt at behandle skalproblemet pd8 denne m&de. Den mest farba-
re vej for -generelle jernbetonskaller synes at vare bestemmelse
af en elastisk snitkraftfordeling med efterfglgende armerings-
bestemmelse. S&danne armeringsbestemmelser er omtalt i afsnit
2.2.3, idet der er anvendt opdeling i skivelag. I det f£glgende
skal dog kort skitseres visse forhold vedr. jernbetonskaller

i relation i de numeriske optimeringsmetoder.

Fgrst skal navnes, at af mangel pd en specifik jernbetonskal-
flydebetingelse, m& som ovenfor benyttes opdeling i skivelag.
Imidlertid md skivelagtykkelserne vare givet pd forhand, hvis
der gnskes anvendt linear programmering. Det simpleste bliver
at anvende 3 skiver, som vist pd fig. 3.8, hvor tykkelsen af

de to yderste armerede skiver passende kan valges som 2 gange
deklagstykkelsen, s8 armeringen ligger midt i disse skiver.
Midterskiven regnes uarmeret. Skalsnitkrafterne kan enten pé
forhand vare delt ud p& de to yderste skiver (ved smd& tryk-

~ kraefter) eller de kan delesud pad alle skiver undexr optimeringen,



- 89 -

‘ armering
7\ b SinaEnd— armeret Skive
h ta —t udvr"mere’r skive
[ %u TSR (= gy armeref skive

Fig. 3.8. Skivelagsopdeling af skal

idet skivespandingerne indfgres som ekstra variable, der knyt-
tes sammen ved ligevagtsligningerne (2.10) for skalsnitkrafter-
ne. Det sidstnzvnte er at foretrzkke, men naturligvis tilsvarende
dyrere at anvende p.g.a. de ekstra variable og ligninger. Uan-
set opdelingen fremkommer dog en ekstra fejl p.g.a. skiveopde-
lingen, samtidig med at der i forvejen forekommer en lineari-
seringsfejl pd skiveflydebetingelserne. ovenstéende har forudsat
line®r programmering anvendt. Ikke-linear programmering vil
kunne benytte variabel skivetykkelse, men bliver'endnu dyrere

i brug.

Af hensyn til betons begransede tgjningskapacitet kan det veare
ngdvendigt at tage ekstra hensyn, evt. ved at mindske betonstyr-
ken.

Et forhold, der imidlertid ogsd spiller ind ved jernbetohskal—
ler, er forskellen i stivhed overfor momentpavirkninger og ski-
vekraftpdvirkninger. Dette kan bevirke, at man ikke i praksis
umiddelbart frit kan flytte p& momenter og skivesnitkrafter.
F.eks. vil det i nogle tilfalde vare fordelagtigst kun at ind-
lagge koncentrerede tvararmeringer A1—A2 i et plant tilfalde,
som vist pd& fig. 3.9. Dvs, at der ikke tages hensyn til de krum-

ninger, som den lodrette last giver anledning til.

Det fremgdr altsd, at der ved jernbetonskaller dels er numeri-
ske kapacitetsproblemer, samt visse deformationsproblemer, der

m& afklares, fg¢r en generel optimeringsmetode kan udvikles. -
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Fig. 3.9. Plant legeme belastet med vand-
rette og lodrette krafter (1>>b)

3.2 Andre numeriske optimeringsmetoder

for jernbetonskiver

Ved de benyttéde optimeringsmetoder har ulempen varet, at de
har varet betydelig dyrere end elastiske gennemregninger. Hvor
kun en del af kohstruktionen har ideal-plastisk opfgrsel, me-
dens resten opfgrer sig elastisk - dette galder f.eks. jernbe-
tonskiver - ville det derfor vare naturligt at regne de ela-
stiske dele for elastiske. Ved optimering af armeringsmengden
i de ideal-plastiske dele, vil der imidlertid vare en tendens
til, at armeriﬁésbehovet rykker op i den elastiske del, med-
mindre flydebetingelserne ogs& er opskrevet her (i modsat
fald er armeringen "gratis"). Dette giver derfor ikke bespa-
relse i antal restriktioner, da det kan vere vanskeligt at ud-
vaelge netop‘de steder, hvor det ikke er ngdvendigt at opstille
betingelserne. Der f&s dog et mindre antal variable.

Optimering af den totale armeringsmengde ud fra en transforme-
ret elastisk lgsning er ogsd en mulighed. Hvis det f.eks. var
muligt for en skive iterativt at udtrykke armeringsmengden ved
et udtryk analogt til udtrykket for den elastiske energi,

- _L 2 2 2 2 _
W= 5= [(o, + Txy) + (cy + Txy)]’ v =0, (3.5)

kunne dette tankes benyttet som udgangspunkt for optimering
ved hjalp af elastiske beregninger. Imidlertid lyder armerings-—
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behovet pa:
Foin = |0X * Ty tgp| + loy * Ty cote|, (3.6)

hvor ¢ er vinklen mellem betontrykretning og x-aksen, sdledes
at en transformation ikke synes mulig. Dette skyldes ogsd, at
armeringsbehovet i trykzonen sadvanligvis vil vare 0, selvom
den elastiske energi er forskellig fra 0.



- 92 -

4. JERNBETONSKIVE - EKSEMPLER

Af eksemplerne i det fglgende fremgdr, at der f&s eksakte
‘armeringsbehov , nir de ikke-lineariserede flydebetingelser er
korrekt tilfredsstillet, dvs. rene trazk-, tryk- eller forskyd-
ningsspandinger, og spandingerne er kontinuert fordelt over skiven
(eks. l). Nar den fordelagtigste lesning krever diskontinuert for-
delte spzndinger, fids mindre gode resultater (eks. 2-5). Dette er i
overensstemmelse med de i kapitel I anfgrte betragtninger og
skyldes de begransninger, der introduceres i spandingsforlgbet

pé& grund af elementinddeling eller netinddeling. Af fig. 4.1
fremgéf sédledes, at der ved ELLI-eksemplet f£8s et zig-zag for-

1g¢b for trykkomposanten i forhold til den simple l¢sning med en
betontrykstang. Ved DILI-metoden er der bedre mulighed for over-
fgring af det skrd tryk, som det fremgdr af eksempel 3-5. Ogsd

her fds dog et spandingsforlgb, der ikke overfgrer trykket si
fordelagtigt som muligt, idet de diskontinuerte spzndingsforde-

linger delvis udglattes,

[TTT7T] simpel lesning T ELLI - lesning

RS
/ RN
X &
&

g

trek
[ttt (L1l
traek

Fig. 4.1. Optimale, statisk tilladelig
lgsning ved skiveeksempel

DILI-metoden giver altsd normalt bedre lgsninger end ELLI-me-
toden, hvortil kommer at den er langt billigere i brug. ELLI-
metoden giver selv ved ret simple problemer temmelig dyre lgs-—
ninger, hvorfor den ikke synes sarlig anvendelig, selv ndr man

tager hensyn til, at den giver sikre nedrevardilgsninger.
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Med henéyn til de lineariserede flydebetingelser fremgar af
eksempel 3, at LIN = 4 som forventet.er langt den ?ordelagtig—
ste, medens LIN = 1 kan konkluderes at vare uegnet ved arme-
ringsbestemmelse af skiver, da den.i mange tilfalde bevirker
alifor store armeringsbehov i sammenligning med de andre line-
ariseringer. LIN = 4 bgr derfor normalt anvendes, da den kan
overfgre et tryk uden armeringsbehov samtidig med, at lineari-

seringsfejlen er ret ubetydelig.

Anvendelse af DILI-metoden og linearisering LIN = 4 kan derfor
konkluderes at vare mest fordelagtigt. Med et passende antal
parametre f&s normalt resultater, der hgjst giver 5-15% for me-

gen armering sammenholdt med en idealiseret stringerlgsning.

Ved benyttelse af denne kombination fremgéar dét tydeligt, at
ved lange "bjalkeskiver" giver en kombination af ‘lodret arme-
ring og trzkarmering et mindre armeringsbehov end anvendelse

af en stringerlgsning.
Der er kun betragtet bestemmelse af armering. Bestemmelse af
bareevne kan imidlertid foretages péa tilsvarende vis. Ved al-

le eksempler benyttes dimensionslgse enheder.

4.1 Eksempel 1: Kvadratisk, kontinuert belastet jernbetonskive

P8 fig. 4.2 er vist en kvadratisk jernbétonskive med tilhgren-
de belastning.'Der regnes med forskellige armeringsparametre i
henholdsvis x- bg y-retningen, og disse ggres.variable fra ele-
ment til element ved ELLI-eksemplerne, og fra punkt til punkt
ved DILI-eksemplerne. Den teoretiske minimumsarmering kan let

bestemmes ved armeringsformlerne (2.6) og (2.7).

Ved de numeriske beregninger benyttes de p& fig. 4.3 viste
ELLI- og DILI-eksempler.

Det fremgdr af tabel 4.1, at de numeriske metoder fuldstendig
kan gengive den eksakte lgsning.
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1,0 10 10 ==-710 10 1,0
- ] ¢ t - ]
- ] i t = (]
- ] } t - .
- ] } t ] pam
. 4
_belastning 1 belastning 2 belastning 3
by
[ A
y-armering
1,0
X-armering
£=1,00
e X
1,0

Fig. 4.2. Kvadratisk jernbetonskive med belastninger

4 elementer © 6 elementer

N
A\

ELLT - 1 ELLI - 2

b x4 knuder

DILI -1

Fig. 4.3. ELLI- og DILI-eksempler
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edb
. L F

eks N 0x Txy 0y : F',x Y F tot
- TEOR. 1.0} 0.0 | 0.0 1.0 0.0 1.0
o
g DS U IS
2 |BLLI-1 | 1/2/4 1.0] 0.0 | 0.0 1.0 0.0 1.0
] N :
# IBELLI-2 |1/2/4 1.0| 0.0 { 0.0 1.0 0.0 1.0
—~ .
& iIprini-t | 1/2/4 1.0]°0.0 | 0.0 1.0 0.0 1.0 .
« TEOR. 0.0 1.0} 0.0 1.0 1.0 2.0
o g
g — N —
4 |ELnI=1 | 1/2/4 0.0{ 1.0 | 0.0 1.0 1.0 2.0
o
2 |ELLI-2 | 1/2/4 0.0 1.0 | 0.0 1.0 1.0 2.0
—t
-8 |pIni-1 4 0.0} 1.0 | 0.0 0.7748 | 1.2252 2.0
- TEOR. | -1.0| 0.0 | 0.0 0.0 0.0 0
o
2l e
‘e |ELLi-1 |{1/2/4 | -1.011 0.0 | 0.0 0.0 0.0 0
Euj
% |BLLi-2 |1/2/4 | -1.0| 0.0 | 0.0 0.0 0.0 0
° |E
¥ |pni-t |1/2/4 | -1.0] 0.0 | 0.0 0.0 0.0 0

Tabel 4.1. Armeringsbehov ved eksempel 1

4.2 Eksempel 2: Kvadratisk, diskontinuert

belastet jernbetonskive

Belastes en kvadratisk Jjernbetonskive som vist p& fig. 4.4, kan
fé&s et indtryk af dels hvorledes en skrd belastning overfgres,

og dels hvilket armeringsbehov de forskellige lineariseringer
bevirker. Der bétragtes i henhold til fig; 4.5 kun DILI- beregning-
er . Idet der benyttes de viste differensinddelinger, fas re-
sultater som anfgrt i tabel 4.2..

Armeringsarrangement A2.71 ‘angiver ialt 2 armeringsparametre, en
for x-retningen og en for y-retningen. A2.2 svarer derimod til
2 parametre for hvert "element" eller punkt. 0, angiver den maxi-

male, numeriske normalspanding langs randen,

Det fremgdr, at en skrd, &n-akset trykpéﬁirkning i forhold til
%X~ og y-retningerne ikke kan overfgres uden brug af armering.
Arsagen hertil er, at pévirkningen ikke kan overfgres ved en
konstant trykpdvirkning inden for den markerede, stiplede linie
pad fig. 4.4. Tilfredsstillelese af de indre ligevagtsligninger
kraver, at den diskontinuerte overgang mellem den trykbelastede
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belastning 1 belastning 2 belastning 3
"0 A A 7"
= e il
) P 3/‘- 3’ 3
~1[3 A E 1 l_
3 = -4 sl
10788 by 1,071 1,07
I3, 3 -3
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y -armering ITH Ot
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1,0 :
X-armering
Hw
— belastning &
- —— X 1/[‘|>
L 10 } t=1,0

Fig. 4.4. Xvadratisk jernbetonskive med belastninger

5x5 knuder 7x7 knuder
DILI-2 DILI-3
.‘ -
.
Z 2
T 2
DILI- 2.3 DILI- 4

- Fig. 4.5. DILI-eksempler



97

!

edb B Armerings-—
eks. GC/Ga LIN Fy Fy Ftot arrangement
Teor. 0.0 0.0 0.0
DILI-3 1.1 4 0.021 |0.021 0.041 a2.1

— | DILI-4 4 0.017 |0.017 0.035 "

o

£ | pInI-3 1.25 4 0.013 {0.013 0.025 2.1

=1

H | DILI-4 4 -~ 0.014 |0.014 0.028 v

]

5

2 | pInI-3 1.5 4 0.00810.0081 0.016 B2.1
DILI-4 4 0.0120]0.0120 0.024 ‘

(;1 Teor. 1.0 1.0 2.0

o - 1 : BSOS It U

5 | prni-3 1.1 4 1.0 1.0 2.0 a2.1

=1

s

% | pILI-3 1.25 4 1.0 1.0 2.0 2.1

—~

o

9 i pIpI-3 1.5 4 1.0 1.0 2.0 a2.1

a Teor. 1.0 1.0 2.0

’_; _________________________

&4 |prLz-z.| 1.25 4 0.9037|1.0963 2.0 a2.1
Teox . %

< | . e, I

g | pILI-2 1,2,4 0.0835(1.0 1.0835 A2.1

;E DILI-2 1 0.3229 A2.2

% DILI-2 | 1.25 2 0.3229 "

9 | pILI-2 4 ‘0.329 "

Tabel 4.2. Armeringsbehév ved eksempel 2.
og den ubelastede del udjavnes. Herved kan trykzonen f& lidt af

en

zig-zag retning, som antydet pa fig. 4.1.

Stgrrelsen af armeringsbehovet ved belastning 1 er dog begranset.

Idet den ngdvendige skivetykkelse bliver Oa/oé,giver en minimums-

armering pa
c /o
c/ a

Gc/ca

0C/OVEJ. =

der alle er

‘5% ‘af tvarsnittet f¢lgénde behov:

=1.1 = . 0.05/1.1 = 0.045
= 1.25 = 0.05/1.25 = 0.040
1.5 = 0.05/1.5 = 0.033,

stgrre end de beregnede

i tabel 4.2.
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4.3 Rektangulare jernbetonskiver, der

virker som hgje bjzlker

De eksempler, der vil blive beregnet i det fglgende,er alle af
samme type som det p& fig. 4.6a viste, dvs. en slags hgje bjzl-
ker. Arsagen til valg af disse eksempler er, at de -ofte forekom-
mer i praksis samt, at de giver anledning til et sterkt diskon-
tinuert snitkraftforlgb, ndr skiverne belastes over en kort
strakning. Dette er anskueliggjort pd fig. 4.6b, hvor armeringen
er indlagt som en trzkstringer i undersiden. Denne stringerar-
mering kan idealiseret fastlagges ud fra det maximale moment,

og vil idet fglgende blive benyttet som referencearmering.

oy

h | ykkelse t
1 t<<hl

A ‘ C
T —X
L 1 R

) NN
A

,&) bjeelkeskive

- ANARNY i X,
tTH (EHe

b) Stringerlgsning for "bjelkeskive

Fig. 4.6. Bjalkeskiver.



Randbetingelserne kan indfgres, som de forekommer pd skiven,
dvs. frie rande bortset fra ved underst¢tnihgerne. Det md sik-
res, at der ikke indfgres ikke-tilladelige reaktioner, dvs. re-
aktioner, der ikke er i overensstemmelse med deformationerne.
Der kan ogsd regnes med frie rande hele vejen rundt nar padfgr-
te belastninger og reaktioner er i ligevegt. Den sidste fremgangs-
mé&de vil blive benyttet i det fglgende, idet dog kun halvdelen
af skiven betragtes, da sdvel skive som belastning regnes sym-
metriske. I symmetrilinien haves randbetingelsen n *#0,

= 0.

ns

4.4 Eksempel 3: Kort jernbeton-bjzlkeskive (0 = o)

En jernbetonskivé som den p& fig. 4.7 viste beregnes ved savel
ELLI- som DILI-metoden, idet hovedarmeringen regnes indlagt i

undersiden. Der tages ikke hensyn til betonspandingerne, idet

0,15
+2110,0
(Prot = 316,0)
m 1
o~
(Vg O
O
S -
£~ £
hovedarm
} 44{10s5 t=008
015
1=0,50

Fig. 4.7. ZKort bjalkeskive
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betonstyrken regnes uendelig stor (de tilhgrende restriktio-
ner opstilles ikke). Herved kan manuelt udregnes fglgende ar-
meringskraft: K = 57.7, ndr midtersnittets moment antages af-
ggrende for armeringsbehovet. Regnes der samtidig med konstant
hovedarmering p& langs af hele skiven, kan armeringsbehovet pr.

symmetrihalvdel udregnes til: Ftotal,teor =K+1=57.7+0.5 =

28.8.
g 005
- B
158,0—{} — {} -
,(ac_)w) .
C
h= gryk
L1025 /.
’ PL
' treek |
, = & =
Hfoms ’ A

158,0 x 0,375 _
_-—*IBEELf—'—517

Fig. 4.8. Armeringskraft og trak/trykstringer

Dette svarer til en stringerlgsning som vist p& fig. 4.6. Da
skiven er ret kort, kan ikke forventes mindre armeringsbehov
ved indlaggelse af lodret armering. Det beregnede ‘armerings-
behov F md derfor vare det teoretisk mindst mulige, ndr ar-

meringen er gennemgdende og ligger i undersiden,

Ved anvendelse af numeriske metoder melder sig flere problemer.
For det f@grste kan belastningen normalt ikke overfgres fuld-
stendig korrekt med mindre,der benyttes uendelig mange indde-
linger. For det andet mi de indre krafter fordeles over et vist
areal, der bevirker, at stringeren spredes ud og kommer til at
forlgbe i zig-zag som vist p& fig. 4.1.
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o] i al [ | wl T

S7 Ix-retn. ly-retn. x—retn.  ly-retn. © [x-retn.  [y-refn
13 parametre 3 parameftre 2 parametre
Armeringsarrange - Armeringsarrange - Armeringsarrange -
ment A 3,1 ; ment A3.2 "~ ment A3.3

“To ‘armeringsparametre pr.
element eller punkt .
. ‘Armeringsarrangement A 3%

Fig. 4.9. Armer ingsarrangementer

Der kan derfor ikke regnes med uendelig store spandinger, som
antydet i fig. 4.8. Endelig kan de lokale ligevagtsligninger
bevirke, at der ma ‘ske betydelige spandinésomleﬁringer, hvor
trak og/eller trykstringere mgdes. Dette .er tilfeldet ved punkt
A og B pd fig. 4.8. De numeriske beregniﬁger m& derfor
forventes at give st¢fre armeringsbehov end Ftotal,teor'
De benyttede armeringsarrangementer er angivet pa fig. 4.9..
Ved arrangement A3.1-3 regnes med gennemgéende undersidearme-
ring, medens det sidste armeringsarrangement benytter 2 parame-
tre i hvert eneste element.

ELLT bg DILI-eksemplerne er optegnet gi fig. 4.loa, medens fig.

L,10b viser‘eleméntinddelingen ved en elastisk sps#ndingsbestemmelse.

Resultaterne i tabel 4.3a viser for det fgrste, at'LIN = 1 er en
helt uegnet linearisering.. Dette fremgdr af sdvel ELLI- som
DILI-eksemplerne, idet der i begge tilfazlde sker en voldsom
formindskelse af armeringsbehovet fra LIN = 1 til LIN = 2. Der-
nast ses, at. DILI-eksemplerne giver mindre armeringsbehov end

ELLI-eksemplerne, ndr der henholdsvis benyttes armeringsarran-
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DILI-5 DILI-6 DILI-7

Hovedarmering - 1 ¥ 1 v 1.1 vy

Hovedarmeiing i o
A tyngdepunktet mel- | 1.152{0.127{ 1.118|0.093 [ 1.087}0.060

lem linie i, 09 1,

Hovedarmering pla- |, 54514 205 1.1710.146 | 1.118]0.093

B ceres 1 linie i2 )
¢  Hovedarmering pla-|, 455 o | 1.025| 0 |'1.025| ©
ceres i linie 11
48 elementer 68 elementer
0'3 . | ‘ _0,25
< - |0.25 '
o 0,35 +
= 0,25
0.3 0,2 /
| Jos S o XXX
N KK I |
0,2 0107
015 015 015 015
. ELLI-3 ELLI -4
Txb knuder | 9x5 knuder 13x7 knuder
i |
. i i
N i
ly | ly ly :
|
2 i2 ’ }
. P 1 1
L i - , N i% o
SR IGEE Y] 0125x4 1 ] 0,083x6 I V]
FDILI 5A,B,C DILI- 6 ABC DILI-7 A,B,C‘

Fig. 4,loa ELLI- og DILI-eksempler
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Fig. 4.,10ob Elementinddeling ved elastisk peregning
af spzndinger og armering,
gement 2 og 1 (mindste behov henholdsvis 34.5 og 42.3). Sammen-
holdes dette med edb-forbruget fremgdr, at DILI-metoden.er langt
den -fordelagtigste. Det ekstra armeringsbehov i forhold til den
teoretiske stringerlgsning ses for de betragtede DILI-eksempler
at vere af stgrrelsesordnen 5;15% ved linearisering LIN = 4.
Ved LIN = 2 f&s et ekstra behov p& 20-25% for DILI-eksemplerne,
hvilket skyldes, at et.tryk som navnt ikke kan overf¢res uden

brug af armering.

)

vist i tabel 4,3b, Armeringen er bestemt pd grundlag af armerings-

Armeringsbehovet,bestemt pad grundlag af en elastisk beregningf er
formlerne (2.6) og (2.7), hvorefter armeringsparametrene er tillagt

det steorste lokale armeringsbehov i det tilherende omrade,

Det fremgdr af tabellen, at der altid fés et betydelig sterre arme-
ringsbehov end fundet ved sdvel DILI~ som ELLI-metoden, Armerings-
behovet er op til 5 gange sterre end hvad den teoretiske stringer-
1gsning giver, Tilfeldet med 2 armeringsparametre pr., element gi-

ver dog kun 4o-50% mere armering end stringerlesningen.
i N

Konklusionen af ovenstdende er da, at nar der indferes et rimeligt
antal armeringsparametre (B-h), giver DILI-metoden og linearise-
ring LIN=4 relative"fejl, der ligger i intervallet 5-15% i forhold
til en idealiseret stringerlesning. Andre lineariseringer el, an-
vendelse af ELLI-metoden giver ddrligere resultater, men dog ve-
sentlig bedre end armeringsbestemmelse pd grundlag af en elastisk

spendingsfordeling.

+)De elastiske spendingsfordelinger er bestemt pad grundlag af en
normal, elastisk elementmetode, De nedvendige resultater hertil
er velvilligt stillet til radighed af Jan Bédcklund.



Ftot
edb LIN | Armeringsarr. F§°t —EE%——— edb- -4 2)
eks. ) 3, teor behov x 10 "MP
ELLI-3 | 1 A3.1 81.2 2.82 2008
ELLI-3 2 53.3 1.85 1811
ELLI-4 1 A3.1 64.8 2.25 2878
ELLI-4 2 " ' 42.3 1.47 3438
DILI-5A 1 A3.2 . 65.2 2.26 82
DILI-5A| 2 " 34.7 1.20 107
DILI-5B 1 A3.2 66.é 2.31 84
|DILI-5B 2 " 34.5 1.20 107
DILI-5C 1 A3.2 64.5 2.24 82
DILI-5C 2 " 36.6 1.27 106
DILI-5A| 4 A3.2 31.0 1.08 102
DILI-5B{ 4 " 30.3 1.05 105
DILI-5C| 4 " 32,5 | 1.13 104
DILI-6A| 4 " 33.0 1.15 106
DILI-6B| 4 " 32.3 1.12 140
DILI-6C| 4 " 34.5 1.20 138
DILI-7B 4 " 31.5 1.09
ELLI-4 2 A3.3 55.8 1.94 2869
DILI-5C| 2 " 51.1 1.77 87*
DILI-6C | 2 " 56.1 1.95 105*
DILI-5C| 4 " ’ 44.9 1.56 o1
DILI-6C | 4 " 42.3 1.47 118*
prri-sc| 4 | a3.4 (56 par) | 21.7°)| o0.s9 " 126"
DILI-6C | 4 * (90 par) 22.81) O.93i) 160*
b Min. armeringsbehov: 57.7(0.5-0.075) = 24.5. Arsagen
til, at det beregnede armeringsbehov er mindre end det
teoretiske, skyldes lokale forhold ved understgtnings-
belastningen. .
2). NEUCC-betalingsenhed: 1‘MP = 1 maskinpoint.
3)

Alle restriktioner er medtaget ved hver beregning, dvs.

" LIN = 1 giver 10 restriktioner pr. knude osv. Ved de

med * merkede dog kun medtaget armeringsrestriktioner.

Tabel 4.3 a, Armeringsbehov ved eksempel 3
for ELLI~ og DILI-beregninger,
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tot
. 1 .
edb Armeringsarr. FYO FJ
ekse. J tot
J,teor
ELDE-1 A%.1 . 162.9 5.65 . |
ELDE-1 A%.2 103.0 3.78 ;
i
ELDE-1 3.3 81.9 2.84 :
ELDE-1 ' 39.9 1.29
A3.4
ELDE-2 41.1 1.43

Tabel 4,3b, Armeringsbehov ved eksempel 3 pad grundlag
af elastisk spzndingsfordeling.

4.5 Eksempel 4: Jernbeton-bjzlkeskiver med

konstant moment (0 = o)

For de p& fig. 4.11 viste jernbetonskiver optimeres armerings-
behovet, idet der ikke i restriktionerne tages hensyn til be-
tonstyrken, men i midtersnittet regnes trykkraften fordelt over
ca. 1/4h som vist. P& fig. 4.12 er netinddelingen. skitseret,
idet der kun benyttes DILI-beregninger. Armeringen regnes givet
ved 3 hold parametre, et antal svarende til x—armeriﬁg i under-
siden, én parameter svarende til x-armeringen de ¢Vrige steder,
samt en parameter svarende til lodret y-armering. xX-:0og y-arme-
ring refererer til armering i de pégzldende akseretninger, som
vist pd fig. 4.13. Der benyttes kun linerarisering LIN = 4.

Igvrigt skal bemzrkes, at der ved de numeriske beregninger tages
hensyn til, at det vandrette tryk ved punkt B skal kunne forde-
les javnt over stykket d /4 til hver side ved den gverste net-
linie for at veare: statlsk korrekt. Derfor reduceres den reg-

ningsmessige skivehgide.

Som sammenligningsgrundlag ved armeringsberegningerne i tabel
4.4 benyttes den p& fig. 4.14 skitserede lgsning, hvor midter-
snittets moment regnes afggrende. '
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Fig. 4.11. Jernbetonbjzlkeskiver med fast moment
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Q q
dy e ;”f

* g regningsmeessig hejde :
hr = h‘dy/ll'

iy = antal inddelinger
dy{ i y-snit {& vist)

A — X
i, = antal inddelinger
i x-snit (8B vist)

Fig. 4.12. Netinddeling ved DILI-eksempler

K, (K1) K, (K2)

Ky (K3,KbG.....)

Armering i Armering i
X - Fefning y-retning

XK3,K 4.... angiver hovedarmeringen

" i undersiden. Ved DILI- 8,10,11
er denne placeret i nederste netline;
ved DILI-. 9 er den fordelt over de
2 nederste netlinier - se tabel 4.4.

Fig. 4.13. Armeringsarrangement A4.1
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LIN = 4
: F
x-armering y-arm total
edb o
. . ax
eks. t Tx ly 2% | ®n x,h Fx,¢. Fy Ftotal Ftotal,teor
8« DILI-3 h 6 6 7 1 0.259 0.007:; 0.033] 0.233 1.06
& ¥ | DILI-9 10 10| 7 2 0.257 {0.014 0.021} 0.244 1.11
2 @ | DILI-lo 2h| 12} 6| 13} 1 0.259 0.003+) 0.028] 0.436 0.93
M
9 Q| PILIAL 3hj 181 6| 19| 1 0.259 0.0+) 0.084}| 0.615 0.86
5]
2a DILI-8 h 6 6 7 1 0.268 [0.023 0.012]| 0.214 1.14
" Y| DILI-9 104 10| 7 2 10.269 {0.015 0.005] 0.209 1.11
2 L] DILI-10|2h | 12 | 6 | 13| 1 0.263 |0.005 0.044] 0.434 0.99
2]
2 & DILI-113h | 18| 6 | 19] 1 0.264 {0.0 0.088) 0.614 0.89
=

antal hovedarmexings—/}
parametre i x-retningen

+)

\\antal vandrette netlinier til
hovedarmeringen (undersidearm.)

Armeringsparametren multipliceret med 2.0 i forhold til gvrige
parametre under optimeringsfasen = x-arm. flyttes til y-arm.

Tabel 4.4.

A0

Armeringsbehov ved armerings-

Fig.

4.

14.

~1/4h

=
"

M=

1-1Lh
1/kh - 718h = 7/32h2

Armeringsbehov:

"‘arrangement A4.1, eks. 4

Ftoful, teor, = K- afst

[lang underst.: Fyjiq

= 1/4- h -afst,
=1/4-h(1-1/8h)
, teor

= Ubkh - (1 - 1/4h)]

Tilnermet analytisk stringer-lgsning
ved armeringsarrangement A4.1
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Det fremgdr af beregningerne, at armeringsbehovet for de korte
skiver bliver 1idt for stort (5-15%), hvilket skyldes de samme
forhold, som er navnt ved eks. 3 samt den reducerede skivehgjde.
Ved de 1lidt l@ngere skiver, hvor trykket spredes mere ud via den
lodrette armering f&s betydelig bedre resultater. Det bemzrkes,
at for et langde/hgjde-~forhold pd ca. 1.4,ved skiverne med kort
understgtning, £&s mindre armeringsbehov end svarende til kon-~

stant undefsidearmering - se fig. 4.15a-4.16a.

Med hensyn til den fordelte x- og y-armering md det konklude-
res, at den ved de korte skiver er ngdvendig til overfgrsel

" af trykkraften mellem omrdde A og B. Dette skyldes, at trykzo-
nen skal tilpasses meget ngje for at kunne opfylde gransebe-
tingelserne ved A og B, som det fremgdr af fig. 4.14. Arsagen, til
at det sekundare armeringsbehov bliver sd stort, ligger imidler-
tid ogsd i, at armeringen fgres ud i omraderne uden for tryk-
zonen - jf. fig. 4.1. Dette fglger bl.a.af, at den brede un-
derstgtning ved eks. 4D,E,F ikke markant pavirker det sekun-
dare armeringsbehov ved de korte bjelkeskiver. Selv om tryk—'
zonen iflg. fig. 4.14 skulle "passe" bedre i dette tilfalde,
skal der altsd stadig nogen ekstra armering til. Ved de lange
‘og mellemlange skiver f&s hovedsagelig kun behov for lodret for-
delingsarmering - se fig. 4.15b-4.16b og tabel 4.4- , da
trykkraften fgres ned til trazkarmeringen fgr understgtningen.
Det bemzrkes, at det sekundare armeringsbehov fgrst er falden-
de i procent af totalarmeringen for dernast at blive stgrre

igen for voksende 1l/h. Dette skyldes, at trykzonen bliver bre-
dere og derfor lettere at tilpasse, og at den lodrette arme-
ring bevirker totalt mindre armeringsbehov ved store 1l/h for-
hold.

Nar der kun benyttes 2 armeringsparametre, en for x-retningen
og en for’y—retningen, fis de pd . fig. 4.17 viste forhold, der

benavnes armeringsarrangement Ad,2.
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a) Totale armeringsbehov

Fig. 4.16.

X K

Armering, F / Armering, F
A teoretisk behov / A
0,6 \: 0,091 (30%)
05 1 /
0L 0,06 1(20%)  q7¢,,
03 - 14%
I
0,2 - P | 0,03 4 (10%)
/. !
01y J | 7%
I/ T : ¥ T Lol T T v -
i .0 v 20 3,0 Un 1,0 20 3,0 Uh
0.25 ~1e O Fy lodret urmer’mg}sekundcer
X Fg dvrige x-arm | armering
*  sekunderarm. /totale arm. (Frotal)
a) Totale armeringsbehov b) Sekundere armeringsbehov
Fig. 4.15. Armeringsbehov. ved eksempel 4A,B,C.
Armering, F Armering, F
A / A
0,6 1 teoretisk behov / 0,09 4 (30%)
0,5 4 Z
0,4 - 4.(20°
! 0,06 (20/0)160/0
0,3 - } 16%
|
0,2 1 1 0034 (10%
. % ! (10%) 1%
o\ 4
/ |
10 120 30 Uh CO10 20 3.0 Uk
0,25 ~1,9 .
O F, lodret armering | sekunder

gvrige x-arm. | armering

*¥ sekundcerarm. / totale arm(Fiprq )

b} Sekundeere armeringsbehov

Armeringsbehov ved eksempel 4D,E,F
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~1/&h

—

7 I ] -
Ewwh M = 7/32h? = 0,2188 h?
e A K= M/0,5h = 0,4375h
h =B

51 ~6/10h —= K

-—»-

T -~ Armeringshehov:
P F‘roful, teor, = K=10/6 -1

L/bh = 0,7292-1

Fig. 4.17. Tilnarmet analytisk lgsning )
ved armeringsarrangement A4.2

Armeringsbehovet fremgar af tabél 4.5. Der fas et ekstra for-
brug i forhold til den teoretiske armeringsmangde pad 5-10%, og
det fremgdr, at der ikke er markant forskel pad kort og lang
bjelkeskive. En af &rsagerne hertil kan vare det voldsomme skift

i punkt C mellem tryk og trak.

edb X-arm y-arm F :

eks. L } j'x iy Ay Ty Fy Fiotal t;é%r
DILI-8 |- h 6 6 1} 0.788 | 0.002 0.790 1.08
DILI-1q 2h | 12 6 1 1.466 | 0.093 1.559 1.07
DILI-11} 3h 18 6 1 2.246 0.093 2.389 1.07

antal hovedarmerings-— _4
parametre i x-retningen

Tabel 4.5. Armeringsbehov ved eksempel 4A',B',C'

4.6 Eksempel 5: Jernbeton-bjzlkeskiver med

' kons tant belastning

Idet der i dette. eksempel tages hensyn til betonstyrken, be-
stemmes armeringsbehovet for de pd fig. 4.18 viste eksempler.
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~1/4 ~1/4

f—_h—;j f = Prty
TH T )
L1 1 -

/1| Eks. 5B, 58 ’L/—J Fks.5D
O AAh
2h 1
PRiT Trykspending under
-T lodret last p/t= 10,0
| y]
H t = 010
| h = 1,00
Eks.5C = 1,00

Fig. 4.18. Jernbetonskiver med kon-
‘stant lodret belastning

Der benyttes kun DILI-eksempler. Skiverne inddeles som vist pa
fig. 4.12, dvs. under hensyntagen til, at det vandrette tryk
ved B skal fordeles dy/4 til hver side ved den ¢gverste vandret-
te netlinie. Armeringsarrangementet valges som vist pd fig.
4.13, idet der dog ved eks. 5B' kun benyttes én parameter til
den vandrette undersidearmering; Hovedarmeringen virker i ne-
derste vandrette netlinie. Endelig regnes betonstyrken at kun-
ne antage en stgrrelse pd henholdsvis 1.1, 1.25, og 1.5 gange
trykspendingerne for lodret last (p/t = 10.0 iflg. fig. 4.18).

Tabel 4.6. viser resultatet af beregningerne. Det fremgdr, at
for 1 = 1/2h f&s 33% for megen armering i forhold til stringer-
lgsningen, ndr LIN = 4 anvendes. Det fremgdr endvidere, at for
samme armeringsarrangement er det ekstra behov faldende for vok-
sende 1/h forhold. Som ved de foregdende eksempler viser deﬁ;

at dér altid er behov for en vis armering til at fgre trykket

fra A til B, men efterh&nden som trykzonen spredes ud, ér denne
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ekstra mengde faldende i forhold til totalarmeringen. Ved skiver
med meget lille stringer-armeringsbehov, dvs. korte bjalkéskiver,
er metoden derfor darligst egnet. Arsagen til, at armeringsbé—
hovet for de lange bjelker ikke bliver mindre end stringerarme-
ringen,som ved eks. 4, er den bredere trykzone, der giver anled-
ning til mindre h@¢jde mellem komposanterne og derfor st¢rre‘
armeringsbehov. Resultatet bliver derfor, at der skal et stgrre
1/h forhold end 1.4 til, f¢r den beregnede armering bliver min-
dre end stringerarmeringen. Af eks. 5D, dc = 15.0 synes at frem-
gd, at et 1/h forhold p& godt og vel 2 bliver afggrende. Eks.
5B' sammenlignet med det tilsvarende 5B eksempel viser, at nar
der benyttes ganske f& armeringsparametre, da vil de lokale ar-
meringsbehov blive multipliceret voldsomt op og give et betyde-
ligt ekstra samlet behov.

Endelig viser fig:. 4.19, at det sekundare armeringsbehov antager
samme principielle fordeling som ved de foregdende eksempler,
dvs. vanskeligheder med at fg¢gre trykstringeren fra A til B gi-
ver et betydeligt armeringsbehov i s8vel x- som y-retningen.

a) Totale armeringsbehov. . b) Sekundcer armeringsbehov.
Armer‘ing, F " Armering, F
1 )
1,21 o 0.34(39%) 28% 27%
1,0 23%
0,84 tfeoretisk behov 0,21(20%) 8%
iflg. stringerteori :
0,6
0,41 0,14(10%)
0,2 -
T T T T T - T +‘ ¥ -
025 10 20 /h 10 20 /h

O Fy, lodret y-armering| sekunder
+ F 4 ovrige x-armering| armering
; *® sekundcer arm. / totale arm.
Fig. 4.19. Armeringsbehov S (ﬁomﬂ
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KAPITEL III. BESTEMMELSE AF BEREEVNE FOR
STRIBEFUNDAMENTER PA JORD

1. STRIBEFUNDAMENTER OG DERES  BEREEVNE

I dette afsnit defineres begrebet et stribefundament, og den
traditionelle bareevneformel for stribefundamenter pd halvuen-—
deligt jordlegeme omtales. Desuden omtales andre ideal-plastiske

metoder til bareevnebestemmelse.

1.1 ~Fundamenters bareevne

Ved et fundament forstds den del af et bygvark, der overfgrer
belastningen til de underliggende, bzrende jordlag.

Normalt benyttes ved fundamentsberegninger en opdeling 1 hen-
holdsvis satnings—‘og bareevneproblemér. De fgrste omhandler
fundamentets deformationer i brugstilstanden, dvs. ved belast-
ninger, der ikke giver anledning til brud i jordmassérne. De
sidste omhandler fundamentéts belastningsforhold, ndr der netop
opstdr brud i jordmdsserne, dvs. i brudtilstanden.

Med et fundaments bafeevne menes den verdi af fundamentfladens
lodrette middelbelastning, der netop nads i brudtilstandeh. Fun-—
damentsfladen angiver fundamentets vandrette afgransning mod
jordmasserne. v . ‘

Jordmaterialerne kan i brugstilstanden med nogen tilnarmelse
siges at opfdre sig elastisk. I brudtilstanden gelder, at de
fleste jordarter besidder ret gode plastiske egenskaber, som
det fremgdr af afsnit 2.1.

Bareevnen for et fundament kan derfor i de fleste tilfalde
bestemmes ved ideal-plastiske beregninger, nar de ngdvendige

materialekonstanter kendes for den pagaldende jord.

1.2 Metoder til bestemmelse af stribefundamenters bareevne

I denne afhandling vil kun blive betragtet sdkaldte stribe-
fundamenter, der er karakteriseret ved at vare meget lange og
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given overfladebelastning g

\I\

Y
y

Lodret snit

Fig. 1.1. Stribefundament (1 >> b)

ubekendt fundaments Priddel 7
belastning p (P middel) )
fundamentsflade Z A
Ferzwnreuill ;
— X

Y
>

//

og have konstant bredde, svarende til 1 >> b\i fig. 1.1. For
fundamenter af denne type er det iflg. afsnit 3.1 tilstrakke-
ligt at betragte spandingerne i den pd fig. 1.1 angivne x,y-

plan, dvs. Oy r T og oy. Denne forenkling bevirker,

xy

at de

aktive spandinger kan bestemmes pd tilsvarende vis som ved
skiver.

Vi vil i det fglgende kun betragte stribefundamenter p& et

halvuendeligt jordlegeme, som det er vist pd fig.

1.7,

For et

séddant fundament angives bareevnen pr. arealenhed normalt ved
fglgende udtryk, der ogsd benyttes i den danske funderings-
norm [FUN, 19771]:

hvor

_ 1
p = —2—be¥+ qu + ch

i

Y = rumvegten

g = overfladebelastning uden for fundament

"¢ = kohasionen

N , N og Nc er dimensionslgse bareevnefaktorer,

Y !

er afhengige af friktionsvinklen .

(1.1)

der
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Denne formel, der er foresl8et af Terzaghi [TER, 1943], er frem-
kommet ved superposition af analytiske, ideal-plastiske lpsnin-

ger til simplere problemer for homogene jordmasser.

I fgrste fase bestemmes c:Nc og qu for et vagtlest legeme, og
i anden fase bestemmes 1/2 byNY - se f.eks. [CHE, 1975].

Formlen synes i de fleste tilfelde at vare konservativ sva-
rende til, at den reelle bareevne er stgrre end den fundne,
jf. [LU & M, 1953].

Formlen er altsi en tilnarmelsesformel, og det galder, at
NY—faktoren hidtil kun er ret dérligt bestemt. Endelig gal- ‘
der formlen kun for stribefundamenter pd et halvuendeligt, homo-
gent medium. I andre tilfalde m& enten ggres yderligere til-
nermelser, for at (1.1) kan benyttes, eller der m& benyttes spe-
cielle lgsningsmetoder.

Inden for geoteknikken benyttes ofte den sdkaldte sliplinieteo-

ri, der krazver tilfredsstillelse af ligevegts- og flydebetingel-
ser i antagne slip- eller brudlinier. Spzndingsfordelingen langs
disse linier er bl.a. éngivet af K8tter {(OT,1903];Heréfter bestem-
mes bareevnen ved global ligevagt. Haves en statisk tillade-

lig og sikker spendingstilstand i den ¢vriqé del af jordlegemet,

er der tale om en nedrevardimetode, i modsat‘fald kan lgsningen
vare en ¢gvreverdi. Dette er tilfaldet,sdfremt et kinematisk

flytningsfelt svarende til sliplinierne kan bestemmes.

Benyttes tilnarmede sliplinier, f.eks. cirkelbuer og logaritmi-
ske spiraler, kan bareevnen umiddelbart bestemmes ved ligevagts-
beregning. Indlagges andre sadanne sliplinier, kan forskellige
bareevner bestemmes. Den bedste lgsning kan dernast findes som
minimum for disse, hvorfor denne variant af metoden ogsd benav-

nes ekstremmetoden.

For de fremgangsmdder, der er omtalt ovenfor galder altsd, at

de generelt hverken giver sikre gvreverdi- eller nedrevardi-
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lgsninger. Desuden har det vist sig, at de er ret ungjagtige
ved ikke-vagtlgse legemer, dvs. ved de jordlegemer, der fore-

kommer i praksis.’

For simple problemer har de egentlige ekstremalprincipper dog
varet benyttet, men pd dette omrdde har udviklingen inden for geo-
teknikken varet temmelig konservativ pa& trods af jordarternes
ideal-plastiske karakter. Nyere verker af bl.a. Bent Hansen [HAN,
19661 og Chen [CHE, 1975] har dog praciseret og afklaret bereg-
ningsmetoderne i relation til den ideal-plastiske teori. I sidst-
nevnte reference er adskillige analytiske 1¢snihger angivet, lige-
som der er givet en generel oversigt over andre metoder. To nu-
meriske optimeringsmetoder er angivet af dels Vollenweider [VOL,
119691, dels Lysmer [LYS, 1970] - jf. kapitel I, afs. 2.12. For.

c # 0 f&s hos begge ret gode lgsninger. For c¢ = 0, der kun er be-
handlet af Vollenweider, f&s trods dyre beregninger, ret darlige
resultater, idet f.eks. ¢ =0, ¢ = 300, vy = 2,0 bevirker NY = 9.0,

sammenholdt med 27.0 for en analytisk bestemt gvreverdi.

2. FLYDEBETINGELSER FOR JORD

Betragtes de forskellige jordarters fyéiske opfgrsel fremgédr,
at det normalt er en udmerket tilnarmelse at betragte disse

" som havende ideal-plastisk opfgrsel. Som flydebetingelse kan
Coulombs brudbetingelse anvendes.

2.1 Jordarternes fysiske opfgrsel

Jordarternes opfgrsel i brudtilstanden tilnermes normalt med
en ideal-plastisk opfgrsel. Dette svarer oftest godt til den
virkelige opfgrsel, som det fremgdr af arbejdskurverne fra
triaksialforsgg pa fig. 2.1 - jf. [HA m.fl., 1970]. Det frem~
gar dog, at for tatpakket sand og for draenet, forkonsolideret
ler er tilnarmelsen mindre god, hvorfor der kraves sarlig agt-
pdgivenhed ved disse materialer.
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61" 63 61- 63 6«\ - 63
Y ‘k
:E1 - v% €1 - —
sand ell. u- tet lejret sand . lgst lejret sand
drenef ler, ell. dreenet, for- - ell. dreenet, normal-
belastet ler. konsolideret ler.

Fig. 2.1. Arbejdskurver for jordar-
terne iflg. triaksialforsgg

2.2 Jordlegemer som ideal-plastiske legemer

I det fglgende vil jordarterne blive betragtet som vaerende
ideal-plastiske materialer. B ‘

Det f@grste tillgb til etablering af en flydebetingelse for
jordarterne blev gjort allerede i 1773 af C.A. Coulomb

[cou, 17731. Coulomb-hypotesen fremkom p& grundlag:af iagtta-
gelse af dels brud i stenprismer pdvirket af én-akset tryk,
og dels brud i jord bag stgttemure. Disse iagttégelser viste,
at brudet ékete langs visse flader, sdkaldte glideflader. For
at fa brud antog'Coulomb da, at der dels skulle overvindes en
indre kohasion, og dels en indre friktion, hvilket blev for-
muleret som:

|t] =c - wo=c - tgya, (2.1)



- 120 =

hvor

T = forskydningsspandingen langs glidefladen
6 = normalspandingen vinkelret pd glidefladen
c = kohasionen

' #'= friktiénskoéfficientenv
© = friktionsvinklen.

Tyskeren Mohr [MOH, 18821 gav brudhypotesen en mere generel

form, idet han angav den p& formen:
f(o,t) =0 (2.2)
Afbildes hypotesen (2.1) i et (o,T) diagram, som angivet pa

fig. 2.2, og indtegnes samtidig Mohr'ske cirkler ses, at
betingelsen kan skrives som:

-t=c-08+tgy

greenselinie  for
$=0

T

+T=c- 0 tgy

Fig. 2.2. Coulomb's brud- eller flydebe-
tingelse med Mohr'ske cirkler
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f(o1, Oyt 03) =

! i -1 -si - =0 . 2.3)

3 01(1+51n®) 5 03(1 sing) c cos® , (
hvor

04 209, > 04 er hovedspandingerne.

Coulomb's betingelse har vist sig at vere en velegnet flydebe-
tingelse, n&r den suppleres med en betingelse for adskillelses-
brud - se det fglgende afsnit 2.2.2.

Det grundlaggende udtryk for Coulomb's flydebetingelse fremgdx
af (2.1) og fig. 2.2, hvor flydebetingelsen er angivet i et
(6,7) kocrdinatsystem. Tilladelige spandinger er bestemt ved
Mohr'ske cirkler, som det fremgdr af samme figur. Ved omskriv-
> 0

ning til hovedspandingerne O4r Oy OF Ogy hvor o >0

1 2 3

f&s formel (2.3). Optegnes denne i et 3-retvinklet koordinat-
system med akser for hovedspandingerne Ors Ogpr Oppye fds 6 af-

graznsende ligninger, der fremkommer ved permutering af

(ci, Oppr OIII) = (ci, oj, ok), idet 1i,j,k er forskellige og

antager vaerdierne 1, 2 og 3. Disse ligninger bestemmer som

vist pd fig. 2.3 en hexagonal pyramide med akse i retningen

0A=0B=0C=
/" 2cte (3+9)

61 Fig. 2.3. Coulombs flydebetingelse i
(OI, Orpr GIII) koordinatsystem
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(6ps Oppr GIII) =(1,1,1) og med toppunkt i (0, O/ OIII) =
ccote(1,1,1). De afgraznsende stykker OA, OB og OC bestemmes,
ved at betragte tilfazldet med &n hovedspanding forskellig

"fra 0,til 2c tg (n/4 - ©/2).

titfcelde 2

101 1= 2c tg(1/LTt + 1/2¢)
[0Al =10C1 = 2c tg(l/bTL -1/2¢

Sl
\_filfelde 1 oy

e
! !
tilfeelde 1 tilfeelde 2 tilfeelde 3
8y =823 030 8= 0m=0r1

Fig. 2.4. Coulomb's flydebetingelse for Orp < konstant
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Antages den ene hovedspanding Ort lig med en konstant, fé&s den
pd fig. 2.4 angivne flydebetingelse, der er symmetrisk om 1li-
nien Gr = Oprg- Specielt falder de markede og umarkéde punkter
sammen for ¢ = 0.

II
Som det fremgdr af (2.1) er Coulomb's flydebetingelse alene
karakteriseret ved stgrrelserne ¢ og ¢. Materialer med ¢ = 0
benzvnes kohasionslgse materialer, og flydebetingelsen udarter
for disse til en hexagonal pyramide med toppunkt i (0,0,0) - 3f.
fig. 2.3. Materialer med ¢ = 0 benavnes friktionslgse materia-
ler, og flydebetingelsen udarter her til en reéular, hexagonal
cylinderflade - jf. fig. 2.3. Denne betingelse benavnes ogsd
Tresca's flydebetingelse, jf. forholdene ved metaller.

Coulomb's flydebetingelse blev som navnt postuleret ud fra iagt-
tagelse af trykpdvirkede legemer, der blev belastet til brud.
For en lang rakke materialer har det imidlertid vist sig ngd-
vendigt at supplere den oprindelige hypotese. Dette drejer sig
om tilfzlde, hvor der kan forekomme trakpdvirkninger, idet man
her supplerer med en hypotese om adskillelsesbrud. N&r denne ud-
videlse medtages, taler man om Coulomb's modificerede brud- el-
ler flydebetingelse. Den supplerende betingeise udtrykker, at
trakspendingerne ikke mé_overskfide en given.vafdi; adskillel-
sesmodstanden o, - jf. [pPOU, 1967] -, dvs.:

O < O ppe (2.4)
Den modificerede betingelse (2.3) og (2.4) antager derfor den
pd fig. 2.5 viste form i et (0,T) koordinatsystem, hvor de karak-

teriserende stgrrelser er ¢, @ 0g O br*

Disse konstanter er i tabel 2.1 angivet for typiske jordmateria-
ler, ler og sand. Det skal dog bemerkes, at verdierne er meget
afhangige af vandindhold og belastningstidsrummet. P& fig. 2.6
og 2.7 er de tilhgrende flydebetingelser angivet i (o,T) og
(01,03) koordinatsystemer.
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-1=c-08-1gy

1&1: c-G-tgy

Fig. 2.5. Coulomb's modificerede brud- eller
flydebetingelse med Mohr'ske cirkler

Ved stribefundamenter pa halvuendeligt medium vil der normalt
kun optrade trykspandinger, hvorfor det er tilstrakkeligt at be-
nytte Coulomb's almindelige flydebetingelse.

LER SAND
korttidsbelastet
udrenet
c c 0
©® 0 P
oabr 5c 0

" Tabel 2.1. ' Flydebetingelse-konstanter for ler og sand
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7 7

g N\
C

oy
0.5

(o5}
C
N
y/_z 05 ¢

X
C

]

Fig. 2.6. Coulomb's flydebetingelse for ler

Fig. 2.7. Coulomb's flydebetingelse for sand
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Der er i sdvel det foregdende som det fglgende alene regnet med

totale spa&ndinger, dvs. der tages ikke hensyn til jordens vand-

indhold. Hensyntagen til vandindholdet sker som beskrevet i geo-
teknikken.

Sluttelig skal angives de til (2.3) hgrende generaliserede tgj-
ninger, der iflg. formel (1.2) i kapitel I kan udregnes til:

ary

ey =2 % (1+sing), €, = 0, €5 = A 5 (1-sing). (2.5)

3. OPTIMERING AF BEREEVNE FOR STRIBEFUNDAMENTER

Ved stribefundamenter kan deformationstilstanden i jordlagene
betragtes som varende plan. Dette bevirker en betydelig forenk-
ling ved bareevnebestemmelsen. En ideal-plastisk tilnzrmelse
fgrer sdledes til, at de i kapitel I udledte metoder kan benyt-
tes.

3.1 Statiske forhold ved stribefundamenter

Ved et stribefundament med indlagt koordinatsystem, som vist pd
fig. 3.1,galder, at deformationsendringen i z-retningen kan be-
tragtes som varende nul. Der foregadr med andre ord en plan de-

formation i x,y~-planen, siledes at Tyz = Tue T 0, og de reste-
+ 0, 09 Txy er uafhangige af z.

rende spandingsstgrrelser Oyr oy

P

| Lodret snit
y

Fig. 3.1. Stribefundément med indlagt koordinatsystem
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Da Tyz = Toe T 0,er o, en hovedspanding og z-retningen en
hovedspandingsretning, hvorfor de 2 gvrige hovedspandingsret-
ninger m& ligge i x,y-planen. De statiske stgrrelser i denne
plan fremgdr af fig. 3.2, hvor trzk er regnet positivt. Af (2.5)
ses, at €, netop er 0, ﬁér 04 20, 2> 03 Dvs. at €, = 0, nar
blot o, er den midterste hovedspanding, som angivet p& fig. 3.3.

ag og ©
X g m

na ligger i x,y-planen.

in

Fig. 3.2.: Statiske stgrrelser i x,y-planen

amin

T

Fig. 3.3. Coulomb's flydebetingelse og
plan deformationstilstand
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Da ¢ er afggrende for om Mohr's cirkel ligger inden

max’ “min
for Coulomb's flydebetingelse, er det fglgelig tilstrakkeligt

at opskrive flydebetingelserne for spandingerne Oyt Txy og Uy.

Stgrrelserne Oy og cy skal iflg. fig. 3.4 tilfredsstille

T

Xy
de sadvanlige statiske ligevagtsligninger for et plant problem,
dvs.:

X Xy _
ax T oy * Py 0
(3.1)
30 BTX
dy P oax t by = 0

hvortil kommer de statiske randbetingelser.

Hovedspandingerne 0 kan bestemmes ved

og 0.
max °9 “min

g
max 1 1 %
= = (0_+0_ )% [+ (06_-0.)2% + 12 3.2
7 (00 )% Iy (om0 ) + T} 17, (3.2)
Omin
hvor o < .
m 29 2 Onax
33
. 6,»# dy
y
s
/1,,» —d-dy
—
ATyy
py Tyt ax y
dy Ox . _>a,+‘a—’ dx
Tuy
Ty
fs,
2z dx X
e m——

Fig. 3.4. Statiske ligevagtsligninger
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Coulomb's flydebetingelse antager i dette tilfazlde fglgende
form, idet (3.2) indsattes i (2.3):

PR S 2 5 a1 . B -
(7 (o, cr}y) +Txy} + 3 to +0y),s:.nf.p ccos® 0. (3.3)

Udtrykket, der alene er afhangigt avaX, Txy og cy,danner en

flade, som er optegnet pd fig. 3.5 i et (o, Txy, Oy) koordi-

natsystem. Da den i koordinatsystemet (s, Txy, t) antager formen
2

2 T 2

s + Xy - =, v (3.4)

(V2 ¢ cosy) ? (c cosp) ? (V2 ¢ coty)? ;

drejer det sig om en kegleflade. Ved skaring med OX,Gy—planen,
svarende til Txy =0, er o, 09 cy hovedspandinger ;: og der fas':
den pd fig. 3.6 viste afgransning. Denne galder i modsetning

til fig. 2.4, nér o, er den midterste hovedspanding. Skares

Tyy 0y

S
s =142 - (34- 8y)

Ixy' = Ixy

t=1A2 (8 +8y) - c V2" cot.p

Fig. 3.5. Coulomb's‘flydebetingelse for
: plan deformationstilstand
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10Al = 2c - cot (14Tt + 1/2¢)
1011 = 2¢ - tq. (14Tt + 1/2¢)
IOP1 =¢Z - ¢ cos.y

10Ql = ¢ - cos.¢ (max.txy i pkt.0) 1
10Tl =V2-c-cotyp 04

Fig. 3.6. Coulomb's flydebetingelse for Txy==0
keglefladen (3.3) med en plan bestemt ved: Oy = -0y fas. kurven:
2 2 - a2 2
or + Txy c?cos?o, (3.5)

der bestemmer en cirkel. Den geometriske skaringskurve kan der-
imod bestemmes som:

(6/v2)% + Ty = c?cos?p, (G = Vqé+o; = V2o, (3.6)
der er en ellipse. Dette er vist pd fig. 3.7, snit 1, medens

snit 2 wviser kurven for oy = 0y- Skaering med.oy = konstant be-
stemmer en parabel.

Sluttelig skal bemerkes, at for ¢ = 0, der giver Trescas's
flydebetingelse, udarter flydebetingelsen for fig. 3.5's vedkom-
mende til en cylinderflade med akseretning (OX, ny, Gy) =
(1,0,1) og toppunkt T forskydes mod («,0,e). Tilstgnden c =20

og ¢ = 0 angiver en kegleflade med toppunkt i (0,0,0).
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T,y = Ve cos? -82/2, ellipse

C-C0S. Y

Txy = V2 cos2g ~ 82, cirkel

: ¢ CoS.® -3,
v _ o
Snit 1. 8=8,= - 8, ¢ VZ - cos

1t .
c-cos.\pWQ txy=C’cos.\p-3 B - sing

Tey= C-Cos. 9 -0 sing

Snit 2. 8=0,=0, 3ale0, = V2 8

Fig. 3.7. Snit i Coulomb's flydebetingelse for plan
deformationstilstand - se fig. 3.5-3.6

3.2 Anvendelse af de udviklede numeriske metoder

ved stribefundamenter

3.2.1 Stribefundamenter

Med en ideal-plastisk tilnzrmelse kan de i kap. I, afsnit 2 ud-
viklede numeriske optimeringsmetoder benyttes til bareevnebe-
stemmelse for stribefundamenter. Objektfunktionen angiver det

bereevneudtryk, der skal optimeres, dvs. et line=:rt udtryk i
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lastvariablene. De lineariserede flydebetingelser fremgdr af det
fglgende.

Af hensyn til den numeriske optimeringsmetode ma flydebetingel-
serne lineariseres.

Det fremgdr af afsnit 3.1, at linearisering af flydebetingelsen
kan anskueligggres ved betragtning af forholdene pa& en cirkel,
eller blot ved forholdene pd en kvartcirkel - jf. fig. 3.7,

snit 1. Princippet i lineariseringen fremgdr af fig. 3.8. Kvart-
cirklen inddeles i n fladeafsnit, hvor linie 0,1,2...n angiver
skaringslinierne mellem de forskellige plane flader. Retnings-
vektorerne for disse linier er benavnt 50’51"'5n’ Den lineari-
serede flydebetingelse fastlagges sdledes, at den overalt line-
ariserer inden for den korrekte flydeflade, dvs. pa den sikre
side.

Fig. 3.8. Linearisering af Coulombs flydebetingelse
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Den principielle opdeling i lineariserede fladeafsnit fremgdr af
fig. 3.9. Her angiver f forholdet (RO?Ri)/RO, der udtrykkker den
relative lineariseringsfejl. Denne fejl bliver max. 1—cos(Aei/2).
Den maximale fejl p& forskydningsspandingen Ty i forbold til Ro
kan derimod blive noge£ stgrre, nemlig g = (1—cos(Aei/2))/sin9?.
Endelig vil fejlen pa Txy i forhold til den aktuelle Txy kunne

blive nmsten loo% - jf. forholdene ved punkt So-

Igvrigt er de lineariseringer, der benyttes ved de numeriske
beregninger, angivet p& fig. 3.10. De tre fgrste iineariserin—
ger fremkommer ved en @kvidistant inddeling af'kvartcirklen.
Herved bliver fejlen pa 7xy i relation,tii R, stgrst ved flade
1. Ved den sidste linearisering er denne fejl gjort ens for de
lineariserede fladeafsnit, dvs. der benyttes en ikke-akvidistant

Txy
4\ Sh indvendig linearisering
Ro - korrekt flydebet
§ :
tilladelige
omr.

AR _ Ro-Ri_R,_cos.(A8; /2) R

Ro Ro Ro
AT_ AR/sin8_ (1-cos.(A8;/2))
Ro Ro sin.eT
R, cos Of

Fig. 3.9. .Snit i lineariseret flydebetingelse



ASt e

n=1,40=90°
8, = 0°, ; =90°

fy =29,3%, g, = 41,%

LIN=2 n=2,A0=45°

‘ - B0 = 0°,0=45° 0,=90°
f1 = 7,60/0 . g1 = 19,90/0_
f2 = 7,60/0, 92= 8,3°/o

LIN=3 n=3, A0=30°
0,=0°0,=30°86,=60° 6, =90°
flade 2 51 f, = 3,4%, g; =132%
f g fy =3,4%, g, =4,8%
flade 1 [t fy =34%, g, =3,5%
S . 3 :
>3
v 1,00 i X
txyﬂ 53
~_59;
LiN-y | flade 3 2 n=3,A8=163°, A8, =31,6° AQ; =421°
5.9, 8 =09 6,=163°, 06, =47,9° 65 = 90°
f1 = 0,80/0 . 91= 7,10/0
flade 2 S, f, =37% 9= 1,1%
f o f3 =6,7% . 93‘2-‘ 7,1°/o
W 20 Fig. 3.10.
100 I 6 Anvendte lineariseringer for Coulomb
| VA ! v

y —t flydebetingelse (f= AR/RO, g=A1/R,)
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inddeling. Linearisering LIN = 3 giver en fejl AR/Ro pd 3,4%,
medens AT/RO for LIN = 4 bliver 7,1%. Disse fejl vil ved prak-
tiske beregninger fuldt ud vare tilstrakkelig smi, p& grund af

den usikkerhed hvormed materialekonstanterne kan bestemmes.

Udledelsen af de angivne lineariseringer fremgdr i gvrigt af
appendix 2.

Sluttelig skal bemzrkes, at en udvendig linearisering af flyde-
betingelsen kan bestemmes ved blot at valge en passende stor

@-vaerdi i forhold til den aktuelle friktionsvinkel ©.

3.3 Andre geotekniske anvendelser af de

numeriske optimeringsmetoder

I det foregdende er bareevnebestemmelse for stribefundamenter
pé& halvuendeligt jordlegeme behandlet. Imidlertid kan de nume-
riske optimeringsmetoder ogsd tankes anvendt ved andre geotek-
niske problemer, hvor aer kan regnes med plan deformationstil-
stand. Beregning af bareevnen for de pd fig. 3.11 viste proble-
mer forlgber principielt helt som angivet i afsnit 3.2. Der mé
dog ved DILI-metoden (spzndingsfunktionsmetoden) anvendes en
ret fin netinddeling for at kunne tage hensyn til den skrénende
side, eller der mi benyttes en trekantformet netinddeling - se

’ _

Fundament ’ Skréningsstabilitet

Fig. 3.11. ©Nogle geotekniske problemer med
plan deformationstilstand
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Ved 3-dimensionale geotekniske problemer kan fremgangsmaden
principielt ogs& anvendes, men da der f&s langt flere.variable
og restriktioner end ved plane tilfzlde, synes metoderne ikkevpé

nuvarende tidspunkt praktisk anvendelige.

4. STRIBEFUNDAMENT-EKSEMPLER

Af de betragtede eksempler fremgdr, at ELLI-metoden ikke synes
serlig velegnet ved en automatisk, numerisk bareevnebestemmelse.
Til gengald synes DILI-metoden meget velegnet, idet den ved be-
regninger i eks. 1 og 2, hvor det er muligt at sammenligne med
eksakte lgsninger, giver lgsninger, der afviger med mindre end

%. Dette ma siges at vere fuldt tilstrakkeligt, ndr der tages
hensyn til usikkerhed ved bestemmelse af materialeparametre.
Ogsd ved eks. 3 (y # 0, ¢ # 0, ¢ # 0), hvor forskellige tilnar-
melseslgsninger kendes, f&s smd afvigelser fra disse. Med hen-
syn til eks. 4, der drejer sig om bestemmelse af NY' fis stgrre
vanskeligheder, da optimeringsproblemet bliver mere fglsomt. For
variabel belastning bestemmes imidlertid lgsninger med moderat
spredning. Disse lgsninger stemmer ogs& ganske godt overens med
andre lgsninger, men der bgr dog foretages flere beregninger for
at kunne bestemme'Ny's variation korrekt. ‘ '

Ved de fofetagne beregninger er der overalt regnet med konstante
materialeparametre. En vasentlig fordel ved den her udviklede
metode er imidlertid, at disse parametre kan varieres fra sted
til sted i jordlegemet. Foretages samtidig en udvidelse af den
her benyttede Qariant af DILI-metoden, s& der kan anvendes en
ikke-ak&idiStant netinddeling, f&s mulighed for at medtage en
stgrre del af jordlegemet uden fordyrelse af edb—beregningerne.

Ved alle eksempler benyftes dimensionslgse enheder; i eks. 1
og 2 bevirker langdeenheden m og kraftenheden Mp (= 10 MN) dog
en vis overensstemmelse med forholdene ved ler. .
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4.1 Stribefundament pd halvundeligt jordlegeme

b .
K 7."
belastning 2 M T Tl Paooes = variabel

H il oe = konstant bel.

]
/ - /

Fig. 4.1. Stribefundament p& halv-
uendeligt jordlegeme

belastning

belastning 1 (il

Den geometriske opbygning af de betragtede eksempler fremgdr af
fig. 4.1. o

Bazreevnen for et stribefundament med bredden b g¢gnskes bestemt,
idet jordlegemet er karakteriseret ved stgrrelserne ¢, @ og Y.

Ved de numeriske beregninger udskares en del af det halvuende-
lige medium. Da bareevnen er bestemt ud fra den tilladelige
spandingstilsﬁand i fundamentets umiddelbare narhed, er det
tilstrakkeligt at udtage en mindre del af omrédet. Dette fremgdr
ogsd ved sammenligning af nogle af de numeriske eksempler. For '
den udtagne del fastlagges randbetingelserne som angivet pa fig.
4.2, idet systemets symmetri udnyttes.
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RAND AB;~ symmetri = TXY = 0,-ox * 0, oy * 0

" BC: indspandt rand = ¢ o+ 0, T # 0, 0 #0
X Xy y

" CD: kun vandrette spandinger svarende til
volumenkrafter indsat i flydebet. =
Txy = 0, oxaafkt.(oy),ay = vy
" AD: fri rand = Tt =0, o_=20
Xy y

Fig. 4.2. Udskdren del ABCD og randbetingelser

De angivne randbetingelser er normalt p& den sikre side, men
langs BC kan f&s randforstyrrelser, hvis der ikke kraves
o, < 0 og cy < 0.

Belastningerﬁe '1' og '2' gengiver henholdsvis en javnt fordelt

belastning og en variabel, som illustreret i fig. 4.1.

4.1.2 Ligevagts-elementmetode_ eksempler (ELLI)

Ved beregningerne benyttes de numeriske eksempler ELLI-1 til
ELLI-13.Randbetingelserne fremgdr af fig. 4.2, idet der dog
regnes.med indspanding ved rand CD. Elementinddelingen er vist
pd fig. 4.3a-4.3c. Der benyttes kun 'belastning 1'.



y
Ab/2=1
' /4
: 0,5 :

10 X x=0,15/0,25/0,4
ELLI-1:4x2 elementer .,
YA b/2-1

JINNERE!
/C> —— X
' 3,73
10 X x=198/1,0

ELLI-2 : 4x2 elementer,
Udregnet ud fra opfimale
bereevne for (4,1), ndr
x =1 98 , '

Fig. 4.3a. ELLI-eksempler

Det fremgdr af fig. 4.3, at der ved nogle af eksemplerne kun medta-
ges etﬁeget’lille~udsnit,af det barende jordlegeme. Det fremgdr
dog af de udfgrte beregninger, at dette ikke er af navnevardig
betydning, idet bareevnen fgrst og fremmest er afhangig af span-
dingsoptagelsen umiddelbart under fundamentet, og isar er for-
holdene ved punkt E pd fig. 4.2 afggrende. Dette stemmer ogsi
overens med, hvad Lysmer [L¥YS, 1970] har erfaret vedr. bareevne-
lgsninger.
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b/2=1
Pididiit X
v .
05 4 .br2=1

1 07 0.8 [BRTRRNS —

10 /‘I/ ' /'I/ ! Y / g / / 7
ELLI— 3: 4x 6 elemenfer 0:7 X=0,2/0,373 .
y -0,333

/=1 a_ a,a,x a0,
, b2=1 (A A
aEaERy % _ELLI—L:th elementer
v/
1,0
{ b/2 1 |
3 =
0 10 , ,
2 A . x
ELLI-5:4 x2 elementer HHU oy
' 0,5
05 05 05
y o # A —
A br2=1 , ELLI- 6: 4 x3 elementer
Jey il v X
7’7, 7.
0,333
a,a,aza, a=0,333 { br2:1
ELLI- 7: 4x4 elementer X
, 1
0,25
a a. a.a.a a=90,25

Fig. 4

.3b.

ELLI- 8: &x5 elementer

ELLI-eksempler
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YA b/2=1
T e

X
T B
0.5
0.5
yA b/2=1
et
10 02 08 «
ELLI-9: bx?2 elementer 0.25 7777
0,25

05 05 a b a=01, b=04

A

Y) br2= ELLI- 10: &kx3 elementer
7T
0,5 x‘ 01] [0.3]]0,2
yt=10.20 0.1 {02
05 05 *Y? 21 10.2] l01]l0.1
A
ELLI- 11: 4x3 element -
’ xA elemen gr YA b/2=1
/44 /777—»7/
1,0
05 0,5 05 05
A br2=1 ELLI-12: 3x2 elementer
: 0,2 X
0,3 71 e ceccccrce

05 2 .a.a.a05 . a-025
I, S N B Saaa )

>

ELLI-13: 6x2 elementer

Fig. 4.3c. ELLI-eksempler
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Ved beregningerne benyttes de numeriske eksempler DILI-1 til
'DILI-9. Randbetingelserne fremgdr af fig. 4.1. Netinddeling m.m.
for DILI-eksemplerne fremgdr af fig. 4.4a-4.4c.

Sé&vel belastningstilfalde'j som'2'unders¢ges, idet belastnin-

gen tilnermes som vist p& fig. 4.4.

yl 1 b/2=125

Y Yy vyi] ; X

N
N\

<
AS

N
N

DILL - 1 : kvadratisk net: 0,5x0,5,4x8knuder

yh 1 b2-125
1

/] 725 / 7

N

DILI-2: rektangulert net: 0,5x10, 4x11knuder

Fig. 4.4a. DILI eksempler
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YA 1
b/2 = 1,167
TIITL T~ X
< , .
‘\
AN

DILI-3: kvadratisk net: 0,334 x 0,334 , 5§ x 10 knuder

YA 1
b/2 =‘|,1‘67
T
% X 7 = X
\\
\\
AN
AN
AN
N
N\

DILI- 4: rektangulert net: 0,334 x 0,667 4x12knuder

yh 1
AL
b/2=1167 -

TITTIT] L
7 777777 T X

DILI- 5: rektangul@rt net : 0,334 x 0,167 4x10knuder

yh 1 .
b/2=1125

FiTidv )l . s
7, 72 7 — X

o

DILI- 6: kvadratisk net: 0,25 x0,25,6x12knuder

Fig. 4.4b. DILI eksempler
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b/2 = 1125

IREREREEN
L

N

N

~
Y1

DILI- 7: kvadratisk net:0,25x 0,25 ,5x14 knuder

_ 1,

b/2=110

i1 13l
ST 2

AY

q

DILI- 8:kvadratisk nef: 0,20x0,20 , 6 x 13 knuder
.

b/2 =1,0833

TTTIIT
p. A

N
N

N]

N

|

DILI - 9: kvadratisk net: 0,167 x 0167 , 7 x 15 knuder
1 N

b/2 21,0833

RN 1l

4 7

DILI - 10 : kvadratisk net : 0167 x 0167, 6 x 14 knuder

Fig. 4.4c. DILI eksempler
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4.2 Eksempel 1: Stribefundamenters bareevne pd vagt-
lgs jord {y = 0, o # 0, ¢ *# 0)

Et problem, som det pd fig. 4.5 skitseredé, behandles, idet det
vagtlgse jordlegeme regnes at bestd af et kombineret kohasions-
og friktionsmateriale (c = 2.38, ¢ = 20°) . Coulomb's flydebe-
tingelse benyttes. '

/lr/ —F oy
belastning 1
- . (konstant)
IEERRINREL:
Y 2 ,f/ 74
vegtles jord
{y=0,¢c=2,38,p=20°)

Fig. 4.5. Stribefundament p& vagtlgs jord

Til dette problem eksisterer en del plaétiéiﬁetéteofétiske
lgsninger. Fgrst skal dog navnes, at bareevnen iflg. formel
(1.1) bliver p = 35.46, idet der jf. [FUN, 1977] benyttes
N, = 14.8. ' ' o '

Hos Chen [CHE, 1975] er angivet visse kendte gvre- og nedre-

verdilgsninger. Nogle af disse .er kort omtalt i det fglgende.

Benyttes en statisk tilladelig snitkraftfordeling; som angivet
pd fig. 4.6, fis fplgende lgsning -
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p =Q + R, hvor (4.1)

Pov)
il
N
O,
o
Q
ol
E
+
[T
S

_ 1 31 .
Q =5ctg (4ﬂ+§w).

%

[44sinp+sin?@+ (1+sing) (4+sin?@)
R er her det maksimalt tilladelige énaksede tryk, medens kraf-
ten P i stringerretningen bestemmes ud fra Coulomb's flydebe-
tingelse og kraften R.I det aktuelle tilfalde £&s lgsningen
p = 30.84.

Benyttes i stedet en statisk tilladelig snitkraftfordeling som
angivet pa fig. 4.7, hvor der benyttes uendelig mange stringere,
kan bazreevnen udledes som

p = ccoty [e"t9® tg? (%n + %&D) - 11 (4.2)

35.31.

Her f&s i det aktuelle tilfzlde bareevnen p

R

I

Stringer 2

~ Stringer 1 Stringer 3

Fig. 4.6. 3 trykstringere
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Fig. 4.7. Mange trykstringere

Med en brudfigur, som den pd figur 4.8 viste, dvs. en sdkaldt

Hill-brudmekanisme, fas fplgende bareevne:

p=ccmw[€mWWmH%w+%w)-1] o (4.3)

Dette udtryk er lig med nedrevardilgsningen (4.2), hvorfor der
er tale om en eksakt lgsning. ‘ S

Fig. 4.8. Hill-mekanisme
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Samme udtryk fds ogsi ved anvendelse -af brudfiguren pd fig.
4.9. Denne mekanisme er-en Prandtl-brudmekanisme.

Fig. 4.9. Prandtl-mekanisme

I tabel 4.1 og péd fig. 4.10 er angivet nogle i¢$ninger fundet
ved ELLI—beregnihger.,Det ses, at resultaterne gennemgéende er
ret darlige og kan give ned til ca. 60% af den teoretiske ba-
reevne. Af ELLI 5-8 og ELLI 9-10 fremgdr, at bareevnen er uaf-
hangig af elementstgrrelsen. Af ELLI 6, 10, 11 fremgdr, at ele-
. mentinddelingen umiddelbart til hgjre for den belastede del er
af stor betydning for Béreevnen. Tilsvarende visex ELLI 12-13,
at elementinddelingen under den belastede del ogsd er afggren-
de. Det galder s&ledes, at kun ndr der er mulighed for, at tryk-
stringerne kan komme relativt frit op til‘pkt. E (se fig. 4.2),
f8s rimelige lgsninger. Dette krav ggr det vanskeligt at ind-
lagge en fornuftig generel elementinddeling, iszr hvis forhol-
dene ¢nsﬁes‘undérs¢gt'l&ngere vak fra fundamentet end her.

I tabel 4.2 er angivet nogle l¢sninger ved DILI—beregninger.
Disse viser til gengald gédeli¢sninger, der for LIN = 3 ikke gi-
ver udsving pd mere end ca. 5% for forskellige netinddelinger.
Selv ved meget grove netinddelinger f8s en god bareevnebestem-—
melse, dog kan der fé&s bareevner 1lidt stgrre end de teoretiske
p& grund af lokale ligevagtsforhold. Det fremgdr, at netindde-
lingén kan valges generelt uden>hénsyntagen til snitkraftindde-
lingen - se ogsd fig. 4.11. Samtidigt er beregningerne relativt
billige selv for stgrre netinddelinger.
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edb teoretisk | teoretisk|benyttet
edb. behov LIN b bazreevne |bareevne |bareevne p/
eks. -4__+) 1flg. (4.2)|iflg. iflg.ELLI |- Pteor.
lo MP
Pieor. . (1.1) P
BLLI-1a 2 |2.00 | 35.31 35.22 20.7 0.57
x=0.15
- 1 20.7 0.59
ELie 2 |- - - 22.0 0.62
*=. 3 23.3 0.66
ELLI-1c 2| - - - 23.8 0.67
x=0.4
ELLI-2a 2 _ ~ _ 29.5 0.84
x=1.98 3 29.5 0.84
ELLI-2b
1.0 2 - - - 25.7 0.73
275 1 . T 2007 1 0.59
ELLI-3 430 2 - - - 20.7 0.59
530 3 S 22.2 0.63
ELLI-4a
0.2 2 - - - 27.8 0.79
ELLI-4b )
#2037 3 - - - 30.6 ~0.87
ELLI-S 110 2 .| - : - - 24.7 0.70
ELLI~6 190 2 - - - 24.7 0.70
ELLI-7 225 2 - - - 24.7 0.70
ELLI-8 250 2 | .- - - . 24.7 ©0.70
110 1 . . ’ 20.7 0.59
ELLI-9 135 2 - - - . 26.0 0.74
150 3 - - - ] 26.9 ©0.76
150 1 20.7 0.59
ELLI-10 190 2 - - - 26.0 0.74
. 230 3 26.9 0.76
ELLI-1lia )
/y=0.1/0.2 150 2 | - - - 28.2 0.80
ELLI-11b
/y=0.3/0.1 150 2 - - - 28.2 ‘ 0.80
ELLI-11c . : o
- - - 28.2 0.80
x,y=c.2/0.2| 130 2
ELLI-12 150 | 3 - - - 32.3 0.92
130 1 . 28.3 .| o0.80
ELLI-13 160 2 - - - 31.9 . 0.90
190 3 33.8 0.96

+) NEUCC-betalingsenhed: 1 MP =.1 maskinpoint

Tabel 4.1. Bareevne ved eksempel 1, ELLI-eksempler.
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P
A
35,31- Pteor.
30 4 7
~ 9 ot M-—LIN-3
i 6 78 ¥ TN
. o AmtepemmT
__1 2 34 3 1:247 7:282
ottt 2:247 8:282
20 1 Kvadratisk grundnet. 3:24,7 9: 323
Felten pr. enhedslengde. ' b: 267 10: 319 _
5: 260 11: 338, LIN=3
oo o 6: 282
10 T o~ 5= - EA A
e [N ._l‘ [T ' ‘T
S 443 2353 3 3
wy oW ot ol ut g
" varigtion i  varigtion i bode
‘udgang ubelastet ubelastet og
halvdel. belastet del.
Fig. 4.10. Bareevne ved eksempel 1,
ELLI-eksempler
A
1T 3 5 8 p=3531
- mfn - ———— 4 g e e - teor
R Iurj-z Foogdoemo N-3
30 + 2 b ,
1 : 38,67 6 : 349
2 : 336 ,LIN=2 7 : 34,8
20 + 3 : 352 8 : 34,9
. o 4 : 33,3 ,LIN=2
[l i 5: (35,2)
- m w @ (=}
0+ oL, numerisk eks.
o4O D3 O
= o o 2 =
e net inddelinger
— 3 ' ; pr. enhedsleengde.

—
N+
£~
w4+
o

]
[
Q

. 4.11. Bazreevne ved eksempel 1,
A DILI-eksempler
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teoretisk | teoretiski{beregnet
edb bareevne bareevne |bareevne
edb behov |LIN b |iflg.(4.2) iflg. iflg.DILI p/p
eks. %10 4wp Preor .1 P teox.
85 1 28.52 0.81
DILI-1 104 2 |2.50| 35,31 35,22 33.58 0.95
123 3 35.67 1.01
DILI-2 157 3 |2.50 - - 35.36 1.00
' 130 1 27.09 0.77
DILI-3 168 2 |2.33 - - 33.33 0.94
196 3 35.19 1.00
DILI-4 165 3 12.33 - - 34.77 0.98
DILI-5 190 3 |2.33 - - 35.36 1.00
192 1 26.58 0.75
DILI-6 234 2 12.25 - - 33.20 0.94
382 3 34.91 0.99
209 2 34.55 0.98
DILI-7 273 3225 - - 35.20 1.00
DILI-8 470 3 12.20 - - 34.91 0.99
1053 3 34.77 0.98
DILI-9 | 4007 | 4 [2-V7 - - 34.65 | 0.98
DILI-10 671 3 (2.17 - - 34.92 0.99
, LIN=3
DILI-1 DILI-3 . DILI-6 DILI-8 DILI-9 |endelig
i=2 ‘ i=3 - DILI~7.- i=5. DILI-10 lgsning
: i=4 i=6 (LIN=3)
34.91 34,77
35.20 34.92
I Y
35.67 35.19 35.05 34,91 34.85 |34.80
A=0.48 A=0.14 A=0.14 A=0.06
35.31-34.80
35.31
= 1.4%
Tabel 4.2. Bereevne ved eksempel 1,

DILI-eksempler.




- 152 =

Nederst i tabel 4.2 er nogle lgsninger for voksende antal ind-
delinger (i) indenfor fundamentsfladen vist. Idet der- benyttes
pi T = pi - Ai_fremgér, at differensen Ai omtrent synes at
blive halveret, hver gang antallet af inddelinger gges med 1. P&
dette grundlag er udregnet en endelig DILI~lgsning. Bidrag

mindre end 0.01 er regnet negligible.

Konklusionen af dette eksempel er alts§, at der opnds sardeles
tilfredsstillende resultater v.h.a. DILI-metoden. Til gengzld
f&s meget dirlige resultater ved anvendelse af ELLI-metoden,

medmindre ret specielle elementinddelinger valges.

4.3 Eksempel 2: Stribefundamenters bareevne pd vaegtles

og friktionslgs jord (y = 0, ¢ = 0, ¢ * 0)

Det pd fig. 4.12‘viste eksempel behandles, idet jordmaterialet
regnes at vere vagtlgst og friktionslgst (y = 0, ¢ = 0, ¢ = 2.38)

v b you . "
g "7 belastning 1

ity wwH__(Mﬂ

veegfles jord
(Y =0,C=2,38,\P :Oo)

Fig. 4.12 Stribefundament p8 vagtlgs
og friktionslgs jord.

Lgsningerne fra eks. 1 er naturligvis ogsd gzldende for dette
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eksempel, ndr @ = 0 indsattes, herved f&s p = 12.5. Som angivet
i [CHE, 1975] kan analytiske lgsninger lettere bestemmes for
dette tilfazlde, hvor Tresca's flydebetingelée gelder. En simpel
1gsning med 3 zoner, Og hovedspandingsretninger: efter x- og y-

aksen giver sdledes p = 4 - ¢ = 9.52 - jf. £. eks. [N m.fl., 1970]

En enkelt ELLI-lgsning er angivet i tabel 4.3. Den fundne lgs-
ning er lidt bedre end for det foregdende eksempel, men betyde-
lig d&rligere end for DILI-eksemplerne, der er angivet i samme
tabel, samt pd fig. 4.13. P.g.a. lineariseringssimplifikationen
benyttes en lille friktionsvinkel ¢ * C. Der anvendes ¢ = 5.

teoretisk | teoretisk | beregnet
edb bereevne bareevne bareevne p/p
i i . iflg. edb teor
cdb behgv LIN| b 1flg.i§.2) iflg " i +? e
eks. |x1omB Fteor (1.1) p
v T

‘ELLI—B 430 | 2 |2.00 12.5 12.51 9.69 0.78
95 | 1 ’ 11.12 0.89

DILI-1 105 2 12.50) = = 12.15 0.98
120 3 } ) 12.41 0.99

pILI-2 | 167 | 3 12.50 - | - 12.80. 1.02
121 1 11.12 | -0.89

DILI-3 123 2 12.33 - = ) 12.27 0.98
183 | 3 : 12.34 - 0.99

227 2 _ 12.21 0.98

DILI-6 | 5¢9 | 3 |2-2% ~ 12.38 0.99
DILI-8 381 3 12.25 - - 12.47 JfOO
DILI-9 | 782 | 3 |2.20 - - S 92.45 - | 1.00

12.51 - 12.45 = o
' L . % .5%
+) © = 0?5 ~o0 afvigelse 12.51 100 0

Tabel 4.3 Bareevne ved
eksempel 2.
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p h
1251-f=-——- —==0= ————— -
10 T + .
ELLI-3

R B S

33 =2 3 3

& o o 8 o

— —
1 2.3 4L 5 6

Fig. 4.13 Bareevne ved

eksempel 2.

Konklusionen for disse beregninger er ganske analog til eks. 1,
blot giver ELLI-metoden lidt bedre resultater end ved det fore-
gdende eksempel, hvilket}dog bgr sammenholdes med . den navnte
simple lgsning. ”

4.4 - Eksempel 3: Stribefﬁndamenters bareevne pd jord
(y # 0, ¢ # 0, c # 0)

Hidtil er der kun blevet benyttet konstant fundamentsbelastning,
da de foreglende tilfalde (y = 0) har kunnet sammenlignes med
eksakte plasticitetsteoretiske lgsninger. For problemet, der er
vist pad fig. 4.14, eksisterer imidlertid ikke eksakte lgsning-
er. Hos Chen [CHE, 1975] er angivet minimerede ¢vrevardilgs-
ninger, ligesom andre tilnarmelseslgsninger er givet af Cox
[COX, 1962] og Spencer [SPE, 1962]. Ved disse lgsninger er be-
lastningen regnet variabel, spec. linear—variabel. Derfor be-
nyttes sdvel 'belastning 1' (konstant) som 'belastning 2' (vari-
abel) ved de efterfglgende beregninger. I sidstnavnte tilfzlde
regnes alle belastningsparametrene i knudepunkterne under funda-

mentet for variable. Igvrigt benyttes kun DILI-beregninger.
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“ belastning 2" m
{variabel) L ll \Ll’l “belastning 1"

[J, Vil L 44l (konstant)

7

jord
ly+0,c=2,38, ¢=20°10°

Fig. 4.14 Stribefundament pa
jord.

I tabel 4.4 og p& fig. 4.15 er angivet lgsninger for ¢ = 20°

og G = 0, 1.0, 10.0, hvor G = (Y - b/2)/c. 'Belastning 2' benyttes
bortset fra G = 0, hvor 'belastning 1tlgsninger er angivet i
parentes. Der benyttes kun linearisering LIN = 3.

For G = 10.0 ses at fejlen, ligesom i eksempel 1, synes at blive
halveret, hver gang antélletvaf indde1inger under fundamentet for-
gges med 1. P& dette grundlag er i sidste kolonne udregnet en
endelig lgsning for LIN = 3. Det fremgdr af dette, at de

enkelte DILI—l¢sninger‘ ligger meget nar de, der er bestemt af

Cox, Spencer og Chen. Igvrigt skal bemarkes, at Cox [cox,1962]
bestemmer lgsningerne ved numeriske sliplinieberegninger, og at Spen-
cer [SPE, 196211bestemmer‘dem ved anvendélse af en pertubations-

metode med udgangspunkt i et vagtlgs jordlegeme.
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| Andre endel
G ! tiln®rmelses- | DILI-1 DILI-3 DILI-6 DILI-8 j DILI-9| lg¢sn.
metoder 2 indd. 3 indd. | 4 indd. 5 indd. 6 indd|. (LIN=

0.0 Cox 35.2 *¥|35.1
35.67 35.51 35.15 35.44" | 3593 | ol

Spencer 35.2 -0.0

A= 0.16 A = 0.36 -0.0

Chen 35.2 (35.64) (35.2) (34.9) -0.0

C -0.0

; -0.0

i 34.7

1.0 | Cox 42.6 A * «142.1
44.15 42.56 i 42.12 42.33 43.17 |-0.2

Spencer 43.6 ! (eks. -0.1

A =1.59 A = 0.44 med -0.0

Chen 43.1 6 y- ! -0.0

indd. ! -0.0

giver -0.0

42.17) 41.6

10.0 Cox 89.9 88.7
101.86 94.62 90.94 89.52 88.78 1-0.3

Spencer % -0.1

A= 7.24 A = 3.68 A= 1.42 A = 0.74 +)—0.0

Chen 103.3 90.18 4-0.0

-0.0

-0.0

-0.0

188.0

G = (y+b/2)/c c = 2.38
*

‘stemmelse af en korrekt vardi.

+)

Ta

angiver lgsninger, hvor der har veret benyttet et
omr&de, der i y-retningen har varet for kort til be-

Herved er blevet intro-

duceret kraftkomponenter, der ikke kan optages under
det betragtede omrdde. Disse fejl introduceres vanske-

ligere ndr'belastning 1' benyttes.

c'! =

bel 4.4

Bareevne ved eksempel 1, nar LIN =
.G

2.46 v ydre linearisering af flydebet. (LIN =

3, Q =

3)

20°

=0, 1.0 og 10.0, samt'belastning 2', ('1')
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P
899 4 % G =10,0
80 4
70 +
60 ¢
50 ¢
14.2,_5 _____ bz = nmycrrarzarezzaa 0210
£y N SN G=0
30 T
20 T Mm@ o o numeriske
e B B eksempler.
07 = =2 2 2 2
a o 8 8 a - nefinddelinger pr.
+ s } } -» enhedslcengde
12 3 4 5 6 {~1/2b)

De skraverede omrdder angiver Cox; -
Spencer--0g Chen -lesninger

Fig. 4.15 Bareevne ved eksempel3 ,
ndx LIN=3, G = 0, 1.0 og
10.0 samt 'belastning 1°'.

Endelig benytter Chen & Davidson [C & D, 19731, [CHE, 1975]

numerisk minimering af nogle gvrevardilgsninger.

Ved de resultater, der er angivet med *,fas for étore bere-
evner, da det medtagne omrade har varet for lille. Disse re-
sultater er derfor ikke medregnet ved bestemmelse af den ende-
lige lgsning. @nskes bareevnebestemmelse ved disse differeﬁsnet—

inddelinger, m& der derfor medtages et stgrre omrdde.
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bareevne
l o iflg. beregnet
G = Cox. bareevne
edb | v+b/2 . iflg.DILI p/p
eks. \LIN b c Peox P LIN = 3
1
1 . 34.76 0.83
DILI-1 | 2 |2.50]1.05 | 43.0 39.79 0.95
3 42.04 1.00 |
1 H
DILI-2 | 3 |2.50{1.05 | 43.0 45.91 1.00 R
’—“’_”""(*T”“"“ 30.40 0.75 !
DILI-3 | 2 |2.33{0.98 | 42.5 38.17 1 0.95 i
i 3 40.37 | 1.00
‘ 2 t 37.28
1 -
DILI~6 E 2.25/0.95 | 42.2 39,44 1.00 B
3 39.43
DILI-7 | , [2.25[0.95 | 42.2 39" 20 1.00 ]
DILI-8 | 3 |2.20{0.92 | 42.0 . 38.87 1.00 |
DILI-9 |3 [2.17]0.91 | 41.9 | 38.46 1.00

c = 2.38 y = 2.0

Tabel 4.5 Bazreevne ved eksempel 3 for
forskellige lineariseringer
og G v 1, samt 'Belastning 1.

Ligeledes €r for ¢ = 20° bestemt de i tabel 4.5 givne lgsning-
er for forskellige lineariseringer, 'belastning 1' og G v 1. Det
fremgdr heraf, at LIN=1 synes at give betydelige mindre bareevner
end de LIN=3 og Cox-metoden giver. LIN=2 synes ganske god, men

kun LIN=3 giver afvigelser p& mindre end 10% af hvad Cox-metoden
giver.

Ved sammenligninger mellem Cox-lgsningen og DILI~3 lgsningerne i
tabel 4.4 og 4.5 for G ~ 1.0 fremgdr, at 'belastning 1' som ventet
giver mindre bareevne end 'belastning 2'. Som det fremgdr af tabel

4.4, giver 'belastning 1' og '2' omtrent samme bareevne for til-
feldet G = 0. ’



Sluttelig er i tabel 4.6 vist l¢sninger for ¢ = 100, LIN=3,
G =0, 1.0, samt'bélastning 2. Disse beregninger udviser omtrent
det samme som de fbregéende, omend der ikke sker nogen nedgang

i A for G = 1.0.

Andre til-
nermelses-
G metoder DILI-6 | DILI-8 { DILI-9
0.0 Cox 19.85
Spencer 19.85 | 20.29 2 %
Chen 19.85
1.0 Cox 21.47 [-21.96 21.79 21.61..
Spencer 21.59 A ="0.17 A = 0.18

Chen ~ 21.54 ! l

% = ikke befegnede eksempler

Tabel 4.6 Bazreevne ved eksémpelB\, nar
LIN=3, v = 10°, ¢ = 0, 1.0 og
.belastning 2.

4.5 Eksempel 4: Stribefundamenters bareevne pd kohasionslgs

jord (y % 0, o ¥ 0, c .= 0)

T modsatning til eksempel 3 regnes i det fglgende med et ko=
hasionslgst jordmateriale. Som for benyttes LIN=3; og sdvel

'belastning 1'som'2,' som.det fremgdr af fig. 4.16.
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¢ b y
~ belasfning 2
mﬁ' I_I 7T (varigbel)
belastning 1
14y (konstant)
% 7T

kohcesionslgs jord
(vy$0, 910, c=0)

Fig. 4.16 Stribefundament péa
kohesionslgs jord.

I afsnit 1 er navnt, at bareevnen for et fundament pd jord kan

bestemmes ved formel (1.1): p=1/2." Y -~ b - NY + q Nq +

c - Nc' Udtrykket er som navnt et tilnarmelsesudtryk, hvor para-
metrene Ny, Nq og Nc bestemmes ud fra simplere tilstande. Medens
Nq og Nc kan bestemmes ko;rekt, hersker der stor usikkerhed
m.h.t. NY' Dette fremgdr dels af fig. 4.17 og dels af 4.18. Det
har derfor stor betydning, at kunne bestemme mere korrekte NY

vaerdier.

NY bestemmes ud fra en kohasionslgs jord, som vist p&d fig. 4.17,
d.v.s. ganske det samme problem som her betragtet, ndr b og Yy
normeres (b = y = 1). Der betragtes her kun glatte fundamenter,

d.v.s. kun lodrette spandinger ved fundamentsfladen.

I tabel 4.7 er forskellige resultater for DILI-eksempler angivet,
ndr linearisering LIN=3 anvendes. Af tabellen samt fig. 4.19
fremgdr, at der for c eksakt lig med 0 f&s noget skiftende re-
sultater. Dette skyldes, at det givne nummeriske problem er over-
ordentiig fglsomt i optimeringsfasen, da blot en ganske minimal

afvigelse fra 0 for en af parametrene kan betyde ganske meget
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Para-{ . - 1de ‘ Resultat Reference '
meter 1 L i
N i ) L.Prandtl i
N Vagtles og _oTtg @ o,¢ 1920 :
N = t 457 +5 !
a kohasionslgs \l q b g ¢ 2) [PrRN, 1920]
jord ! !
v=0, c=0, ' !
g=1 J i
N Vagtlgs og N_= e tgp tgz(4504—(§)—1)cottp L.Prandtl
¢ ubelastet 1920
jord. = (N _-1)cot® [PRN, 1920]
y=0, c=1, 4 1
q=0 -eks.1- :
N Kohzsionslgs, —_— @ ° 'o o ° ° ’ o
Y lubelastet A T 15°  20°  25°  30° 35° 40
jord. . N P
y=1, c=0, Ikke statisk G.G.Meyerhof
q=0. korrekt nedre-| 1.8 4.8 10.7 22.9 48.4 11611948
verdi metode [MEY,1948]
H.Lundgren*&
Sliplinie- 2.8 14.8 85.6 |K.Mortensen
metode 1953
[ruam,1953)
Sokolovski
Sliplinie~ 1.4 3.2 6.9 15.3 35.2 86.5 |1965
metode [sok, 1965]
B.Hansen &
N.H.Christen-
Sliplinie - 0.7 1.6 3.5 7.5 18.0 42.0 !sen. 1969
metode i [HeC,1969]
; e e
@vrevaerdi- LChen & David-
metode for on 1973
vagtles 1.2 2.7 5.9 12.7 28.§ 71.6 :[C&D' 19731
legeme. H
Tilnermelses- .Brinch Hansens
metode ud fra _ tilnermelses— |
de 2 fgrste NY-—1‘8(Nq—1) tg_(D metode 1961
—eks.4~- |metoder. [HA,B, 1961]

benyttes ogsd i den danske funderingsnorm

[FUN,

19771

Fig. 4.17

og N_.
g Y

Bareevneparametrene Nq’

Nc’

(De fleste af lgsning-
erne findes gengivet i [CHE,1975])
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INY ‘
e G.G. Meyerhof.
wod T H. Lundgren & K. Mortensen. : I
— == Sokolovskii !
——=— Bent Hansen & Christensen. P
Chen (gvreveerdilesning ) vl
—--— Brinck Hansen. ! ’
4 o
]
/
'v
30 I,’
I /
120
{
/
10
o
- 5¢ 10° 15¢ 200 - 25° 30° 35¢ 40° "
~vardier

Fig. 4.18 Reference NY




: . ; 3 5 i
@ edb ' ] | :
edb behov | Belastning: b © . C ‘ Y ! NY

eks. . | x10 4MPf i : | E
i 3 : " .
| DILI - 1 bel. 1 | 2.50] 521 0 | 2.0i 0.38
g - 10010 - 1.01 |
g 5 - 1501 0 ;- 2.09
i 5 - | 20°7 0 - 1.21/
i 1 ; | L 3.98
: - ; 252 L0 Po- 1.35
: - : 30 .0 o= 2.17
; - ; 350 0 0 - 3.68
; - ; 40° ¢ 0 boo- 3.13
H - K ().__,_ -42 e r e - —
130 bel. 2 & 2.50: 100 0 © 2.0 1.15
132 - ; 20 0 3.45
: 124" - ; 30 0o . 11.64
% 116 bel. 1 | 2.50: 100 i 0.001} 2.0 1.02
! 122 - : 150 - - 2.10
% 125 - i 15 0.01 - 2.20
' 238 - ; 20° | 0.001 - 3.99
: 122 - | 25° - - 7.23
‘ 120 - { 252 1 0.01 - 7.44
131 - 5 302} 0.001 - 1 12.64
; 150 - z 359 - - i 21.79
: 137 < ; 35% | 0.01 - | 22.26
126 bel. 2 ;i 2.501 102! 0.001 | 2.0} 1.17
132 - : 159 - - 2,49
126 - | i 20° - - i 4.89
128 - g i 252 - - 1 9.31
123 Do g L 300 - 1 17.91
124 - ! I 35 - - 34.89
238 | bel. 1 | 2.501 202 1 0.001 | 2.0 | 3.99
134 - 1 ©20° - - i 3.99
: 136 - | ! 20°, - -} 3.98
Tabel 4.7a Bzreevnebestemmelse

ved eksempel 4.
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edb ‘
edb behov :
eks. 10_4MP Belastning E b i ) [¢] Y NY
DILI - 3| 212 | bel.2 S 2,330 102|020 0.94
. 223 - : {20 - - 4.29
188 - : 309 - - 17.16
..... I
234 | bel.l ! 10010.001, 2.0 0.73
229 - : basgl - - 1.51
403 - ‘ © 20 - - 2.86
320 - L B 5.17
276 - : i 3001 - - 9.05
244 - ; | 35 - - 1 15.60
% i s
193 | bel.2 ' 2.33 | 102]0.001!2.0° ! 0.95
225 - E 1500 - - 2.10
242 - L2001 - - 4.30
230 - i 25 - - 8.65
235 | - {309 - - 16.95
256 - 3590 - - (24.300))
186 - f I i I 35.67°7
. ‘ —_ - I
DILI - 6| >858 | bel.1 2.25 | 10210.00112.0 | <0.57 |
: 434 - © 20 - 1 - 2.23
" : K
>897 | bel.2 2.25 | 20°0.001{2.0: | <4.02
DILI - 8| 811 | bel.1 2.10 | 20°{0.001|2.0 1.83
488 | bel.2 2.10 | 202] 0 2.0 3.68
'>428 - | 20%]0.001} - | <3.78

1) For kort i x-retning (iflg. Txy ~ udskrift)

2) -Ny elementindd. med 3 inddelinger i y-retningen

og 11 i x-retningen.

Tabel 4.7b Bareevnebestemmelse ved

eksempel 4.



NY 4\
L0+ —-— H Lundgren & K. Mortensen . 'I
—+— DILI 1,3 belastning 11{c=0,001)
—0— DILI 1,3 belastning 2(c=0,001) l
 DILI 1 belastning 1(c=0) d

30

20

10.

1 ® DILI 1 belastning 1c=0 og-
‘ ¢=0,001 sammenfaldende)

DILI-1, bel

DILI-1,bel.2 - _
I 3,bel.1

DILI-3, bel %

TR

DILI-1, bel. 2
T

k3
S S S -
5° 10° 150 200 2%° 30° 350 400 @

Fig, 4,19 N;-verdier bestemt i eksempel 4 (DILI-1 og DILI-3).
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for lgsningen. Dette er derfor sggt forbedret ved at valge -
c = 0.001, idet der derefter reduceres 1 bareevnen ud fra hvad
en st¢rre ¢ vardi giver. Som-det fremgar, fds.-en ganske betyde-

lig forbedrlng af resultaterne.

For de modificerede beregnlnger ‘ses, at der f£3s rlmellge 1¢s—
ninger, og det fremgar,.at der er en vesentlig forskelkpa, om
'beléstning 1' eller '2' anvendes. Ved de tilnermelsesmetoder,
der sémmenlignes med, antages stribefundamentet at vere fuld-
stendig stift, derfor bgr benyttes 'belastning 2'. Af tabel 4.8
samt flg 4.20 fremgdr, at differencen mellem resultaterne for
voksende antal inddelinger under fundamentet synes at blive hal—
veret hver gang antallet af inddelinger ¢ges med 1. Idet der be-
nyttes N$+1 = N; - Ai, hvor i angiver antallet af inddelinger

" pr. halv: fundamentsbredde, gelder, at At synes at ligge mellem
verdierne bestemt ved At = Al . 0.5 og At = Ai~1 0.6. Dette
svarer ogséd ganske godt til forholdene ved eks. 1 og 3, o9 er
derfor benyttet i tabel 4.9 og fig. 4.21 til bestemmelse af de
endelige Nv vardier. '

Af resultaterne fremgdr, at bestemmelse af NY er en betydelig
Vanskellgere opgave end lgsning af de foregdende bareevneproble-
mer._Dette_hanger sammen med, at problemet bliver betydelig
mere f¢lsdmty'idet sm& @ndringer i spandingerne har ret stor
indflydelse. pa ‘det endelige resultat. Det gelder dog, at der

for 'belastnlng 2' f8s ret begranset endring 1 NY ved @ndring i
antal lnddellnger (i), ndr ¢ er stgrre end 20° - 25°. For 'be-
lastning 1v - f&s derimod en meget vqldsom variation p.g.a. lokale
forhold under fundamentet, hvorfor det endelige resultat er be-
heftet med stor usikkérﬁed _Isar for dette belastningstilfalde
bgr:derfor foretages beregnlnger med finere inddelinger. Af
hensyn til reduktion af edb - beregnlngstlden bgr der dog be—
nyttes en ikke - ekv1dlstant 1ndde11ng, hvor der anvendes
grovere og grovere inddeling, jo léngere man kommer bort fra

~ fundamentskanten.
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Endelig !

Belastning DILI - 1 | DILI - 3 | DILI - 6 | DILI ~ 8 | lgsning
i=02 i=3 i=4 i=5 | (LIN = 3)]

1 3.99 ! 2.86 2.23 1.83 1.74")

A' = 1013 4% = 0063 A3 - 0.40 1 182

(55%) (63%) :

2 4.89 4.30 | <4.02 3.78 3.72")

2" = 0.59 a%0.28 4% <0.24 2
i [(47%) {(85%) 3.43 |

i = antal inddelinger
1) at = a 0.5 (kun led >0.01 medtages)
2) at = At " T 0.6 (kun led >0.01 medtages)

i-1

Tabel 4.8 Lgsningsforlgb for NY

ndr ¢ = 20°.

' "

Ny
, A O: angiver DILI - lgsninger
5
tssn