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RESUME

Denne rapport beskriver den teoretiske baggrund for en beregnings-
metode for vilkarlige hyperelastiske skalkonstruktioner uden knak.
Der anvendes en elemenmodel baseret pd et kompatibelt finite ele-
ment. Der anvendes en ikke-line=zr tgjnings—-flytningsrelation. En
rekke numeriske eksempler bl.a. bestemmelse af imperfektionsfgl-
somhed for cylinderskaller er anfgrt.

Endvidere beskrives en forenklet beregningsmetode, der anvendt pé
konkrete eksempler giver resultater, der ngje svarer til de med

elementprogrammet fundne. Et par fremgangsmdder til bestemmelse af
minimal bareevne for foreskreven imperfektionsamplitude er skitse-

ret.

ABSTRACT

The report gives the theoretical background for an implementation
of-a finite-element-program for the geometrical non-linear analy-
sis of elastic shells. Some numerical results concerning imperfect-
ion sensitivity of cylindrical shells are given.

In addition a simplified method is described. The method used on
specific examples leads to results very close to thoses obtained
by the finite-element-program. Finally, a couple of methods for

determining the imperfection sensitivity are described.
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1. INDLEDNING.

I dette arbejde sgges leveret bidrag til afklaring af bareevne-
forhold for skalkonstruktioner. Det omrdde, der specielt behand-
les, er sammenhzngen mellem bareevne og konstruktiv afvigelse

fra den tilstrazbte geometri.

Baggrunden for arbejdet er, at der i adskillige praktisk rele-
vante tilfalde m& konstateres uacceptable forskelle mellem eks-
perimentelt bestemte vardier for bareevnen og teoretiske verdi-
er, der hidrgrer fra matematiske modeller baseret p& den til-
strazbte geometri. Disse afvigelser skyldes i meget vid udstrak-
ning indflydelsen af forskelle mellem den idealiserede og den

faktisk forekommende geometri.

I de fglgende afsnit behandles to fremgangsmader til analyse af
skalkonstruktioners imperfektionsfplsomhed. Det er metoder, der
er baseret pd direkte behandling af den potentielle energi for
skalkonstruktionen. For begge metoders védkommende diskretise-
fes flytningsfeltet.

Den ene metode beskrives i kapitel 6. Som eksempel er valgt den
cirkulare cylinderskal med aksial belastning. Der benyttes et
antal "globale" felter til beskrivelse af flytningen. En rakke
forskellige flytningsfelter analyseres. Der skitseres en metode
til bestemmelse af den mindste vaerdi af bareevnen for en cylin-
derskal med given imperfektionsamplitude. Metoden adskilder sig
fra de sadvanlige metoder til bestemmelse af imperfektionsfgl-
somhed ved, at den farligste imperfektionsform, der kan model-
leres, bestemmes. Endvidere skitseres en konsékvent bestemmel-
se af bareevnen baseret pd matematisk programmering.

Den anden metode bestdr i, at skalkonstruktionen modelleres med
med kompatible finite elementer. I kapitel 2 gives en eksakt de-
formationsbeskrivelse af en (todimensional) flade. De opstille-
de deformationsmdl simplificeres til den grad af ngjagtighed,
der anvendes ved omhyggelig beregning af bjalke-sgjler. I kapi-
tel 3 udledes formler til beskrivelse af en konstruktion under
anvendelse af et diskretiseret flytningsfelt, tg¢jninger, der

formelt svarer til Lagrange-tg¢jninger, og spandinger, der af-

\



henger lineart af de benyttede tgjningsmal. I kapitel 4 opstil-
les en konkret elementmodel udfra den i kapitlerne 2 og 3 op-
stillede teori. Endelig behandles i kapitel 5 bestemmelse af
den kritiske verdi for proportionalbelastning udfra en linesr
egenvaerdianalyse. Med baggrund i et eksempel diskuteres mulig-
heder for bestemmelse af den kritiske vardi for belastninger for
systemer, hvor de ikke-linezre deformationsbidrag fgr stabili-
tetssvigtet ikke kan negligeres. I afsnit 5.3 vises, hvorledes
det i det tidligere beskrevne varktgj kan sattes i forbindelse

med den moderne stabilitetsteori.

Der er sidst 1 afhandlingen anfgrt et rzkke numeriske eksempler

til belysning af elementmodelleringens formden.

Der er sggt beskrevet metoder til beskrivelse af skalkonstruk-
tioners opfgrsel, idet belastningen stiger fra nul indtil en be-
lastning, hvor konstruktionens stivhed er sd lille, at den ikke
kan danne grundlag for yderligere belastning. Forholdene efter
en eventuel foldning, der normalt ikke er relevant for egentli-
ge skalkonstruktioner inden for bygningsomraddet, har sadledes ik-

ke varet det centrale emne for arbejdet.



2. SKALTEORI

2.1 Det benyttede koordinatsystem, beskrivelse

af den udeformerede skalflade.

Det forudsattes i den fglgende fremstilling, at der findes en en-
entydig (bijektiv) afbildning mellem skalfladen 93 og et para-
meteromrade 92. Afbildningen kan beskrives som en vektorfunk-

tion af formen

r =" = x'(e"p,, (2.1.1)

hvor 6% er et punkt i Qz og Ei er basisenhedsvektorer i et kar-
tesisk referencekoordinatsystem. Det er bekvemt at indfgre et
krumliniet koordinatsystem, der som koordinater har fladekoordi-
naterne 6% samt afstanden fra skalfladen malt med fortegn. Basis-
vektorerne kan bestemmes ud fra kendskab til stedvektoren r pd
fplgende méde. De to basisvektorer, der er beliggende i fladens

tangentplan bestemmes ved partiel differentiation af x

*) _ Xi

a =rx b..
=’ o —i

2, (2.1.2)

Dette vektorpar betegnes de kovariante basisvektorer i det be-
tragtede punkt hgrende til fladekoordinatsystemet. Forudsatnin-
gen om at afbildningen (2.1.1) er bijektiv sikrer, at de kovari-
ante basisvektorer er linezrt uafhzngige. Denne egenskab sikrer,
at der til ethvert punkt pd fladen findes en veldefineret normal-
vektor, der kan udtrykkes ved vektorproduktet af basisvektorerne

n = a,xa,/la; xa,]. (2.1.3)
Med |.| betegnes den euklidiske vektornorm. Det fremgér af (2.1.3),

at n er en enhedsvektor, der er vinkelret pé éa' Dette medfgrer,

at fglgende relationer er gyldige
nen =1, (2.1.4)

n-a_ = 0. (2.1.5)

Det ses ved differentiation af (2.1.4), at s, ingen komposant

*)Et komma fulgt af grask bogstav som index angiver partiel
differentiation efter en fladekoordinat. Bortset fra denne
afvigelse danner notationen i [2] grundlag for den her anvendte.



har efter normalens retning.

Da n,, alene har komposanter efter gs,kan vektoren udtrykkes ved

n, = bg a,. v (2.1.6)

-St¢rrelsen bB er fladens krumningstensor. Navnet er foranlediget
af, at bB anglver drejningen af normalvektoren for en tilvakst i

fladekoordlnaterne Udtrykket (2.1.6) viser, at bB er en tensor.

Da de kovariante basisvektorer éa ikke behgver at vaere enhedsvek-
torer, er det ngdvendigt med en sarlig undersggelse af langdebe-
stemmelse foretaget i fladekoordinatsystemet.

Et linieelement pé& fladen udtrykkes ved

ds = de% a : (2.1.7)
—_ —0

Langden af ds kan bestemmes ved hjalp af det indre produkt

ds® = ds-ds = (a,-a5)d6” ae®. (2.1.8)

Dette giver anledning til at indfgre

aas =§"(!.EB =xr, .r,B ’ (2.1.9)

der betegnes den til koordinatsystemet hgrende kovariante metri-
ske tensor. Navneg er dxkkende, da aaB beskriver langdeforhold

af linieelementer p8 fladen, og da aaB umiddelbart ses at opfyl-
de transformationsreglen for kovariante tensorer af anden orden.
For at kunne udtrykke fx. skalare produkter af vektorer pa en
‘enkel m&de ved hjalp af disses kbordinater viser det sig hensigts-
messigt at indfgre endnu et vektorfelt,der betegnes de kontravari-
ante basisvektorer. De betegnes med et ¢vre index _a_u og er defineret
ved at betingelsen

a -af = &P (2.1.10)
(o2

skal galde, idet GS er Kronecker's delta, der antager vardien 0
undtagen n&r o er lig med B. I dette tilfzlde antager stgrrelsen

verdien 1.

De kontravariante basisvektorer kan oplgses efter de kovariante,



a = a 2g- (2.1.11)

0B

Stgrrelsen a betegnes den kontravariante metriske tensor for

koordinatsystemet. Ved at multiplicere (2.1.11) med EY fremkom-
relationen

a%B agy = 53‘. (2.1.12)

B

Udfra produktreglen for tensorer ses det, at a®® er en kontra-

variant tensor af anden orden. (2.1.12) viser endvidere, at aaB

og aBY er reciprokke tensorer. Da de kontravariante og de kova-
riante basisvektorer udspender den samme tangentplan,gzlder
a%n = 0. (2.1.13)

Ved differentiation af (2.1.5) kan man ved at benytte (2.1.6)

bestemme endnu et udtryk for krumningstensoren

b = -n-a = ~n-r
oB = = =!

ay g (2.1.14)

aB

’

Det sidste udtryk viser direkte, at baB er en symmetrisk tensor.

Den mest direkte mdde at beskrive en flades deformation fra en
konfiguration til en anden, er at angive et vektorfelt, der net-
op beskriver de enkelte punkters flytning. Med baggrund i dette
forhold bestemmes til senere brug de fgrste to afledede efter
fladekoordinaterne for et sidant vektorfelt.

Vektorfeltet oplgses efter det lokale koordinatsystem

u=u® a,+wn, ' (2.1.15)

hvor u® er en vektor i fladekoordinatsystemet, mens w er en ska-
lar.

For at udtrykke E'u m& man bl.a. kende de afledede af basisvek-
torerne. Disse kan udtrykkes ved

=Y - = Yo
2y,8 = Tog 3, Pogn = Tygo a’=b o n (2.1.16)

(2.1.17)



hvor raBY og FZB er Christoffelsymboler af fgrste og anden art.
Udtrykket for
= e = Ce 2.1.
FuSY 24,8 EY 4B £'Y » (2.1.18)

viser ved koordinatsystemskift, at Christoffelsymbolerne ikke op-
fylder transformationsreglen for tensorer og derfor ikke er ten-

sorer.

Ved hjzlp af de bestemte stgrrelser finder man ved differentia-
tion af (2.1.15) udtrykket

g = 67, a g n (2.1.19)

hvor ¢Y og Y. er givet ved
[+ o

67 =u'] =u'|| +bVw =] +ul
a a o a

Y Y
o I’a6+wb0‘ (2.1.20)

= = - = -pY
My wla qu Py 8 Wrg " by Uy (2.1.21)
Her betegner en enkelt lodret streg kovariant differentiation i

det tredimensionale koordinatsystem med basisvektorerne a, o9 n.
En dobbelt lodret streg angiver kovariant differentiation i fla-
dekoordinatsystemet.

Stgrrelserne ¢Ya 09 H, bestidr af stgrrelser, der er tensorer.
Som fglge heraf er ¢Yu og 1, selv tensorer.

Ved at differentiere udtrykkene

Yo Y,
¢'a =a'*u,, (2.1.22)

U, = 0oy, (2.1.23)

partielt efter es fremkommer

2y o= Y - gy
E’aB 2 ¢'a B8y é'B
- 4Y a8 e (-TY 5.
= 0.y, (00, agtun) - (-Tga’=bg n)
= .Y § Ly Y ‘
= ¢.0L’B+¢.ar68+uabe _ (2.1.24)



[+
.
=]
It
=

=pu_ .=b_.a’e(

8 Ly
o, g Pygd t(djastugn) = uy gméi b g (2.1.25)

hvoraf man umiddelbart f&r

— (Y
u, B_ (¢.0L

§ v Y _ .6
Yry 6+<i>.OLI‘66+uo‘bs)@,f(uq’S deybggin. . (2.1.26)

’

For at kunne beskrive vektorielle produkter via koordinatvardier-

ne introduceres permutationssymbolerne, der defineres ved

a,X3g= €,gn (2.1.27)

a% af = ¢%fy | (2.1.28)

Det ses af definitionen for n (2.1.3), at (2.1.27) og (2.1.28) er
udtryk, der ikke strider mod tidligere definitioner, og da n er
felles for alle fladekoordinatsystemer ses det, at permutations-
symbolerne er tensorer. ’

Vaerdien af permutationssymbolernes elementer fremgdr af de neden-
stdende tavler,

NG 2 AN 1 2
' 1 0 Va 1 0 /—;—.—
2 | 3| o 2 -% 0

EU.B -E.aB

hvor a er determinanten af den metriske tensor, aaB' Det viser
sig endvidere bekvemt at bestemme vektorproduktet mellem flade-
koordinatsystemets basisvektorer og normalvektoren. De sggte ud-
tryk kan findes ved at multiplicere (2.1.27) og (2.1.28) skalert
med ay, o9 n. Det udnyttes endvidere, at skalart og vektorielt
produkt kan ombyttes i et rumprodukt, samt at rumproduktet af
lineart afha®ngige vektorer er nul.



Herved fremkommer

a X
—0

[}=]

€aod (2.1.29)

o, QBQEB.

1]

(2.1.30)

s
]

2.2 Beskrivelse af den deformerede skalflade.

Nedenfor beskrives den flade, der fremkommer ved at punkterne pd
den oprindelige (udeformerede) flade f&r en flytning,. beskrevet
ved u. Stedvektoren til den deformerede flades punkter gives ved
udtrykket

R = R(6%) = r(e%)+u(e®), (2.2.1)

hvor r er stedvektoren til den udeformerede skalflade. Det for-
udsattes, at der kan etableres en enentydig (bijektiv) forbindel-
se mellem punkter fgr og efter deformationen. Dette medfgrer bl.
a., at to punkter ikke flyttes til samme punkt i rummet. Endvide-
re kan beskrivelsen af den deformerede skalflade f&s direkte af
de i afsnit 2.1 opnaede resultater ved at erstatte r med R. Da
der sdledes m& knyttes et koordinatsystem til hver punktkonfigu-
ration, vil det vare bekvemt at benytte en fremstilling med et
fast koordinatsystem, der fx. kan vere det, der er knyttet til
den udeformerede tilstand.

Flytningerne kan udtrykkes ved

u=ua +wn. (2.2.2)
Basisvektorerne éa hgrende til den deformerede flades koordinat-
system kan bestemmes ved hijalp af (2.1.19) til

=Ry = L +U,, =2, +u,

A
—Q — O o (3 [+

Y Y =Y )
(Gd-+¢'a)éy-+uu£ A.agy+ua2 . (2.2.3)

Normalvektoren N til den deformerede skalflade bestemmes ved
hjelp af ’



= Y 8
é1x§2 = (A.1gy+u1g)x(>\.2_a_6 +u22)

Y 58 Y o -aY
A.1A.2§yx gs-+(k.1u2 Aoy u1)§Yx;1

Y 46 Y o, Y 8
Aiqhige gD+ (Aiquymhiyuy) eg 2

B Y 29
o

.BE.

Ya AYuu(s ewse _a_B.+/§°%e (2.2.4)

BY Y$

Her er de fundne udtryk for vektorprodukt af basisvektorerne
(2.1.27-30), samt det forhold, at permutationssymbolet er skav-
symmetrisk,benyttet. De i udtrykket (2.2.4) benyttede permutati-
onssymboler er knyttet til den udeformerede flade.

Determinanten for den metriske tensor, A, hgrende til fladekoor -

dinatsystemet pd den deformerede flade kan udtrykkes som

A= |axA (2.2.5)

2l

Ved hjalp af (2.2.4+5) kan normalvektoren til den deformerede
skalflade udtrykkes pd fglgende mide !

N = cosmg+v6§6 (2.2.6)
idet komposanterne er udtrykt ved
' = 1 JE 0B S
cos w Nz € € )‘ow}‘BG (2.2.7)
- va = \}E b eSY (2.2.8)
x >‘yo¢ Hg - .2,

Den metriske tensor hgrende til fladekoordihatsystemet i den de-
formerede tilstand findes som

A

il

ca =Y . §
ap ~ By B (LagY+uag) (Asg2a tugn)

=Y +
K'GXYB Ho Mg (2.2.9)
idet (2.2.3) indf¢gres. Den metriske tensor for den deformerede

flade er her udtrykt ved stgrrelser herunder flytninger beskre-

vet i den udeformerede flades koordinatsystem.

Krumningstensoren for den deformerede flade bestemmes ved udtryk-
ket
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BOLB = _E'E'OLB , (2.2.10)
se (2.1.14). For at bestemme et udtryk for BozB' der alene inde-
holder stgrrelser hgrende til den udeformerede flade samt flyt-
ninger beskrevet i dennes koordinatsystem, m& determinanten A,

der indgdr i udtrykket for N (2.2.6~8), bestemmes. Det kan udfg-

res pa fglgende made

= 1ae®Be¥sa

A= RygByyRphyy T3

OLYA36
1, .08 Y8 ,0 4

2a€ € ()\.u}\wY+uauy) ()\.S)\Ca+u8u6)
1, _aB v 50 z © :
A€ € ()"a)‘(pYA'B)‘CG-}'Z)"u)\wyusud

g Hg Uy Ug) - ' (2.2.11)

Ved kombination af udtrykkene (2.1.16), (2.1.26), (2.2.1+2),
(2.2.6) 0g (2.2.10) kan fplgende udtryk for krumningstensoren i den
deformerede skalflade opstilles
= - 8 .
BOLB = (\)Gé + cos wn) (EIGB+E'QB)
§

- $ o
vé[raﬁ+ q;.(x ,B+ d"arps

§ +uabg]

8
+c°sw[ba8_ua,6+¢'db85] (2.2.12)

Udtrykket kan forenkles en smule ved at indf¢ré A?B i (2.2.12).
Det bemerkes, at Kronecker's delta i alle koordinatsystemer bestédr
af 0 og 1, hvorfor den partielle afledede efter eo‘ bestar af

lutter nuller. Idet A?B indfgres i (2.2.12) fremkommer

-

§ p

- . $ §
B V(S[A.a,8+)\.dI‘pB+uab8]

aB
8 .
+cosm[)\.mb8(S UOLIB] (2.2.13)
For tydeligt at se, at BotB virkelig er en tensor, adderes til
(2.2.13) et nul p& den 1lidt usadvanlige form

=0.r° =71°f . =P ¢ +
0 0 FaB Fas(ép N) = ras()“va upcosw) (2.2.14)



hvorved (2.2.13) f&r udseendet

_ S o} § _,8 p §
B = vd[x. , +A.a rpB A.Dru6+uabs]

oB o,B

8 - o
+ cos w [)"abBG ua,8+up raB]

8 § 8
‘Vs[x-ans”abs 1+coswlA Dgg _“a“B] (2.2.15)

2.3 Beskrivelse af en flades deformation.

Fuldstendige og forenklede tgjningsmil.

For at bestemme de stgrrelser, der er ngdvendige for at beskrive
en flades deformation, kan det vare nyttigt at betragte fladeteo-
riens fundamentalsatning, [1], der fgrst blev bevist af 0. Bonnet
i 1841.

Hvis aOLB og baB er givne funktioner af Sa, eksisterer

en flade x*

= xl(e“), der er entydigt bestemt p& ner
placeringen i rummet, der har 4:-10‘B som metrisk tensor
og baB som krumningstensor, hvis aaB og baB er symme-
triske matricer, aaB er positiv definit, og at Gauss-

Codazzi-ligningerne er opfyldt.

De ngdvendige betingelser for at fglgende system af sammenhgren-
de partielle differentialligninger

Lrgtn = 0 / . (2.3.1)

nen =1 ) (2.3.2)

Lry® Lrg™ 848 o (2.3.3)
= 7Y -

Ligp = TigZi ~bogn (2.3.4)

kan integreres ud fra et punkt er opfyldt, hvis Codazzi's lig-
ning

buBHY = bOLY“B (2.3.5)
er opfyldt, og hvis stgrrelsen K i Gauss' ligning

K = b/a (2.3.6)
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er invariant. Stgrrelsen b er determinanten af krumningstenso-

ren.

Det ses af det foregdende, at deformationen af en flade fra en
konfiguration til en anden beskrives fuldstendigt, hvis @ndrin-
gen 1 den metriske tensor og krumningstensoren kendes, forudsat
fladen efter deformationen stadig er en flade, dvs. Gauss ~Codaz-
zi-ligningerne er opfyldt. Et szt af tilstrazkkelige deformations-
beskrivénde stprrelser er sdledes

=1 - _1 $ '
Fap T 2(Pag " %ap) T 2(0apt Ppat Mo Mgt ¥ Pep) (2.3.7)

KaB

B ,.-b

of [+

= baB(cosm—1)—cosw(uaHS-¢§ab86)
- 8 8
Vg (0ngllgru, pg)s (2.3.8)

hvor (2.2.9) og (2.2.12) er benyttet. Af (2.1.20+21) ses, at¢Ya
0g u, er linexre i flytningsstgrrelserne. Af (2.2.7 +8) ses, at

Cosw 09 Ve udtrykkes som produktet af et udtryk, der er kvadra-
tiske i flytningerne, og forholdet mellem kvadratroden af de me-

triske tensoreres determinanter. Dette determinantforhold ses af
(2.2.11) at vere et udtryk, hvor flytningerne indgdr i fjerde po-
tens. Udtrykket for KaB

For ‘en lang razkke formdl er tgjningsudtrykkene (2.3;74-8)un¢dven—
digt komplicerede. I det fglgende vil det blive undersggt, hvilke
konsekvenser en razkke forenklende forudsatninger vil have. Indfg-—

er sdledes yderst kompliceret.

relsen af forenklende forudsatninger i en eksakt teori medfgrer,
bat anvendelsesomrddet ikke er klart afgranset, idet det forhold,
at en lgsning til et problem baseret pd den forenklede teori op-
fylder de opstillede forudsatninger, ikke garanterer, at den fund-
ne lgsning er tet pa den lgsning, der findes ved at anvende den
eksakte teori pd samme problem. Det vil imidlertid ofte i en kon-
kret situation kunne sk¢gnnes,om anvendelsen af den forenklede teo-

ri vil vere tilladelig.

Det forudsattes, at stgrrelsesordenen af en stgrrelse differentie-
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ret kovariant med hensyn til en fladekoordinat svarer til stg¢r-
relsesordenen af den betragtede stgrrelse dividéret med en karak-
teristisk langde i deformationsmgnsteret. Dette kan udtrykkes

ved

o(T]| )= o(m)/L, (2.3.9)

idet L betegner en sd&dan karakteristisk l@ngde. En karakteristisk
krumningsradius betegnes ved R. Der transformeres til et kooxrdi-
natsystem, der i det betragtede punkt lokalt har koordinater, der
svarer til buelangder langs koordinatkurverne. De ved forenklin-
gen opstillede forudsatninger kan udtrykkes ved

o(ua)/L =g (2.3.10)
o(w)/R = ¢ (2.3.11)
e < o(w)/L < e% (2.3.12)

hvor € betegner en lille stgrrelse. Forudsatningerne (2.3.10 -
12) kan endnu mere lgst udtrykkes ved, at drejningen af norma-
len er lille, at flytninger i skalfladens retning er mindre end
flytninger i normalens retninger, og at en karakteristisk bglge-
lengde i deformationsmgnsteret er mindre end en karakteristisk
krumningsradius.

N&r udtrykkene (2.1.20+ 21) indfgres i (2.3.7), fremkommer

1
E =7(ua“8+u8”a+ZbaBW+w'aw’B)

aB

NS G —uY -
+5(ulu bYab(SB u bYuw,B u bée‘_“",a_)

1 \ .
+5(uYHauY|]B+b qu[|a+bzquH ww) (2.3.13)

¥
YB +bocb

B Y8
Forudsatningerne bevirker, at leddene i den nederste linie i
(2.3.13) er af mindre stgrrelsesorden end de ¢gvrige. Udtrykket
for krumningsandringen
_ Ay _.8
KaB = bas(cos w=-1)-cos w( ua“B ¢'ab66)

8
Vs (9 a”s“‘“abg) (2.3.14)
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frister ikke til en direkte udskrivning i flytningerne. De en-
kelte led betragtes hver for sig. Fgrst bestemmes langden af
vektoren

N*= L A XA

N 7z 2% By (2.3.15)
idet forholdet mellem kvadratrgdderne af de metriske tensorers
determinanter,-#%—, netop er langden af g*. Vektoren kan udtryk-
kes ved

*_ 0B v68 1
N'= e " e [2>‘0L’Y>\852+A0LY118§6]

- Y8 1,0 o B, B
= Eap € i(éY-+¢.Y)(66~+¢.6)E
¥s , .o o, B
+ EaB € (6Y-+¢Y)u as - (2.3.16)

Koordinaterne til N* i den udeformerede flades koordinatsystem

bestemmes som

wo 1.,2,.1.2_ 1.2 ‘
N%en = 1+¢1-+¢24-¢1¢2 6, 43 (2.3.17)
wreal = ulagdut ol y?  (2.3.18)
n*ea® = p? e gl u? - 92 (2.3.19)

De£ kan af udtrykket (2.1.20+ 21) ses, at forudsatningerne med-
fgrer

oe¥)=¢, (2.3.20)
e < ofuy) < e, (2.3.21)

Disse forhold bevirker, at de kvadrafiske led i (2.3.17-19) er

smd i forhold til de ¢vrige.

Da koordinaterne til ﬁ* er bestemt,kan vurderingen
o) = 1+¢ : (2.3.22)

umiddelbart findes. De foranstdende vurderinger og forudsatnin-

ger medfgrer
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o(cosw) = 1+¢ (2.3.23)
L

e < o(va) < g” : (2.3.24)

Det er nu muligt at vurdere de enkelte led i udtrykket for KaB'
1.

O(baB(COS(u—1)) =g°€ (2.3.25)

-1 .

o(cosu)uaHB)— Lo(ua) (2.3.26)
§ _ 1

o(cos<u¢.ub56)—-e ‘R (2.3.27)

ovg (% llg+u b)) = o(vg e (2.3.28)

§\P-glig THy Pg 8 e

Er man alene interesseret i at medtage de mest betydningsfulde
led, kan fg¢lgende forenklede tgjningsudtryk benyttes

=1
EozB = 2(uon”s+uf3”a+2buBW+w’aw’B) (2.3.29)

Kyg = w|1aB . (2.3.30)

1

Det ses, at (2.3.29) er kvadratisk i flytningsstgrrelserne, mens
(2.3.30) er linear i disse.

2.4 Det benyttede tginingsenergiudtryk, konstitutive
) ligninger, potentiel energi.

Det materiale, der behandles i denne fremstilling, er karakteri-
seret ved, at den specifikke tgjningsenergi , ¢, kan udtrykkes ved
tgjningsmdlene p& fglgende mide

1

¢ = >

aBy$ .
H (CEGBEY54_DKQBKNB)' (2.4.1)

hvor E er straktgininger og KuB beskriver krumnings@ndringer.

aBYS

Tensoren H udtrykkes ved den metriske tensor og Poissons for-

hold v pd fglgende mide

Au_pTy.
H)\u’rp _ %((1_\)) (a)‘T aup_(_a)\p a‘u'r) +2va"Ta“); (2.4.2)

De to konstanter C og D beskriver skallens stivhed overfor strak-
ning og bgjning. De udtrykkes ved
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Et/(1-v?) (2.4.3)

Et3/(1201-v%) (2.4.4)

- C

D

hvor E er elasticitetskoefficienten og t betegner skaltykkelsen.
For det specialtilfelde, hvor alle elementerne i baB er nul, er
udtrykket (2.4.1) identisk med det, der galder for en isotrop,
homogen skive-plade.

Udfra udtrykket for den specifikke tgjningsenergi kan de span-
dingsstgrrelser, der hgrer til de valgte tgjningsstgrrelser be-

stemmes ved differentiation. Heraf fremkommer udtrykkene

goB . 32 _ ,oBYS g

= aEaB Y6 C (2.4.5)
wt AL - n*#Yok D © (2.4.6)
of i
I naste afsnit bliver SOLB og MO‘8 nermere identificeret.

Udfra udtrykket (2.4.1) kan udtrykket for den potentielle ener-
gi for en skalkonstruktion med given belastning og given defor-
mation opstilles. Idet der alene betragtes fordelt fladebelast-
ning, f4r udtrykket for den potentielle energi formen

"= I n*fY8 c g

a
p aBEYcS+~DK0LBKY5)dA-J (p ua+p3w)dA. .
9]

Q.
3 3 (2.4.7)

Der kan naturligvis medtages andre belastningsbidrag.

Indfgres de benyttede flytnings—tgjningsrelationer i (2.4.7) kaﬁ
ﬂp udtrykkes alene ved flytningerne og den givne belastning.

2.5 Tolkning af spandingsstgrrelser,

udledning af ligevagtsligninger.

Ligevagtstilstande er karakteriseret ved, at den potentielle
energi er stationar med hensyn til variationer i flytningerne.

Ligevagtsbetingelsen er s&ledes
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_ apf ap _ a =
SWP—J (s 6E0LB+M GKOLB)dA J(p 6ua+p36w)dA— 0.

) 2
3 3 (2.5.1)

Ved variation af (2.3.29 + 30) med hensyn til flytningerne frem-

kommer
1
-6EaB =?2"(6ua”8+6uBHa+2baB6W+W”0L6WHB+6WH-0LWHB)
(2.5.2)
8Ky = Swllog (2.5.3)

Indfgres (2.5.2,3) i (2.5.1), og benyttes symmetrien i SOL6 og

MaB fremkommer

8
sm, = I [SaBGuaHB+SaBbaB6w+Squ”a wllg

3

\ ' B _ .0 R _
| + M SWHOLB p du,~p dwlda=o. (2.5.4)
‘For at finde en rzkke relationer mellem spandingsstgrrelserne

benyttes Gauss' integralsatning

O - o o
J n, T ds = [n T7]= J T |[adA , (2.5.5)
3%, a2

hvor T® er et vektorfelt defineret pd& omradet 93, der har rand-
ku;ven 393, og n, er en enhedsnormalvektor{ der er orienteret i
overensstemmelse med omlgbsretningen for 893. Da det er en for-
udsa&tning for anvendelsen af s@tningen, at 93 er enkeltsammen-—

hengende, kan den fglgende udledning ikke uden yderligere over-

vejelser overfgres til skaller med huller.

Ved passende benyttelse af (2.5.5) kan (2.5.4) omformes til

- of aB _ 0B
5ﬁP = 8% ngsu 1+ (5™ wl|l -M Ha)nBGW]

B
+[Ma8n‘6w|| ']—J (s“sl] +p*)su aa
B8 o B8 o
3
+j (M“B||a8—(s°‘5wu_a) |ls+s°‘3ba6—p3)5wdA= 0. (2.5.6)
2
93
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For at (2.5.6) kan vare opfyldt, md8 spandingsstgrrelserne opfyl-
de fglgende differentialligninger

s*Pllg+p% = 0 (2.5.7)

aB _ (B o R
M ]|0LB (s w[]a)[|8+s by ~P =0, (2.5.8)
der formelt svarer til de ligevagtsligninger, der benyttes i
Donnell-Vlasov teorien [2]. SOLB kan derfor identificeres med en
symmetrisk membrankrafttensor og MOLB med en symmetrisk moment-
tensor. Som det er vist i [{3], har betingelsen for momentlige-

vegt om normalen fglgende form

AB aB Ay _
EAB(S + M ba) = 0. _ (2.5.9)

Denne ligning er ikke opfyldt i det almindelige tilfalde. Der
er i [4] angivet et sat tgjningsstgrrelser, hvis tilknyttede

spandinger opfylder ligevagtsligningerne. Disse resultater er
baseret pa en konsistent linear skalteori. I appendix A-4.3 er

tgjningsudtrykkene angivet.
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A-2.1 Geometribeskrivelse ved hjzlp af imperfektionsfelt.

Ofte tilstrabes skalkonstruktioner udfgrt med en matematisk set
enkel geometri, fx. rotationssymmetrisk. Ved analyse af en skal
med en geometri, der adskiller sig 1lidt fra den "enkle", kan det
vaere bekvemt at benytte fglgende udtryk til bestemmelse af sted-
vektoren samt dennes fgrste og anden afledede med hensyn til fla-
dekoordinaterne.

Det forudsazttes, at stedvektoren kan udtrykkes ved

o]

r =’ w’n° V (a-2.1.1)

hvor £° er stedvektoren til det tilsvarende punkt p& den perfekte
skal, og woer den aktuelle imperfektion, der er funktion af flade-
koordinaterne. Vektorenvgf er normalvektoren til den perfekte skal-
flade. Basisvektorerne bestemmes ved differentiation af stedvektoren
o o

PR (o] o) o ) — (o] o] 0. Y (¢}
r, .= _r_,a+w,a5 +w B'u =r, +W'a5 +w bocE'

Iy, . (A-2.1.2)

Y ’

idet (2.1.17) er benyttet, og bz er den blandede krumningstensor
hgrende til den perfekte geometri. Normalvektoren kan bestemmes ved
normering af vektorproduktet af basisvektorerne.

Tilsvarende bestemmes

) 0 0, .0 _o0 0 o o_o0
9&6_EWB+WWB£+WW£%+WWEW+WEWB
- E?as+w9a820+(w?abg+w‘36bg) £y +w'nd g - (3-2.1.3)

Ved at differentiere relationerne (2.1.4+5) to gange fremkommer

0,0 _ e n? = 1Y ’ -
n E’aB R, E'B bdeY (A-2.1.4)
o o ~ 1,0, .0 o ,_o o .0
£I,Y EIOLS = {E £’Y0L8+E'B EI'Y(1+§"OC £I.YB}
= L[ 0. 0 $ § -
= ~-{n Zryap tPg Tyas v Pg Typs? (3-2.1.5)

hvor ryaé er Christoffelsymbolet af fgrste art hgrende til flade-
koordinatsystemet pd den perfekte skal. Disse udtryk giver

I CHOLE TR ELLE SR C VR N T
- - o 8 . $ YT1..0 _ .Y o _
[{n EXPE S rw6+barY85}a 17, =by by (A=2.1.6)



21

med aOLB som den kontravariante metriske tensor hgrende til den

perfekte skals fladekoordinatsystem.

Det fremgdr. af det foregdende, at udledningen ikke repr@senterer
nogen tilnarmelse under forudsatning af, at der kan etableres en
en-entydig forbindelse af formen (A-2.1.1) mellem punkter pa den
perfekte referenceskal og imperfekte skal. Baggrunden for denne
1lidt omstandige Jeometribeskrivelse er, at det i konkrete tilfeal-
de er ret vanskeligt at kontrollere vektorerne r, Ty, ©9 r’uB’
mens det ofte er let at beskrive den perfekte geometri samt im-

perfektioner hver for sig.
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3. ELEMENTFORMULERING AF EN IKKE-LINEZR ELASTICITETSTEORI

3.1 Den betragtede teori.

Den her betragtede teori kan karakteriseres ved

a) at den specifikke t@¢jningsenergi udtrykkes som en positiv-

definit kvadratisk form i tgjningsmilene

b} at tgjningsmdlene samlet pd vektorform kan udtrykkes ved

£= 2 () + 30 (0 (3.1.1)

2
hvor £, og %, er en linear henholdsvis bilinear differential-
operator, der virker pd flytningsstgrrelserne samlet i u.

Notationen, der ogsd benyttes i afsnit 5, er hentet fra [1].

Det kan ses, at den forenklede skalteori, der er angivet i afsnit
2.3 , har denne form. Det samme gazlder fx en teori, der beskriver

hyperelastiske materialer med anvendelse af Lagrangetgininger.

3.2 Diskretisering.

Det betragtede flytningsfelt udtrykkes som en linearkombination
af en rakke elementarflytningsfelter

u=Ng, ' (3.2.1)

hvor u er flytningsvektorens koordinater, N er en interpolations-
matrix, der varierer fra punkt til punkt,og g er parametrene i
flytningsfeltet arrangeret som en sgjlevektor. Den betragtede
tgjningsdefinition (3.1.1) kan ved hjelp af N udtrykkes som

17T

. = L, +
€l ~1 g

=

g 1% g (3.2.2)

[\S]

~ 1

Matricerne gl og ki er koordinatafhengige. Da den kvadratiske

del af (3.2.2) er et kongruent produkt, kan gi uden indskrenk-
ning vaelges som en symmetrisk matrix. Index i antyder, at der

til forskellige tgjningsmdl hgrer forskellige t@gjningsfordelings-—
matricer.
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Konstruktionen opdeles i elementer, indenfor hvilke flytnings-
feltet kan udtrykkes ved

g, = N, W (3.2.3)

hvor Ee er de bestemmende parametre. Disse kan uddrages af g ved

¥, =D, 9 (3.2.4)
Indenfor elementet kan de stgrrelser, der indgér i den lineare

del af tgjningsdefinitionen,samles i vektoren

4 =DNg K, - (3.2.5)
Den del af flytningsfeltet, der indgdr i den ikke-linezre del

af tgjningsudtrykket, kan indenfor et element udtrykkes ved para-
metrene !

*

W, =E, ¥, (3.2.6)

hvor Ee er en konstant matrix.

De stgrrelser, der indgdr i den ikke-lineare del af tgjnings-
definitionen, samles i

* * *

a=Ny K, - (3.2.7)

Tginingsdefinitionen (3.2.2) kan ved hjzlp af -tilstandsvektorer-
*

ne d og 4 angives p& formen

€, = L1T +

‘]_ *m 2 *
i ~id ~ 2

47 Ligd - (3.2.8)

ol

N&r tgjningsdefinitionen angives p& formen (3.2.8) har diskreti-
*
seringen alene indflydelse p& tilstandsvektorerne, ¢ og 4 ,

mens den valgte teori bestemmer matricerne glg og kid
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3.3 Potentiel energi.

I det. tilfalde, hvor den specifikke t@gjningsenergi er en positiv
definit kvadratisk form i tgjningsmélene, kan den potentielle
energi for en konstruktion pavirket af konservativ belastning,

P , udtrykkes ved

ﬂp = %.I.Dijaiej da —-I'ET u da (3.3.1)

A Ap
idet A og AT betegner konstruktionens udstrazkning henholdsvis
den del af denne, hvor belastningen er kendt. Der betragtes i
det fglgende alene tilfzlde, hvor Dij er en symmetrisk matrix,
der ikke er f}ytningsafhangig. For den prasenterede skalteori

fremkommer D'J ved passende omordning af (2.4.2).

Indsattes tgjnings-flytningsrelationen (3.2.2) i udtrykket for
den potentielle energi (3.3.1) fremkommer

-1 ijp 1T 1T 1T T 2
L !D (L9 (gj 9 + (L; 9 (g gjg)
1, T2 T 2
+ 7(qLiQ (g gjg)]dA
- j" ETE g da (3.3.2)
Ag ’

I det fglgende benyttes, at stgrrelserne i parantes er skalarer.

Det ses endvidere, at givne belastninger indenfor den valgte

diskretiserings rammer er akvivalente, hvis belastningsvektorerne

g=ng'§dA : (3.3.3)
AT' g

er identiske.
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3.4 Ligevagtsbetingelser.

Til bestemmelse af sammenhgrende belastnings- og flytningstilstan-
de for den elementopdelte konstruktion benyttes variationsprincip-
pet Stationar Potentiel Energi. Dvs. en ligevagtstilstand er ka-
rakteriseret ved, at den potentielle energi (3.3.1) er stationar
for et varierende tg¢gjnings-flytnings-felt, der opfylder variations-

princippets sidebetingelser

1) Flytningerne har formen (3.2.1)

2) Tgjnings-flytningsrelationen (3.2.2) er opfyldt

3) Flytningerne kan gengive foreskrevne randflytninger
4) Flytningsfeltet er kontinuert over elementrande

5) Den partielle afledede af flytningsstgrrelsen w er konti-

nuert over elementrande.

Ngdvendigheden af de sidste to sidebetingelser kan indses ved

at betragte variationen i den potentielle energi som en sum af
bidrag fra de enkelte elementer. Disse bidrag kan findes ved at
benytte (2.5.6) for de enkelte elementer. Randbidragene, der er
angivet med kantede paranteser, omfatter bidrag fra elementrande,
der dels falder sammen med konstruktionens ydre rand og dels an-
giver grenser i konstruktionens indre.

Indfgres sidebetingelserne 1) og 2) i funktionalen fremkommer
udtrykket (3.3.2). Det ses, at betingelsesligningerne for lige-
vagt - variationsprincippets Eulerligninger - er algebraiske
ligninger af hg¢jst tredie grad i de ubekendte q -

i3p 11T 1T o2 1,1 T2 T2 .2
fD [Likj + (Ly g)gj + 5(L,q LY +(g gig)gj)]dAg

—Jj?gdA= 0 (3.4.1)

Den potentielle energi kan udtrykkes ved hjzlp af de i ligevagts-
ligningerne optradende stgrrelser, da der umiddelbart kan op-
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stilles fglgende identiteter

1T T.2 . _ 2 T; 1T .2 1 .1T?2
%3 @ (@039 =33 TR ey + 7 LTyl (3-4.2)
°g
2
(gTQig)(ngjg) = gT[(ngﬁg)gilg . (3.4.3)

3.5 Incrementale ligevaegtsligninger.

Det forhold, at elementmetodeligningerne (3.4.1) er ikke-lineazre,
bevirker, at det ikke pd8 forhdnd er givet, at en opndet lgsning

er den for det fysiske problem aktuelle.

Under en deformation, der sker sd langsomt, at dynamiske effekter
kan lades ude af betragtning, md& ligevagtsligningerne (3.4.1)
stedse vere opfyldt. Det bevirker, at der galder fglgende sammen-
heng mellem tilvakster i belastning og flytninger

ije, 11T 1T 2 2 17T 1 T .2
D L.L." + (L L. + L& L. + ) L.
. Jﬁ (L,L (~i g)Nj ~3 3 %1 3 ~3j

1, T 2
+ i(g Ejg)gi + Lig9 g gj] dA gq
=
"fB Nda=g0. (3.5.1)
A

En prik over en stgrrelse angiver differentiation med hensyn til
en styrende monotont varierende parameter, der ofte er en belast-
-ningsparameter. Det ses, at (3.5.1) er et sat af lineaxre diffe-
rentialligninger af fgrste orden. Disse kan i forbindelse med

en betingelseligning benyttes til bestemmelse af p og ¢ som
funktion af den styrende parameter, nar udgangssituation;n er
kendt. Koefficientmatricen i (3.5.1) bestdr af bestanddele, der

ikke direkte optrazder i udtrykkene for den potentielle energi
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(3.3.2) og ligevagtsligningerne (3.4.1). Det er imidlertid mu-
ligt at opbygge disse udtryk ved hjzlp af de i (3.5.1) forekom-
mende udtryk, da de fglgende identiteter eksisterer

T2 .2 _ 1., .2 T2 T 2
(@L3Liq = 302 L3 g°ky + (9L39L5]1g ((3.5.2)
1T 2 1, T2, _ 1,1 T 2 17T 2 2 AT
L DL3e + 5 k(@ L5 = 3IL;g Ly + L 9Ly + Ligk;lg
(3.5.3)

I en konkret beregningssituation vil differentialligningerne
(3.5.1) ofte erstattes af differensligninger,idet é og ;
erstattes med differenser Ag og A§ svarende til en endelig
andring i den styrende parameter. Ved at indfgre denne forenkling
kan man ikke l®ngere garantere,at lgsningen er den sggte, men er-
faringen viser imidlertid,at valges trinene tilstrakkeligt smé,

vil forenklingen ingen negative fglger have.

3.6 Samlet formelsat.

3.6.1 Definitioner.

I den videre fremstilling benyttes fglgende matricer

_ ij o1 1T
X fo L; Ly aa . (3.6.1.1)
A
_ i1 T2 2 1T T 1,2
N, fD (Lig Lj + Ljr\/%l + (g 'I:'l)’gj]dA (3.6.1.2)
A
* ij 1T 2 1.1 T2
Ny = )0 0@ LY + 5hig gj]dA (3.6.1.3)
A
_ ij; 2 T2 1, T2 2
N, = |D [gl 99 Ej + 35(g gig)gj]dA (3.6.1.4)
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x ije1, T2 .2
N, = D [z(g gig)gj]dA
1N
R = |y ga
Aq

(3.6.1.5)

(3.6.1.6)

De stgrrelser, der indgdr i udtrykkene, er defineret i (3.2.1,2)

og (3.3.1). Den benyttede opdeling er angivet i [2].

3.6.2 Beskrivelse med brug af globale stgrrelser.

I dette afsnit indfgres definitioner fra afsnit 3.6.1 i en rakke

udtryk fra afsnittene 3.3 til 3.5. Det ses séledes, at den poten-

tielle energi (3.3.2) kan udtrykkes ved

_ T 1% 1..% T
T =3 8 * 3 *a8)g - R g

(3.6.2.1)

Udnyttes identiteterne (3.5.2,3) kan (3.6.2.1) omformes til

B T TS T
T T3 (o TR fN)) 9 IR -

(3.6.2.2)

Ved benyttelse af (3.6.1.1,3,5,6) bliver udtrykket (3.4.1) for

ligevagtsligningerne @ndret til

* *
<50 + Nyt N,) a-R=0,

der ved hjalp af (3.5.2,3) kan skrives som
K. + =, + vy g-r=0
~0 2~1 3x20 2 &~ 7

De incrementale ligevagtsligninger (3.5.1) f8r formen

U .

(Bg + Ny + N)) g-R =2 .

(3.6.2.3)

(3.6.2.4)

(3.6.2.5)

Det ses af definitionerne, at matricerne '50, §1 og Ez er sym-

metriske. Dette forhold kan vare medvirkende til at forenkle

numeriske beregninger. Som det er diskuteret i [3],er de her
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ikke de eneste,

for hvilke

ligevaegtsligningerne og de incrementale ligevagtsligninger udtryk-

kes ved hizlp af de samme matricer. Ingen af de mulige udtryk

har umiddelbare fordele. Eksisterende EDB-programmer fx. til

linear stabilitetsberegning kan imidlertid bevirke at et enkelt

valg af §1

3.6.3 Opbygning af systemmatricer af elementbidrag.

og N

2

kan vere mest hensigtsmessigt.

Ved udfgrelsen af integrationen i udtrykkene (3.6.1,2,4,6) er

det bekvemt at udtrykke integralet som en sum af bidrag stammen-

de fra de enkelte elementer.

I dette afsnit omformes de anfgrte

udtryk p& denne m&de, idet der benyttes udtryk hentet fra afsnit

3.2.

Ved at kombinere udtrykkene (3.2.4-8) kan fglgende udtryk for

tpjningerne tilvejebringes

€, =
1

(L

ld ~d~e

l*
g + ; qT(DTFTNdTL2 N

1d~d~e~e

(3.6.3.1)

Ved at sammenligne (3.6.3.1) med (3.2.2) kan der angives fglgen-

de udtryk

W
[V

o
AN

Re ge ~d

T _1

T *T

N

Liag

!

2

*
Lig Ng Ee Re

D

r

(3.6.3.2)

(3.6.3.3)

der ved indsattelse i (3.6.1,2,4,6) giver den ¢gnskede opdeling.

Arealet af element nummer

~
It

W

T ij 1
ezlge[f (N Lai
Aer

EE

el
e ~0

D

~

L

1T
~d3

el betegnes med Aél'

Ny) dalpg

(3.6.3.4)
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_ T ij T 1 T 2 L *
N, = glg [J D™ (Ng Lg; & iy By) A E
el
T ij, 1T *T 2
+ Ee J. D (gdi Q)Ed de Ed da E
Ael
T 1§ ,..¥T _2 * T
+ zef DNy Li; & Lgj Ng) 1R
Ael
=yoinstn _ (3.6.3.5)
el™® "~ ~e
_ T T i ¥ T p 2 ¥ *T 2
Ez gl_ge Ee[ f D (Ed (kdi gi g, de
v Ael
1, *¥T_2 ¥ .2 *
- * 78 Rgy 9 )Eq4)Rq)9RIE, B
= Too NSt o, (3.6.3.6)
el
R = ZDTf N' Faa = Yol gt (3.6.3.7)
~ ~e ~e X ~e ~
el n el
Tel
I det sidste udtryk betegner ATel den del af udstrazkningen af

element nr. el , hvor belastningen er givet.

Ofte er det ikke muligt at foretage de ngdvendige integrationer
eksakt. I disse tilfalde ma nﬁmerisk integration benyttes. Under
alle omstandigheder er det afggrende, at de udtryk, der skal
integreres bliver sd enkle og kortfattede som muligt. Dette

_hensyn har bevirket, at det fortrinsvis er matricer knyttet

til tilstandsvektorerne & og Ag* , der er benyttet i (3.6.3.4-6).
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3.7 Bestemmelse af "eksakte" knudekrafter.

De forenklinger, der indfgres i afsnit 2.3, har til form&l at gg-—
re opstillingen af sekant- og tangentstivhedsmatricen gennemfgr-
lig.

Forenklinger, der ikke er knyttet direkte til de konstitutive lig-
ninger eller flytningsinterpolationen, kan have konsekvénser, der
ikke umiddelbart kan forudses. Det er derfor gnskeligt, at alene
flytningstilnermelsen og materialemodellen har indflydelse p& l¢s—
ningen til et givet problem.

En metode til at bestemme en tilnazrmelse til en lgsning ved itera-
tion kan bestd i, at knudekrzfterne bestemmes eksakt som vist ne-
denfor, hvorefter forbedringer til flytningerne bestemmes ved hjelp
af den tangentstivhedsmatrix, der kan opstilles p& basis af den til-

naermede teori.

Den potentielle energi har formen

m =%I[ETC€+KTDK]dA*j pe-uda (3.7.1)
og ligevagtsligningerne
_ T T -
Sw_ = [e"Cc8e+k D(SK]dA—J pe*Suda =0. (3.7.2).
Flytningerne interpoleres ved
E:_quI, ' (3.7.3)

hvorved ligevagtsligningerne f&r formen

_ I_,I ~
GHP = [Q"-R71S ap = 0 (3.7.4)
med
e oK
of = J[ng st KD g 1dA (3.7.5)
A 97 ES
RI=J peulaa (3.7.6)
A~

I _,
For at bestemme O~ m§ de afledede af tgjningsmélene med hensyn til
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ar bestemmes. De eksakte tgjningsdefinitioner (2.3.7+ 8) er
EOLB = %(éa.és—éd-ga) (3.7.7)
KGB =-"N°Riygtn ETPS (3.7.8)

idet notationen fra afsnit 2 er benyttet.

De afledede af t@jningsmdlene med hensyn til q; er

of I I I I
= 4{a - . . .
an 2{2(}, E'B+—a“3 E'Q+E’a E’B+E'B E,a} , (3’7-9)
QK 9N R ON
0B _ = . _ . 2748 = _ .
day  daqyg Rrgp ™ X EE 3q; e N-uy - (3.7.10)

oN
For at bestemme stgrrelsen §é; er det bekvemt at benytte relatio-
I

nerne
NeN =1 (3.7.11)
NeaA =0, } (3.7.12)
der differentieres med hensyn til qq- Herved bestemmes

7N
e = -1a% a;" -N) 13, = -9 (T
I

*N)A (3.7.13)

o §
Indsattes (3.7.13) i (3.7.10) bestemmes et udtryk for»BKuB/an,
der lader sig udregne i diverse integrationspunkter,vnér flytnings-

tilstanden er kendt.
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4. EN FINITE-ELEMENT MODEL TIL BEREGNING AF TYNDE
SKALKONSTRUKTIONER

4.1 Indledning.

I dette afsnit prasenteres en konkret model baseret pd den teo-
ri, der er udledt i afsnittene 2 og 3. De matricer, der skal
benyttes til opbygning af et generelt kompatibelt skalelement,
bliver udviklet.

4.2 Krav til o§ gnskede egenskaber for elementmodellen.

Nar bestemmelsen af ligevagtstilstande foretages ved anvendelse

af et variationsprincip, er det en afggrende forudsatning, at de
felter, der benyttes i modellen, opfylder variationsprincippets
sidebetingelser. Eulerligningerne til det her benyttede variations-
princip - Stationar Potentiel Energi - er (3.4.1). De aktuelle

krav til flytningstilnsrmelsen er
a) De foreskrevne randflytninger skal kunne gengives.

b) Flytningen i skallens tangentplan (ua) er en gang differen-
tiabel i elementernes indre og kontinuert over elementrande.

c) Flytninger i normalvektorens retning (w) er to gange diffe—
rentiabel i elementernes indre. Endvidere er w, Wiy O9 Wig

kontinuerte over elementrande.

Nar man stdr overfof at skulle beskrive flytningerne er der to
nogenlunde narliggende muligheder for dette. Flytningsvektoren
kan angives ved sine koordinater udtrykt i enten det lokale
koordinatsystem eller i det globale kartesiske referencesystem.
Det er ved begge fremgangsmdder muligt at opfylde de anfgrte
fundamentale krav a), b) og c¢). Valget mellem de to fremgangs-
méder mé& betinges af andre forhold. Disse peger imidlertid ikke
udelukkende i en retning, s& valget m& vare en afvejning af dis-

se hensyn.

For at benytte flytningerne angivet i det lokale koordinatsystem
kan anfgres

Teorien fra afsnit 2 kan umiddelbart anvendes.

Resultaterne vil vaere nemme at fortolke.
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Det er muligt, at valge forskellige formfunktioner for

u [} wo.
o g

Begrundelsen for at benytte flytninger udtrykt i referencesy-
stemet er,at det herved er enkelt at sikre at infinitisimale
stiftlegemebevagelser ikke giver bidrag til t@¢jningsenergien.

Der er imidlertid den gene forbundet med fremgangsmaden, at det
ikke er muligt at konstruere generelle skalelementer, da skalgeo-
metrien indgdr i de formfunktionef, der beskriver stiftlegeme-

drejningen om et punkt.

Da det element, der ¢nskes udviklet, skal benyttes til bereg-
ningen, hvor lgsningens karakter ikke p& forhénd er oplagt, er
det ¢gnskeligt, at de valgte formfunktioner kan beskrive et sa
vidt spektrum af flytningstilstande, at en uheldig elementind-
deling ikke forstyrrer lgsningen for meget. Dette peger pad et

element med temmelig mange parametre.

Der er i [1] angivet en razkke fejlvurderinger, der kan benyttes
ndr formfunktionerne valges som polynomier i fladekoordinaterne.
Det fremgdr heraf, at flytningékomposanten w bgr valges som et
polynomium, hvis grad er en hgjere end det, der beskriver u,-.

De anfgrte betragtninger har bevirket, at der er valgt en ele-
mentmodel, der er karakteriseret ved

a) Flytningerne angives i det lokale koordinatsystem.

b) Formfunktionen for u, velges som et fuldstandigt
trediegrads polynomium.

c) Formfunktionen for w valges som et fjerde grads

polynomium suppleret med nogle femtegrads led.

d) Parameteromrddet for elementet er en trekant i para-

meterplanen (Qz).

e) Der benyttes hjgrneknuder og en midterknude. De benyt-
tede knudeflytningsparametre er angivet pd figuren.
Antallet af frihedsgrader er 12 for hjgrneknuder og

2 for midterknuden.
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3

X1 *2

Fig. 4.2.1

Den linezre del af dette element er beskrevet i [2] og en del
resultater er prasenteret i [3],[4],[5]. Det er i [6] anfgrt,
at betydelige fordele kan opnds ved at interpolere samtlige
flytninger pd den mdde tverflytningen, w , bliver det her. I
[71,[8]1 beskrives et andet forfinet skalelement, der imidlertid
er baseret pd en helt anden teori.

Da elementet skal kunne anvendes til at analysere skaller med en
vilkdrlig geometri, md de ngdvendige integrationer foretages
numerisk. For at kunne anvende resultater fra [9] md der til
elementet tilknyttes et lokalt koordinatsystem med koordinaterne
£ og n . Forbindelsen mellem fladekoordinaterne 0% og de lokale

koordinater er lineazr og vises pd figuren

2

o ©) n
7\@

@

Fig. 4.2.2
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Idet et suffix pa 6% angiver knudenummeret, kan sammenhangen
p g

angives analytisk ved

1 _ 1 1 1 1 1 _ 1
] = 91 + wz-eﬁ w3-ep gl = 61 + FIE (4.2.1)
2 2 2 1 2 1 2
6 % sz—ef w3—6” n 91 n
eller
_ 1 1
&l = Q( 5} - 61 ) (4.2.2)
2 _ 2
n 0 61

Ved den numeriske integration er det ngdvendigt at kende et ud-
tryk for stgrrelsen af et arealelement pd skalfladen udtrykt ved

differentialer af de lokale koordinater.

da = I£:€ % Elnldg dn

Il

Hagfyq +ayfy)xlag £,+ a) £,,) [ dgan

1£91%50 = £15%p ! lagxa,] d€an
1E19850 = £1o8501 lagqay, = agpay | dg dn (4.2.3)

Det ses,at afbildningens Jacobideterminant er produktet af de-

terminanten af F fra (4.2.2) og determinanten af den metriske

tensor aaB .

4.3 Interpolation af flytningskomposanter beliggende i skallens
tangentflade.

Som angivet i afsnit 4.2 interpoleres u, med et fuldstendigt
trediegrads polynomium. Det m& bemarkes, at tensorkomponenten

u, angives som funktion af de lokale koordinater, dvs.

% 5 gin? (4.3.1)
u = a . . n PR B
j=0 i=o S{i,3) , '



38

i+j
S(i,3) =1+ 3+ 3 k (4.3.2)
k=0

idet u betegner enten u, eller u, -
Det Ses,_at u langs en elementrand varierer somet trediegrads
polynomium, der netop er bestemt, hvis u samt den afledede
langs randen er kendt. Dette forhold bevirker, at anvendelsen
af et se&t parametre indeholdende flytninger samt de fgrste af-
ledede i koordinatretningerne vil fgre til enkle udtryk for be-

tingelser for‘kompatibilitet mellem elementer.
Som den tiende parameter valges flytningen af midterknuden.

Flytningsinterpolationen (4.3.1,2) kan udtrykkes ved

= Nt .
u = Eu éu y (4.3.3)
hvor Eﬁ afh&nger af de lokale koordinater, og éu indeholder
. parametrene i (4.3.1). Sammenhangen mellem éu og knudeflytnings-
parametrene hgrende til flytningen u samlet i vektoren w,

kan udtrykkes ved

A =T R W

~U ~1 o ~u o~u (4.3.4)

hvor Eu er en elementuafhangig kvadratisk matrix og Bu er en
kvadratisk matrix, der dannes ud fra F . Matricerne er eksplicit
angivet i appendix A-4.1.

Det ses af tgjningsdefinitionen (2.3.30), at bidraget fra flyt-
ningen u kan angives ndr tilstandsvektoren
T

gu = {u U,g1 u,azl (4.3.5)

.er kendt.
Ud fra (4.3.1,2) fremkommer udtrykkene

31

J o opim1 3 .
551 ag(i,9)t £ (4.3.6)

3
ul
£ &
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g1
izg as(i,j)j £ , . (4.3.7)

= = = 1
g.=[u 10 o0 u Ry, 4 - (4.3.8)
Urgt 0 dqq dy Urg
Urg2 0 dyy dy U

Udfra (4.3.6,7) kan tilstandsinterpolationsmatricen Ng,.

umiddelbart opstilles sdledes at gé og A, forbindes ved

' =
a' = Naau By - (4.3.9)

Der er nu etableret matricer, der beskriver, hvorledes tilstands-

vektoren Qu interpoleres. Det samlede udtryk er
Su = Bau Baau EZu Bo) By - (4.3.10)

4.4 Interpolation af flytningskomposanten i retning af
skalfladens normalvektor.

Der benyttes et femtegradspolynomium til at interpolere tver-
flytningen, dvs.

5 5-3

13
2z, 3s(i,5) &N

. ' (4.4.1)
j=0 .
hvor nummeret S(i,j) er givet i (4.3.2). Interpolationspolyno-
miet har 21 koefficienter, mens der pd figur 4.2.1 er angivet
18 knudeflytningsparametre. Tre af polynomiekoefficienterne er
s&dledes ikke uafhzngige. Polynomiet indrettes sadledes,at den
afledede af w p& tvars af en elementrand hgjst varierer som
et trediegradspolynomium. Begrundelsen for ikke at indfgre tre
ekstra knudeflytninger, fx. haldninger midtpd elementrandene
og s8ledes interpolere w med et fuldstendigt femtegradspoly-
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nomium er, at tilstandsvektoren

T
a = [w Wigt Wyg2 Wiglgl Wiglg2 W,ezez] (4.4.2)

~w

med det beskirne polynomium, der er fuldstandigt i fjerde grad
interpolerer tgjningsmilet KuB med samme grad af fuldstendighed
som EGB' Fejlvurderingen i [1] angiver, at konvergenshastigheden
bestemmes af det didrligst approximerede tgjningsmial. Der er end-
videre problemer af topologisk art forbundet med anvendelsen af

drejningsovertallige i sideknuder.

I lighed med udtrykkene (4.3.6,7) kan der anfgres fglgende ud-
tryk for de afledede af w med hensyn til de lokale koordinater.

% Sij i Ei_1 3 (4.4.3)
w, = a .. i n 4.
‘e S0 =1 ST
% éij j gi -1 (4.4.4)
Win T ag(i,4) J &M .4,
N5 g5 S(4.3)
5 5-3 o
Yree T 2y 2, BS(L9) 1(1-1)g1 70 (4.4.5)
J= i= ’
: 5 5-3 o, .
.. -1_3j=1
Wogn = X % ag(y 4 it3ET N (4.4.6)
En g5 45 ST
5 5-3 o
= s i j-2
M T jgz o 8(4,3) 3Gy (4.4.7)

Tilstandsvektoren udtrykkes ved

gw = [w 1= Baw Q& = Baw [w ] (4.4.8)
W,el W,E
Wrg2 ' Wiy
Aw'elel Yrgg
Yrgle? “rgn
Lw’ezezj | |
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Matricen Raw ©F udskrevet i appendix A-4.2. Den dannes af ele-
menterne i D (se(4.2.2)) og afhenger sdledes af koordinaterne

til hjgrneknuderne.

Udtrykkene (4.4.1,3-7) kan opskrives pa matrixform som

gw = Naaw 2w * (4.4.9)
Tilbage stédr at udtrykke koefficienterne éw i interpolations-
polynomiet ved hjzlp af knudeflytningsvektoren

T

_ 1, T 2
W= @)t (@

T
W w)

3,T

(41, (4.4.10)

hvor 93 angiver gw i knude Jj.

Forudsatningen om,at den afledede af w pé& tvaers af element-
rande varierer som et tredjegradspolynomium,giver tre relationer
mellem elementerne i éw' Det er i appendix A-4.2 angivet, hvor-
ledes aq49r 854 09 a4g eller 219 kan udtrykkes ved de gvrige
koefficienter i interpolationspolynomiet. Der er endvidere vist,
hvorledes der kan etableres en sammenhang mellem éw og vek-
toren

v\ T

v 2, T
DR C- )

'v T _ ¢ 3, T
- Wy = g @1, (4.4.11)
hvis bestanddele er angivet i (4.4.8). Ved at invertere udtryk-
ket (4.4.8) kan den sggte forbindelse mellem éw og ﬂw eta—

bleres og udtrykkes ved

A, =T, R, W, - (4.4.12)

Det er nu muligt, at interpolere tilstandsvektoren med knude-

flytningerne (Ew) som frie parametre gennem

gw = Edw EdAw Ew Bw ﬂw ‘ (4.4.13)
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4.5 Interpolation af tgjningsmdlene.

I afsnit 3.2 blev tilstandsvektorerne indfgrt sdledes at t@gjnings-

definitionen fik formen

_aT 1 % 2 %
€1 kg & 7* 3 Lig &

o3}

d (3.2.8) , (4.5.1)

idet tgjningsmélene EaB og KuB samledes 1 en vektor €; -

I dette kapitel opstilles matricerne Qld og kid for de for-

enklede tg¢jningsmdl, der er angivet i afsnit 2.3. Disse fir fgl-
gende udseende, ndr den kovariante differentiation "oversattes"

ved hjalp af partiel differentiation og Christoffelsymboler

1
EQB = iguulls + uBIla + Zban + wl]awlle)
=-u ', + 1w +u, ) +b w
- Y "of 2'7a,B B,0 of
+ %w,aw,s (2.3.30) (4.5.2)
_ _ Y
Kog = Wllyg = Wigg = T (2.3.31), (4.5.3)

aB Wy

Der er her benyttet, at Christoffelsymbolet af anden art, F;B ’
er symmetrisk i o og B . For at forenkle indiceringen indfg-
res betegnelserne wy =u,u, = v.

*
Det ses af (4.5.2,3), at d og g kan have formen

T T
at =gy’ g,

T T
g )"l _ (4.5.4)

*p
<} = [w,a W,B] , (4.5.5)

hvor gu og gv er tilstandsvektorer for flytningerne u og Vv

(se(4.3.8)), og gw er givet ved (4.4.2).

Tgjningsmélene arrangeres i € pd fglgende made

g' = [Byq By, By, Ky Koy K (4.5.6)

12 722 711 12 22] !
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idet symmetrien i tgjningsmdlene er udnyttet.

Vektorerne kéi kan arrangeres i en tgjnings-tilstands-matrix,
Bg s&ledes at den lineare del af (4.5.1) kan opskrives p& for-

men

g =B34

= Bgu Su t Bav & * Baw Sw - (4.5.7)

I appendix A-4.3 findes matricerne Edu ' Edv °9 Biw udskrevet
dels for den her anvendte teori (4.5.2,3) og dels for den kon-

sistente lineare teori, der blev omtalt i afsnit 2.5 [10].

Matricerne Eéi skal opstilles, sdledes at den ikke-linezre del
af (4.5.1) far formen

-3l g / (4.5.8)

Hgjresiden i (4.5.8) er et kongruent produkt. Det er derfor alene
den symmetriske del af Egi’ der har indflydelse pd tgjningerne
g, - I det fglgende bestemmes de symmetriske dele af Egi‘

T¢jn1ngs flytningsrelationerne (4.5.2,3) viser, at alene matri-
cer med index 1,2,3 behgver indeholde fra nul forskellige led.
Det typiske tgjningsled har udseendet

_*T 1.1 2 *
W, Wig = 4 8,85 (818 3 N A (4.5.9)
2 52,1 2,2
Teels ) 828
8" 8 o B

hvor 62 er Kronecker's delta (se afsnit 2.1).

Da matricerne Eld og Eid nu er identificeret,kan tg¢jnings-
milene interpoleres, idet resultater fra afsnit 4.3 og 4.4 be-
nyttes. S8ledes f&r den lineare tgjningsfordelingsmatrix, B ,

udseendet
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= Edu Bdu gdAu Eu Eu ﬂu

Edv de EdAv Ev Ev Ev

Baw Baw Yaaw Zw Bw Yy (4.5.10)

NL

Ved bestemmelse af ¢ er det ofte en fordel fgrst at udregne
*

d .

. Benyttelsen af tgjnings-tilstands-matricerne Edi bevirker, at

den anvendte teori og diskretisering af flytningerne er uafhangige.
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Appendix A - 4.1

Matricer knyttet til interpolation af u.

Opstilling af Bdu

1
Matricen forbinder tilstandsvektorerne gu og gu ved (4.3.8 ).

Ved anvendelse af (4.4.2) og kadereglen kan man opstille

u =11 0 0 u
Ury 0 dyq dpq| |urg
Urg 0 dyy dpp| {ury|. (A-4.1.1)

Stgrrelserne dij er elementer i D (4.2.2).
_ 1,52 _ 452 1.1 41
diq = (63 - 89) dqp = 08y 83)
_ 1,02 _ 42 N PP B _
d21 ?(92 61) d22 = f(ez‘ 61) (A-4.1.2)

idet ei er 67 i knude nr. k, og £ er determinanten af F,

1
2

£=(6) - 01)(65 - 0%) - (o
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Opstilling af Ty

Matricen forbinder elementerne i éu

givet ved,

T 13T 4

)T @ )" @ )T et

(@,9

'
W =

"1
T =,

hvor et ¢gvre index angiver knudenummeret. Ved

(4.3.6) og (4.3.7) kan W  udtrykkes ved A,
inverteres til
A .
a; |=| 1 0o o 0o 0o 0 o0 0
a, o 1 0 0 0 0 0 O
a, o 0o 1 0 0 0 0 0
a, -3 =2 0 3 -1 0 0 0
ag 13 -3 -3 -7 2 -1 -7 -1
ag -3 0 -2 0 0 0 3 0
a, 2 1 0 -2 1 0 0 0
ag 13 3 2 7 °-=2. 2 7 1
ag 13 2 3 7 -2 1 7 2
210 | 2 0 1 0 0o 0 -2 0

med vektoren ﬂu '

t
der er

(A-4.1.4)

hjzlp af (4.3.1),

. Denne relation kan

0 ow W]
0 Q W1E

0 0 wl
n

0 0 wz
2 27 w%g

-1 0| |w
n

o o |w

3

-2 27 3
Yrg

-2 =27 | |w®
: n

1 oj 1?4 (A-4.
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Opstilling af Eu .

T
Matricen forbinder ﬂu og Hu .Den kan opstilles ved at inver-—

tere (A-4.1.1) og fdr udseendet

1~ 21
12 “22
11 ~21

12 T2

0 0 0 0 0 0 0 f11 f21 0
0 0 0 0 0 0 o} f12 f22 o]
L0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 | (A-4.1.6)
med fij som elementer i F, dvs.
. 1 1 a1 1
B0 =8 -8 £12 =83 = 84
Z 02 _ a2 _ a2 _ a2 _
£, = 05 - 8] £,, = 85 - 87 (A-4.1.7)

hvor et nedre index angiver knudenummer.



50

Appendix A - 4.2

Matricer knyttet til interpolation af w.

Opstilling af de'

T
Matricen forbinder gw og gw ved (4.4.8).

Ved anvendelse af kadereglen og (4.2.2) kan man opstille

w =1 o o 0 0 o fw ]

Wiy 0 d‘11 d21 0 0 0 w,g

Wi 0 d,d,, O 0 0 W,

Y aa 0 0 0 dyqdy, 244444, dpqdyq || YWree

Wigg| |0 0 0 dgqdqy (dgqdyotdydy) dpqdny Wiy

| ¥res] |° 0 0 dyydy, 244,477 922922 || ¥ nn
(Aa-4.2.1)

Stgrrelserne dij er angivet i begyndelsen af appendix A-4.1.

Opstilling af Ew'

Betingelser for at den afledede af w efter retningen vinkel-
ret p& elementrande angives nedenfor. For at simplificere in-
diceringen indfgres betegnelserne 61 =a , 92 = B.

En parameterfremstilling for forbindelseslinien mellem (ai,Bi)

og (aj,sj) er

al = fo;| + (uj - ai) z , ¢z €l0,1]

B By By - 8| (A-4.2.2)

Et linieelement pd& linien er givet ved

dol| = (aj - ai) dac ,

ag (Bj - Bi) (A-4.2.3)
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mens et linieelement i retningen vinkelret pd linien er givet
ved

dal= (B, - B, | dop

ds a, - d. (A-4.2.4)

idet @ er en koordinat i denne retning.

Den afledede w,Lp kan ved gentagen anvendelse af kadereglen
udtrykkes som

dw _ dw (3¢ do 3¢ 4B, , Bw  2n do , 2n dg
do =3 ‘Sa do T T a0 T m ‘Su ae T 3B 3o’
8, - B o, - Q
= 9w 73 71 _ g3 _
= 35[ T (Bj B, + f CH aj)]
B, - B o, - o
ow 1 2 2 1
+§ﬁ [__—f— (Bj - Bi) +—f— (OLi—OLj)] (A-4.2.5)

’

hvor (4.2.2) og (A-4.2.4) er benyttet, og f er determinanten af
F , dvs.

T f = (a2 - a1)(83 - 81) - (a3 - a1)(82 - 81) (A-4.2.6)
Lanéé elementsiden mellem knude 1 og 2 er de lokale koordinater

givet ved (&,n) = (¢,0),z€[0,1]. Indfgres (4.4.3,4) i (A-4.2.5)
fremkommer

5
1 S ie1
w, | ==l ¥ a.,. «igT 'T(1,2,3) +-
©q,2 5 81,0 .
4 i
+ igo ag(i, % TUL,2,2)1 , zelo,1] (a-4.2.7)

Hvor stgrrelsen T(i,j,k) betegner den ved

T(i,3,k) = (o, - aj>(ai o)+ (B - Bj)(Bi -8 (A-4.2.8)

X

givne kombination af hjgrneknudernes koordinater. Betingelsen
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for at fjerdegradsleddet i (A-4.2.7) falder bort er

a16°5'T(1,2,3) = a4 T(1,2,2). (A-4.2.9)
Langs elementranden mellem knude 1 og 3 er udtrykket for Wi
givet ved
1 4 3
w’¢|1,3 =F [-Séo ag(1,5)¢ T(1,3,3) +
5 1
+ 3 agg 4y 387 T(1,2,3)1 5 c€lo,1] (3-4.2.10
§=1 5(0,3)

Her er betingelsen for at fjerdegradsleddet i (A-4.2.10) falder
" bort

250 T(1,3,3) =5 a T(1,2,3). o (A-4.2.11)

21

Langs elementranden mellem knude 2 og 3 er w,Lp givet ved

w, | =l{_§ Sija i eV - 03,2
01,3 £ Lo S S(i,3) re
J=0 i=1
5 5-3 . .
- 5 j tir-g3T? 3,11 -4.2.12
S OY agy a3 t(1-1) T(2,3,1) (A-4.2.
551 i%o S(/3)

Langs denne elementrand er betingelsen for at w,‘p varierer som
et tredjegradspolynomium

T(3,1,2)[5a16-—4a17-+3a18‘-2a19-+a20] +
+ T(2,3,1)[a17 —2a18-+3a19-4a20+-5a21} = 0 (A~4.2.13)

Det ses af definitionen for T(i,j,k), at det er tilladeligt at
indfgre (A-4.2.9) og (A-4.2.11) i (A-4.2.13) pd fplgende made
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5[T(3,2,2) + (T(2,3,1) —4T(3,1,2))T(1,2_,3)/'1‘(1,2,2)]a16 +
+ [3T(3,1,2) - 2T(2,3,1)]a18 +. [31(2,3,1) - 2T(3,1,2)]a19 +
+ 5[T(2,3,1) + (T(3,1,2) -47(2,3,1))T(1,2,3)/T(1,3,3)]lay, = O.
(A-4.2.14)
Det ses af (A-4.2.8), at T(i,j,k) kan udtrykkes som et indre
produkt af vektorer i 92, der forbinder elementets hjgrner. I
det nedenstdende udtryk betegner zij vektoren fra knude j

til i . Omskrives (A-4.2.8) fremkommer

T(i,3,k) = V., - V

1t Vs (A-4.2.15)

Koefficienterne til ajg ©9 244 i (A-4.2.14) udtrykkes sa som
Kig = Yoy = (3 V43 + 2V, (A-4.2.16)
Kig = V35 * (2 Vi3 * 3 212) (A-4.2.17)

Det ses heraf, at K18 og K19 ikke samtidig kan vare nul., Det
er altsd muligt at udtrykke a167 250 ©9 a4g eller 349 ved
hjelp af de ¢vrige a'er . De u- og afhangige a'er samles i
henholdsvis é1 og 52 . Sammenhangen mellem ﬂ% B 51 og 52

har formen

W o=H B +H,A (r-4.2.18)

~1 ~1 ~2 2
A, = H, A (A-4.2.19)

~2 ~3 =1

Matricerne §1 og 32 er konstante, mens §3 afhanger af
hjgrneknudernes koordinater. De ovenstdende relationer kan
inverteres til

H, H |

I+HyH Hy  HyE )W, (A-4.2.20)
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-1

Ay, = (I+HyHy Hy o Hy Hy Wy (A-4.2.21)
Matricerne 51 B §;1 og 52 er udskrevet i slutningen af afsnit-

tet. Udtrykkene ser noget komplicerede ud, men det er dog muligt
at foretaqe en effektiv numerisk beregning. De to udtryk giver
mulighed for opstilling af relationen

T

AR, =ZI, 8, (A-4.2.22)
Opstilling af R, -
’ 1
Matricen forbinder Ew og Ew ved
1
W =R W . (A-4,2.23)
~WOL O Swosw

Det ses af (4.4.10) og (4.4.11), at Ry kan opstilles, hvis for-
bindelsen mellem g; og g&l etableres. Denne kan opstilles
ved at invertere (A-4.2.1) og far formen

Jw =1 0 o 0o 0 o [w ]
W’E 0 f11 f21 0 0 0 Wi
w,n 0 f12 f22 0 0 0 Wig
Wreg 0 0 0 £4f44 2£41% 51 £r1%21{| Y700
Wegn 0 0 0 fagfy, (FqqfyatEiafag) fo9f, || Wrag
[Wran] [0 0 0 Eq5fq 2f42f5) fzzfzz_Lw'BB_

(A-4.2.24)
idet fij er elementer i F (4.2.1).
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Appendix A - 4.3

Tgjnings-tilstandsmatricer.

Matricer hgrende til den forenklede teori fra afsnit 2.5.

Bqu = p“F}1 ! 0]
T, 0 %
-}, 0 0
0 0 0
0 0 0
L o 0 0| | (A-4.3.1)
S
T3, E 0
—rgz 0 1
0 0 0
0 0 0
| o 0 0 (A-4.3.2)
By, = [ by 0 o ¢ o o
by, 0 o 0 0o o
by, 0 o 0 o o0
o -rl, -r?o1 0 o
0 -r}, TE, 0 1 0
o Ty, T2, 0 0 1 (A-4.3.3)
Y = aYs (3 g %1,6) (A-4.3.4)
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Pyg = P Xi,48 , ‘ (A-4.3.5)
med X; 09 n;, som henholdsvis stedvektor og enhedsnormalvektor
i kartesiske koordinater. Et komma betegner partiel differen-

o

tiation mht. en fladekoordinat 6 .

Matricer hgrende til den konsistente lineare teori vref [10].

Teorien adskiller sig fra den i afsnit 2.5 prasenterede ved at

det ikke-linezre led i EaB mangler, og at der er tilfgjet

et bidrag til KaB , der fAr udseendet

A A
I - b Wy ba wBX) ’ (A-4.3.6)

5 Hglhy = Py

_1
aB FAL gt

hvor de indgdende stgrrelser er givet ved

- - nY -

Hy = Wiy bOL uY , . (A-4.3.7)
_1 - -

Oyg = z(usﬂa uaH B) (A-4.3.8)

De to tensorer har den fysiske betydning, at u, angiver normal-
vektorens drejning om linier beliggende i tangentfladen, mens

Wy g angiver rotationen om normalvektoren. Udskrives udtrykket
(A-4.3.6) ses, det at Ewd svarer til det foran anfgrte, mens
gdu og Edv far udseendet.

Edu=— —r]1 1 0 ]
-T1, 0 %
-}, 0 0
—b},1 +b1r] 4bir2 b b2/2
- (b] 2*by ) /240171 +b0T2 =bl/2 (=3b14p2) /4
] —b12,2 b o+birZ 0 ~3b2/2 | @-a.3.9)
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Edv=— —F?1 0 0 ]
'sz % 0
-2, 0 1
-bflz +b20] +b2rs, -3b2/2 0
-(bf’2+b§,1)/2+b$r]2+b§rf2 (-3b2+b}) /4 -b7/2
] —bglz +b21 ] +b2rS, p1/2 - b3 -(A—4.3.10

Christoffel symbolerne I‘%Y kan bestemmes ved (A-4.3.4), ogden
blandede krumningstensor kan bestemmes ved hjzlp af (A-4.3.5)

og den kontravariante metriske tensor (2.1.9,12) som

. (A-4.3.11)
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5. PERTURBATIONSANALYSE AF LIGEVEGTSTILSTANDE.

5.1 Indledning.

I afsnit 3 angives et sat linexzre differentialligninger til be-
stemmelse af sammenhgrende tilvakster af flytninger og belast-
ning (fx (3.5.1) eller (3.6.2.5)).

I visse situationer har ligningssystemet ikke en entydigt bestemt
lgsning. Disse tilstande betegnes kritiske tilstande. Et velkendt
eksempel herpd er en simpelt understgttet sgjle med en axial be-
lastning svarende til Euler-lasten. Her er ligevagtstilstanden
labil, idet der kan forekomme flytninger, der ikke er ledsaget

af belastningstilvakster.

Neden for angives metoder til bestemmelse af kritiske tilstande.
Endvidere opstilles udtryk til bestemmelse af flytnings- og
belastningsforlgbet efter forgreningen.

5.2 Bestemmelse af kritisk tilstand.

De incrementale ligevagtsligninger for en elementopdelt kon-

struktion har udseendet

+ N+ N é=,1:§ . (5.2.1)
Der knytter sig naturligt nok speciel interesse til de forgre-
ningstilstande, der opstdr, ndr den styrende parameter er belast-
ningsparameteren. De kritiske tilstande er ééledes karakterise-
ret ved, at der kan forekomme tilvakster i é pd trods af, at
belastningen er konstant. Denne konstateringNmedf¢rer, at kri-
tiske tilstande netop indtraffer, ndr tangentstivhedsmatricen,

ET , er singular.

Integreres (5.2.1) fra den kendte udgangstilstand, kan flytnin-

gerne bestemmes som funktion af belastningen ved
g = § (), (5.2.2)

hvor overstregningen angiver, at der er tale om en ikke-forgrenet

tilstand. Ved at indsstte (5.2.2) i (5.2.1) kan tangentstivheds-
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matricen inden forgreningen bestemmes. Imidlertid er det ikke
almindeligvis gennemfgrligt at bestemme en kritisk verdi, xcr B
af belastningsparameteren direkte. Det vil oftest vare ngdvendigt
at anvende en iterativ numerisk fremgangsmdde. Der vil nedenfor

blive diskuteret to forskellige metoder.

Den fgrste metode er baseret pd den kendsgerning, at determinan-
ten for en singular matrix er nul. En razkke ligevaegtstilstande
svarende til voksende verdier af belastningsparameteren bestemmes.
De tilhgrende determinantvardier registreres, og herved fastlag-
ges determinantens nulpunkter. Metoden har den fordel, at den er
enkel, hvis det er enkelt at bestemme ligevegtstilstande.

Den har imidlertid den ulempe, at der oftest ma foretages omfat-
tende numeriske regninger fg¢r den kritiske verdi er fastlagt. En
anden gene ef, at der inden beregningens begyndelse m& trazffes
bestemmelse af det belastningsomrdde, i hvilket determinantfor-
lgbet beétemmes.

Det forhold, at der ofte er megen lille forskel pd en linear og
en ikke-linezr analyse i omr&det indtil forgreningen finder sted,
danner baggrund for den anden metode. Det forudsazttes her, at

tgjningerne fgr forgreningen er proportionale med belastnings-—

parameteren,
- _ 1T =_ 1T
g, =L; g XIH_ 95+ (5.2.3)

Denne antagelse medf@grer, at den kvadratiske del af tgjnings-
definitionen (3.2.2) negligeres.

Variationen af tgjningerne bestemt ved (3.2.2) bliver

_ 1T T _2
6£i = Ei ég + q Li Gg (5.2.4)
mens (5.2.3) giver
se, = L'T &g _ (5.2.5).

1 ~1 ~
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Udtrykkene (3.2.2) og (5.2.3) for tgjningerne samt (5.2.4) og
(5.2.5) for variationen af tgjningerne stemmer parvis overens,
hvis betingelsen

2 -
Li g =2 (5.2.6)

er opfyldt.

Indfgres (5.2.3) og (5.2.6) i egenvardiproblemet (5.2.1), redu-
ceres dette til ’

(Kg + AE,) 9 =0, (5.2.7)

hvor 50 er en matrix, der ofte betegnes som den geometriske
matrix eller "the initial stress matrix". Den udtrykkes ved hijzlp
af (3.6.1.2) som

| oniiT 12 A ,
Es _[ P7{g L)Ly dA,
A

(5.2.8)

hvor betegnelserne fra afsnit 3 er benyttet.

Den kritiske verdi bestemmes som den egenverdi til egenvardipro-

blemet (5.2.7), der har den numerisk set mindste vardi.

Da der normalt er et anseligt antal elementer i g , er det
sjzldent gennemfgrligt at foretage bestemmelse adeen kritiske
verdi af belastningsparameteren gennem kendskab til samtlige
egenvardier. En ofte benyttet metode bestdr i vektoriteration

efter fglgende iterationsopskrift

1) q% gettes for i = 0
2) zt=-x'Tx qr
o~ ~0 ~o =21

3 A= LgpTahi/iehT zh

4) gfIL-i-'l -

[

/ 1zt

AN

5) i<« i+ 1,
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hvor trinnene 2) til 5) gentages indtil @ndringen i tilnzrmelsen
for egenvardien (Ai) er tilstrazkkelig lille. Denne potensmetode
kan direkte udvides til at omfatte bestemmelse af flere af de
mindste egenvardier, idet der blot efter trin 2) foretages en
ortogonalisering. Metoden har den fordel, at den alene bestér
af enkle operationer som matrixprodukter og lgsning af linezre
ligninger. Den har imidlertid den ulempe, at effektiviteten er
sterkt afhangig af fordelingen af de numerisk set mindste egen-
verdier. Konvefgenshastigheden afhaenger af forholdet mellem den
numerisk set mindste og nastmindste egenverdi. Som fglge heraf
ef det ngdvendigt at foretage mange iterationstrin, hvis for-
~holdet er tet ved 1 eller -1 . Det kan endvidere ses,at for-
bedrede konvergensforhold kan pdregnes, hvis problemet kan re-
defineres, siledes at det bestemmende egenvardiforhold f&r en
numerisk set stgrre vardi. Nedenfor omtales to fremgangsmader,

der kan benyttes til acceleration af konvergensforlgbet.

Den ene metode bestdr i at egenvardispektret forskydes. Egenver-—

diproblemet (5.2.7) omformes pd f@glgende made.
(Ko + 2Ky = LRy + AgK) + 8AK }gq = 0 (5.2.9)

- Stgrrelsen AO skal valges sdledes, at den numerisk set er lidt
mindre end den s@gte egenvardi. Iterationsopskriften kan nu

benyttes for (5.2.9) idet X erstattes med K. + A, K_ og

0 0 0 ~o .
A med AX . Iterationen kan yderligere accelereres ved at justere

XO med passende mellemrum.

Den anden metode til forbedring af iterationsopskriften bestér
i at inddrage et antal (M) vektorer i beregningen, sidledes at
konvergenshastigheden bestemmes af forholdet mellem den fgrste
og-den M+1'te egenvardi, idet disse arrangeres efter voksende

numerisk vardi. Metoden beskrives nedenfor.

Den bedste tilnarmelse til q4 udtrykt som linearkombination
af M pregvevektorer 51 s¢ges bestemt. Tilnzrmelsen Y til
94 gives ved
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¥=cr 3, : (5.2.10)

hvor cp er skalare koefficienter. Tilnarmelsen indsazttes i

sk
(5.2.7), idet egenvardien A erstattes med tilnazrmelsen A

* .
Ko Zy ¢g * A K Zpcp =0 . | (5.2.11)

Ligningen (5.2.11) multipliceres med gT , hvorved

S
T 0 * T _
By B Erep*th Ey K Erep =
2 - 12
(Ayp + A" By cp =0 (5.2.12)

fremkommer. Denne ligning udtrykker et egenvardiproblem i M-

dimensionale talrum, der indeholder koefficienterne c¢ Egen—

T -

vektoren c¢ angiver de optimale linearktmbinationer af prgve-

I
vektorerne Ei B
Den omtalte metode bestdr i skiftevis at iterere efter potens-
metoden og lgse det lille egenverdiproblem. (5.2.12). Iterations-—

opskfiften er

1) get qi for i =0 og I=1,-,M

_ - i
2) 2y = Ro %s &1
_ . i,T
3) Ary = 9p)” Ky Zp
4) B._=172T & 73

IJ ~I ~g ~J
5) 1l¢s egenverdiproblemet

A + 3 (K) B) S(K) =0
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M

6 I = T g e
k=1 "~

7) gi“ = v /1Yl

8) i<« i+ 1

Udtrykket for A i trin 4) fremkommer direkte af (5.2.12) idet

I _ i, T -1
Arg = &1 Bo Z5 = (ap)” K5 By Ky 25

i, T
(qi) Ry Z7 -

(5.2.13)

Det ses endvidere, at A er symmetrisk.

Det er narliggende at forsgge at kombinere de to metoder til
bestemmelse af den kritiske vardi, sfledes at der fgrst fore-
tages en lgsning af det lineare egenvardiproblem, derefter lgses
ligevagtsligningerne pé et passende hgjt niveau. De herved bestem-
te flytninger danner udgangspunkf for opstilling af matricer sva-
rende til 50 >og Ec i (5.2.8). Herefter lgses det opdaterede
egenvardiproblem og en forhébentlig forbedret tilnarmelse til
egenvardien. I appendix A-5.1 sammenlignes resultater af de
forskellige metoder ;il egenvardibestemmelse anvendt pd et sim-

pelt stangeksempel.

5.3 Deformationsforhold efter forgrening.

For konstruktioner, der ikke geometrisk set er ekstremt simple,
vil en analytisk bestemmelse af deformationsforlgbet efter pas—
sage af et forgreningspunkt ikke vare gennemfgrlig. I disse til-
fzlde md de styrende ligninger lgses numerisk. Eventuelt kan
forenklede antag€lser medfgre at en semi-analytisk l@¢sning kan

tilvejebringes.

Direkte numerisk behandling vil stgde p& mindst to problemer.
Beregningerne er omfattende, og det er sjmldent let at fastlagge
en egnet parameter til at styre deformationsforlgbet, da konstruk-
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tionens stivhed kan vere meget ringe i narheden af et forgrenings-
punkt. Denne konstatering har resulteret i en razkke metoder, der
er en direkte udvikling af den klassiske stabilitetsteori. Me-
toderne har deres udspring i Koiter's banebrydende arbejde [1].
Falles for disse metoder er, at flytningsfeltet, der optrader
efter forgreningen, kan udvikles efter en rakke funktionér, der
kan bestemmes ved lgsning af et egenvardiproblem samt en rakke
linesre randvardiproblemer. De navnte funktioner kan udover at
tjene som basis i en tilnarmet beskrivelse af flytningsfeltet
levere en razkke parametre - postbuckling koefficienter - der
beskriver konstruktionens bareevne efter forgreningen samt f@l-

somheden overfor smd geometriske imperfektioner.

I [2] er givet en forbilledlig klar fremstilling med udgangs-
punkt i ligevegtsligningerne (det virtuelle arbejdes princip) for
det tilfelde, hvor der optrader en egenvardi, der numerisk set

er tydeligt mindre end de gvrige. Der forpdsattes ikke linezr
opf¢rse1 fgr forgreningen.

Problemet med et antal simultane (laveste) egenvaerdier er behand-
let i [31, mens det udvidede problem, i hvilket der optrader et
antal tatliggende, men ikke ngdvendigvis helt simultane egen-—
vaerdier er behandlet i [4].

I de£'f¢lgende vil det blive demonstreret, hvorledes udtrykkene
fra [4] kommer til at se ud ndr den i afsnit 3 udviklede matrix-
notation benyttes. Nar det er resultater fra' [4], der "oversazttes",
skyldes det, at udtrykkene fra [2] og [3] for tilfeldet med line-
@r prebuckling umiddelbart fremkommer ved forenkling af de i [4]

givne.

Det er i [4] forudsat, at spandinger og tgjninger varierer line-
@rt med belastningsparameteren foér forgreningen indtraffer. For-
udsztningen synes at vare opfyldt i en razkke af de tilfalde, hvor
en asymptotisk analyse er hensigtsmassig. Forudsattes ikke-linesr
prebuckling bestemmes den kritiske last ved et ikke-lineart egen-—
verdiproblem. Lgsningen af dette vil i almindelighed vere s& om-

stendelig, at den asymptotiske metode ikke vil reprasentere den
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gnskede forenkling i forhold til en fuldstzndig ikke-linear be-

regning af deformationsforholdene.

Den i [4] beskrevne undersggelse behandler indflydelsen af tat-
liggende laVeste egenvardier pd bareevneforringelsen som fglge
af imperfektioner pd afstivede cirkulare cylinderskaller. Neden-
for anfgres de vigtigste formler fra [4].

Tgjningerne beskrives ved hjzlp af flytningerne, u , pd felgende

méde,
e = 20w + % 8,00 (3.2.2) (5.3.1)

hvor 21, 22 og 211 er en linezr, kvadratisk og bilinear diffe-

rentialoperator. Forudsatningen om linear prebuckling medfgrer

(A) = X-e, = A 21(u0) (5.3.2)

8pb 0

£11(u0,v) =0 for alle v , (5.3.3)

hvor index 0 angiver stgrrelser knyttet til prebucklingstil-
standen og en enhedsvardi af lastparameteren. Differentialope-
ratoren 211 defineres ud fra 22 ved fg@lgende funktionallig-

ning

Zz(u + v) = Zz(u) + 2£11(u,v) + zz(v). (5.3.4)
Materialet beskrives ved at de generaliserende spandinger afhan-
ger lineart af t@gjningerne beskrevet ved (5.3.1). Afhangigheden
beskrives ved afbildningen H , dvs.

o = Hlel . (5.3.5)
Flytningsfeltet rakkeudvikles ud fra prebucklingstilstanden ved

u = kuo + Eu u, + Eu gB uaB ' (5.3.6)
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hvor u, -er den til Aa hgrende egenfunktion til egenverdipro-
blemet (5.2.7) Amplituden £a er bestemt ved udtrykket

8y = {og Lyqug,u)} /{og 2yq(ugup)l

{H[€0]211(uu,u)} /{H[€0]211(ua,ua)} (5.3.7)

Det md8 bemzrkes, at udtrykkene i de krpllede paranteser normalt

representerer integraler over konstruktionens udstrakning.

Mens egenfunktionerne bestemmes som angivet i forrige afsnit,
bestemmes koordinatfunktionerne Uyg ved randverdiproblemer med
udseendet

GGB 21(6u) + A 9 211(ua6’6u)

= - itoa 211(u8,6u) + GB £11(uu,6u)] . (5.3.8)
Ligningen er fremkommet ved, at flytningstilnarmelsen (5.3.6) er
indsat i ligevegtsligningerne (i form af det virtuelle arbejdes

princip)
ogde = A 9y su , (5.3.9)

og de led, der er kvadratiske i Eu , er samlet. Det ses, at
lastparameteren indgdr i (5.3.8). Det er uheldigt, da denne
stgrrelse varierer med flytningstilstanden. I [2] og {3] er last-~
parameteren rakkeudviklet efter Ea , hvorefter koordinatfunk-
tionerne i flytningstilnzrmelsen og koefficienterne i udtrykket
for A kan bestemmes. I [4] opstilles et udtryk for den poten-

tielle energi for en konstruktion med imperfektion af formen
Yimp = fa Yo’ (5.3.10)

dvs. af form som de betragtede egenfunktioner.
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Ligninger, der forbinder Ea og A, fremkommer ved at differen-
tiere energien med hensyn til ia . Ligevegtsligningerne har for-
men

Eal1= O30T + EgEg aggn + EEgEy bugyn = (W/A)E, » (5.3.11)

hvor der alene summeres over smé& graske indices.

Koefficienterne og b bestemmes ved

aaBA aBYA

qupa = {OA 211(ua,u8) + 20a 111(u6,uA)}/{20A€A} (5.3.12)

Pugya = 10ag L19(Ugruy) + 040 &qq(u ) +

+ OA 211(ua,uBY) + Oa 211(uA,uSY) +
+ 20, zﬂ(uB,uYA)}/{ZOAeA} . (5.3.13)
Koordinatfunktionerne u bestemmes af (5.3.8) med den laveéte

o
egenvaerdi indsat for A .

Ved at indfgre de i afsnit 3 benyttede stgrrelser, kan (5.3.8).

skrives pd formen

Ep 9ug = Bpag (5.3.14)
hvor matricerne EB og BBaB opbygges af elementbidrag
k= 3y . gL A (5.3.15)
~B el ~B 3.
R. . =3 . rS: (5.3.16)
~Ba B el ~BoB U
med
el _ 1.1 1T 2
EB j~ Dlj[éi kj * Ac(Li gO)Ej] dA
Ael
= %1 4 f D, (L't a )% da (5.3.17)
0 c ij '~id ~0'~j e
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el _ _ T .2 1 T 1,7 .2
Brap = J Disllgy LY 9p)ky + (9y Bi)gp Ry
Ael
+ (ag Li)a, g?] aa

T 2 * 1
J. Dij[(Qu Lia Qg) Ej +
Ael
* T 1 *

T 1 *,02
+(d, Lig)8g * (dp Lia'%y E5a N3 Ee Dl ar . (5.3.18)

Det ses, at EB er identisk med koefficientmatricen i egenvar-

diproblemet (5.2.7) for X = Xc . For at opnd en entydig l@ésning

til randvardiproblemet (5.3.14) m& det lgses sammen med en orto-
gonalitetsbetingelse mellem a8 og egenvektoren hgrende til

Ac , der nedenfor betegnes d. - I analogi med (5.3.7) kan be-
tingelsen valges til

0g Lqq(uygrug) =0 (5.3.19)
eller
1T T _2 _ T _
-fDij(Li 9909 Ly Zug 9B = ¥g g = O (5.3.20)
A

Nar felterne u, °9 u,g reprasenteret ved knudeflytningsvekto-
rerne g, 09 dup ©T bestemt, kan postbucklingkoefficienterne

ay8n og baByA bestemmes. Udtrykket for den falles navner er

- _ T
20,¢, = 2fH[z1(uA)] fq(uy) dA = 2 gy Ko g (5.3.21)
A

Bidragene til tallerne i (5.3.12) og (5.3.13) dannes elementvis

o T 1., T 2 T 1, T .2
Bagen = f Dyl(gy Ly) (qy LY ag) + 2(g, E;) (g Ly ga)1 da
A
el
_ T 1, kT 2 T 1 *r 2
B f D;30(da Liq) (€ Lja 27%2(Sa Rig) (dg" Rjq A1 42
A
el

(5.3.22)
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_ T4, 1, T 2 T2
8By gy ‘_{ Dy lldang B)*% 2(d By o)) (% 25 )
A
el

T 1 1,7 2 T 2
*1(g,g ki) + 30qy LY 9g)H(qy LI ap)

T 1., T 2 T o1, T 2
*(qn Bi) 9y L5 Zpy) * (9o Bi)(9n By gy

2

+2(q; L)) (gg LS g,,) 142

_ T 1 1 *T 2 *T 2 *
= Jﬁ ;30 @y Ria) * 7@ Rig Su) Qg Rja &
. Ael
o1 1, % .k o %
+{(dyg Lig) * 208, Lig 807, E5q da)
T 1, AT 2k T o1, AT 2 %
+dp Lig) gy L3q &) + 4y Lig) gy L3q 4a)

’ T .1 7 2 *
+ 2(d, Lig) (@ Lig 9¢) 1 02

De stgrrelser, der er angivet i runde paranteser er skalarer.
Ved en numerisk beregning af de forskellige stgrrelser vil ud-
trykkene der indeholder tilstandsvektorerne , d og g* , give en
effektiv udregning.
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Appendix A - 5.1

Forskellige metoder til bestermelse af kritisk tilstand afprgvet

pd et simpelt stangeksempel.

Den betrégtede konstruktion er vist pd figuren. Stangerne har
tversnitsarealet A og har i den ubelastede tilstand langden

D = L% + L% . Materialet er hyverelastisk, dvs. den relative
forlangelse, €, ¢+ ©9 normalkraften er forbundet ved relationen

_ .1 2 _ .
N=E A(EL + 5 eL) . : (A-5.1.1)

En analytisk behandling *) af den betragtede konstruktion viser,
at den kritiske tilstands natur er bestemt af vinklen o , sdle-
des optrader der for o > T/3 en bifurkation med en usymmetrisk’
deformation efter forgreningen. Den kritiske vaerdi for Q er

givet ved

ch = - EA sin(20)cosa (A=5.1.2)
idet der regnes med linear opfsrsel fgr bifurkationen. En bereg-
ning med hensyntagen til den ikke-linezre prebucklingstilstand
giver fglgende udtryk

*)De analytiske resultater er venligst stillet til r&dighed af
lektor, lic.techn. Esben Byskov, Afdelingen for Barende Kon-
struktioner, DTH.
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i

Q = —E-A-Zcoszu b1—3coszd

cr (A=5.1.3)

For a < m/3 fglges den kritiske tilstand af et symmetrisk gennem-
slag. Granselasten er givet ved

Q = EAx%@ sin3a

cr (A-5.1.4)

Det ses ved udregning, at den vardi for ch, der hgrer til
(A=5.1.3), er stgrre end den, der hgrer til (A-5.1.4). Imidler-
tid viser udtrykkene for nedbgjningen af kraftangrebspunktet, at
den kritiske vardi hgrende til den mindste nedbgijning er givet
ved (A~5.1.4) for o < 7/3 og ved (A-5.1.3) for a > /3.

Bestemmelse af kritisk verdi ved hjzlp af

determinanten for tangentstivhedsmatricen.

Ved trinvis forggelse af belastningen Q med efterfglgende bestem-
melse af ligevegtstilstanden og udregning determinanten for tan-
gentstivhedsmatricen viser det sig, at bestémmelse af den kriti-
ske vardi foregar helt ukompliceret. Nedenfor anfgres en razkke
resultater, der er opndet ved benyttelse af en let modificeret
version -af det i [5] beskrevne elementmetodeprogram, FEMBAR, der
foretager en ikke-linear beregning af et stangsystem.

BIFURKATION
PEM
L2/L1 o (A-5.1.3) ch forhold
1.75 60.25° -.251770 -.252800 .9959
2.00 63.43° -.252982 -.253010 .9999
2.50 68.20° -.211211 -.211211 1.0000
3.00 71.57° ~-.167332 -.167342 .9999
GRENSELAST
— FEM
LZ/L1 o (A-5.1.4) ch forhold
1.70 59.53° -.246473 -.248976 .9899
1.50 56.31° -.221716 -.22289 .9947
1.00 45,000 -.136827 ~-.138089 .9909
.50 26.56° -.034426 -.034461 .9990
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Tilnezrmelser for determinantnulpunktet kan f&s ved at interpole-
re sammenhgrende vardier af belastning og determinant. Det viser
sig, at en svagt underrelaxeret extrapolation giver udmerkede re-
sultater, ndr blot de benyttede belastninger ikke alle ligger un-
der halvdelen af den kritiske vardi.

Bestemmelse af kritisk verdi ved lgsning

af en razkke lineare egenvardiproblemer.

Den kritiske tilstand er karakteriseret ved,'at tangentstivheds-
matricen er singuler, dvs. fglgende ligning er opfyldt

Kpay=20 (A-5.1.5)

Det er i afsnit 5.1 vist, at (A-5.1.5) ved forudsatning om line-
@r prebuckling reduceres til

(Ko 0K Jqy = 0 (2-5.1.6)

'For at kunne omforme (A-5.1.5) opdeles flytningerne i en linear

og ikke-linezr del, dvs.

q = ng4'gNL (A-5.1.7)
Ved at benytte (A-5.1.7) kan (A-5.1.5) omformes til
AR () + QRg (G0 r G/ D 32y = 0 - (A=5.1.8)

Det undersgges om (A—5.1.8) kan benyttes til iterativ bestemmel-
se af Q, idet hvert trin indeholder lgsning af ligevaegtslignin-
gerne samt et line:rt egenvardiproblem.

—— = 5 —
BEREGNING MED L2 = 2L1 (o = 63.43 ,ch— .253)
Q Qev weq Yhl
0.00 -.35777 .0000 .0000
-0.04 -.36146 -.29217 -.0127
~0.08 ~-.36198 -.61447 ~.0555
-0.12 -.35808 -.97683 -.1383
-0.16 ~.34764 -1.3959 ~.2780
-0.20 ~.32653 -1.9035 -.5060
-0.24 -.28476 -2.5723 -.8952
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hvor weq betegner nedbgjningen under kraften, W1 den ikke~line-
@&re del af weq'
Den fundne egenvardi betegnes med Qev’ Det ses, at for dette ek-
sempel er de vardier,man f3r enten tet ved den klassiske verdi
(-.358) eller ogsd reprasenterer iterationen ikke en kontraktion.
Verdien Q = —-.24 er ca. 5% forkert, mens fejlen p& Q = =.285 er
ca. 12%. Resultater fra en ngjere undersggelse omkring egenverdi-
en er anfgrt i tabellen.

Q Qev weq Yhi
-.242 -.27695 -2.6513 -.9603
-.244 -.27308 -2.6983 -.9933
-.246 ~.26915 -2.7456 -1.0266
-.248 -.26501 -2.7945 -1.0984
~.250 -.26060 ~2.8453 -1.0984

Tilsvarende undersggelser for andre vardier af o giver resulta-
ter, der kvalitativt minder om de her prasenterede.

Eksemplet viser, at den ikke-lineare opfgrsel fgr den kritiske
verdi ikke altid kan negligeres. Det viser endvidere, at bestem-
melsen af den kritiske verdi som nulpunkt for determinanten for
tangentstivhedsmatricen er en mere p&lidelig metode end den fore-
sldede metode, der indebarer lgsning af en razkke lineare egenvar-
diproblemer.

En forudsatning for, at beregningsforlgbet med determinant-meto-
den er ukompliceret, og at forsigtig extrapolation kan anvendes,
er, at determinantvardien er monotont aftagende for voksende be-
lastninger. Denne opfgrsel har karakteriseret alle de prasente~
rede numeriske eksempler. Det er dog ikke tilfaldet for samtlige
tilfelde, hvor der opstdr stabilitetsproblemer. Der er fx i [6]
vist et éksempel p& beregning af en rotationssymmetrisk tank med
indre overtryk. Tankens top er af et kuglesegment. Top og side
forbindes med en del af en torus, dvs. frembringerkurven for
den rotationssymmetriske konstruktion bestdr af tre dele med

konstant krumning. Ved et passende hgjt indre tryk optrader et
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instabilitetsfenomen i forbindelsesomrddet, da ringtgjningen i
siden er stgrre end den, der optrader i topstykket. Fglges var-
dien af determinanten for voksende belastning ses det, at den
vokser monotont indtil umiddelbart fg¢r den kritiske last, hvor

den pludseligt falder.
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6. FORENKLET BEREGNING AF IMPERFEKTE CIRKULERE
CYLINDERSKALLER.

6.1 Indledning.

Ndr der foretages en bestemmelse af spandinger, tgjninger etc.
for en konstruktion, kan formilet vere et af to. Det kan vere

en beregning, der foretaées i en indledende fase af en konstruk-
tions udformning, hvor milet er at tilvejebringe tilstrakkelig
information til, at et endeligt valg af geometri og tolerancer
kan foretages pd en rationel m&de. Den anden type af beregning
bestdr i en eftervisning af, at en kendt konstruktion kan opta-
ge en foreskreven belastning.

I begge situationer er det naturligvis ¢nskeligt, at beregnin-
gerne foretages simplest muligt, men da der ofte foretages ind-
ledende analyse af en rakke alternative konstruktionsudformnin-
ger, er det specielt af vigtighed, at de indledende beregninger
foregdr sd enkelt, at alle relevante udformninger kan analyseres.

I det fglgende beskrives en metode til analyse af imperfekte cir-
kulere gylinderskaller. Metoden er en energimetode, der bestdr
af fplgende trin. Flytningsfeltet diskretiseres, den potentiel-
le energi udtrykkes som funktion af flytningsfeltets parametre.
Ligevagtstilstande bestemmes ved, at den afledede af den poten—
tielle energi med hensyn til flytningsparametrene sattes lig med
nul. Ligevagtsligningerne bliver algebraiske ligninger, der sad-

vanligvis md lgses numerisk.

Den sadvanligvis benyttede metode bestadr i, at flytningstilner-
melsen indfgres i et sat ligevagtsligninger (fx. Donnell-Vlasov-
ligningerne). Ligningerne i¢ses s& tilnarmet, idet der benyttes
en Galerkin-metode, hvor ligevagtsligningerne multipliceres med
passende vagtfunktioner. En efterfglgende integration af de vag-
tede ligevagtsligninger resulterer i et algebraisk ligningssy-
stem.

Det synes - i det mindste for forfatteren - enklere at vurdere
de begdede fejl ved at anvende den her beskrevne metode, hvor

tilnzrmelsen alene ligger i flytningstilnzrmelsen.
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Geometriske og fysiske konstanter.

Notation.

R

“t :
L .
WO :

_ .0

w, =W/t

E :
v :
c = ¥Y3(1-v2)
q, = Y2¢cR/t
Koordinater.
X :
Y -
zZ :
X = qu/R :
y = YqO/R :

il
>
"

=
1
-
=

Radius i den perfekte cirkulare cylinder

Skaltykkelse

stisk for bglgemgnster og geometri

: Langde i frembringerretningen, karakteri-

Imperfektion af skalfladen, regnet positivt

mod cylinderaksen

Elasticitetskoefficient

(Youngs's modulus)

Tvarkontraktionsforhold (Poisson's forhold)

Buelzngde i frembringerretningen

XU

t<2:,W
Yv

e

: Buelangde i ringretningen

Fig.

Afstand mdlt positivt mod symmetriaksen

: Dimensionslgs

Dimensionslgs
Dimensionslgs

Dimensionslgs

X-koordinat
Y-koordinat
X-koordinat

Y-koordinat

6.2.1
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A= nﬂié}— : Bglgetal i frembringerretningeh
o
u = m/qo Bplgetal i ringretningen
n ) : Bglgeindex for frembringerretningen
m : Bglgeindex for ringretningen
Flytninger.
U : Flytning i X-retningen
\Y : Flytning i Y-retningen
W : Flytning i Z-retningen
u = U/t
v = V/t
w =W/t
Spandingsfunktion.
F : Spendingsfunktion,
Fyx = Nyyr Fxy = “Nyyr Fyy = Nyy
£ = Zj%? : Dimensionslgs spandingsfunktion
Et
Operatorer.
3
e 2
()'= 5(.)
- 2
(f) = ay(.)
82 , 92 .
A = (3x2-+5§7): Dimensionsl¢s Laplaceoperator
_ 9
(g = 5% ()
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6.3 Benyttede tgjningsmdl for en imperfekt skalkonstruktion

af na®sten cirkularcylindrisk form.

Ved opstillingen af tgjningsmdl for den imperfekte konstruktion
tages udgangspunktet i de tgjningsudtryk, der galder for den
perfekte konstruktion. De tgpjninger, der optrader, idet den im-
perfekte konstruktion deformeres fra en ubelastet tgjningsfri
tilstand til en deformeret tilstand, bestemmes som de tgjnings-
@ndringer, der vil optrade, idet en perfekt konstruktion defor-
meres fra en deformeret tilstand - svarende til den imperfekte
konstruktions udgangstilstand - til en anden, der svarer til den
imperfekte konstruktions sluttilstand. Nir der benyttes Lagrange-
tgininger fgrer brugen af den perfekte konstruktion som referen-
cesystem til korrekte udtryk for tgjningerne. I den fglgende
fremstilling representerer de imidlertid en tilnarmelse, hvis

karakter vil blive belyst gennem et endimensionalt eksempel.

For en perfekt cirkularcylindrisk skal benyttes ofte fglgende
forenklede flytnings- tgjningsrelation, der alene indeholder

ikke-linearitet knyttet til flytningen i skalnormalens retning

€y = Uxi-%WXWX (6.3.1)
gy = B (Uy + V) W (6.3.2)
ey = Vg - W+ EW W, (6.3.3)
Ky = Wy (6.3.4)
Kyy = Wyy _ (6.3.5)
Ky = Wyy o (6.3.6)
hvor €gr Exy OF €y €T strazkninger, og Kyr Kyy ©F K, er krumnings-

ahdringer. Den imperfekte konstruktion kan beskrives ved, at den
perfekte padfgres flytningen wl. Tgjningerne for den imperfekte

konstruktion kan da, som navnt (tilnazrmet) angives som

ey = Uy + SW W +wlw (6.3.7)

X X X X X

= 1 L (wo 0
€y %(UY+VX)+ ZWXWY+ z(WX WY+WXWY) (6.3.8)
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ey = Vy - %w+ %WYWY+W§WY
Ky = Wyx

Kxy = Yxy

Ky = Wyy v

(6.3.9)

(6.3.10)

(6.3.11)

(6.3.12)

hvor W betegner flytningen i retning af normalen for den per-—

fektereference skal. Indfgres dimensionslgse flytninger og ko-

ordinater fremstdr fglgende udtryk

€y = th/R(u'+(tqo/R)(%w'wL+wéw‘))

Exy = (th/R)%(u'+\ﬂ +(tq®/R)(w'w'i—wéw'<+w'wé))
gy = t/R(qov'—‘v+(t/R)qé(%w'w'+w'wé))

Ky = 2c¢c/Rw"

Kyy = 2c¢c/Rw'

Ky = 2c¢c/Rw™ .

(6.3.13)

(6.3.14)

(6.3.15)

(6.3.16)

(6.3.17)

(6.3.18)

Som navnt tidligere demonstreres en direkte udledning af de ana-

loge udtryk for en bjzlke.

u+u’

Fig.

6.3.1

P& figuren er vist et "enhedsstykke" af en imperfekt bjelke.

Lengderne p& figuren er givet ved

1

i = VIH(WIE =~ 1+ 5 (w.)?

(6.3.19)
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b = VO +u P +wrw N7 = THu' +h(wrw ) ? (6.3:20)

Forlengelsen af bjzlkestykket er

AR = u'+35w'w'+wc')w' . (6.3.21)

Langdetgjningen bestemmes af (6.3.19) og (6.3.21) som

_ M _ vy 2
=g, - o0 (awg) ™) (6.3.22)
Hvis alene léd,der er hgjst kvadratiske i flytninger og wo,med~

tages, fremkommer et udtryk som (6.3.7)

6.4 Udtryk for den potentielle energi.

I det opstillede udtryk for den potentielle energi medtages bi-
drag fra ydre fordelt kraftbelastning langs skallens ender. Andre

belastningstyper kan inddrages p& tilsvarende made.

Tgjningerne arrangeres i vektorer pd fglgende méade:

T

= e, € €] (6.4.1)

M

T
K

1l
—
A
7~
)
—

% Fxy vl (6.4.2)

Det forudsattes, at det betragtede materiale er karakteriseret
ved, at den specifikke tgjningsenergi er en kvadratisk form i
tginingsmidlene med udseendet

o = %Cle"He + Sk HK] . (6.4.3)

hvor C og S er konstanter, der beskriver strak- og bgjningsstiv-
heden. De udtrykkes ved
C=Et/(1-v?) s = t%¥/12, (6.4.4)

_hvor E er elasticitetskoefficienten, v tvaerkontraktionsforholdet

og t skaltykkelsen. Matricen H har udseendet

1 0 v
% = 10 2(1-v) 0 : (6.4.5)
Lv 0 1

Det ses, at tg¢jningsenergiudtrykket opskrevet i tgjningsmalene
er identisk med det, der gazlder for en isotrop plade-skive. De



85

konstitutive ligninger kan umiddelbart opskrives. Membrankreaef-
terne gives ved

NX =C(EX+V EY) (6.4.6)
NXY =C(1-\))€XY (6.4.7)
N, = C{ey, +Vvey,) .
4 Y X (6.4.8)
Inverteres (6.4.6-8) fremkommer
€y = m-(N, v N) (6.4.9)
X Et' X Y e
Euo = —=(1+ V)N (6.4.10)
XY Et XY R
€ =—LPVN +N,,) 6.4.11)
Y Et X Y * (6.4.

Ved at indfgre de opstillede udtryk i (6.4.3) kan den specifikke
tpiningsenergi udtrykkes ved

1

= % — -
¢ s mp (NgNy + NyN, - 20 NN+ 2 (1 + \))NXYNXY)

i . - .
+ 5 C S(KXKX-FKYKY4-2vKXKY-+2(1 v)KXYKXY) (6.4.12)

Den potentielle energi kan nu skrives som

T_ = ¢da- [ p uds , (6.4.13)
o= Joan-f |

idet A angiver skalfladen, S den belastede rand og p den fore-—
skrevne randlast.

6.5 Introduktion af en spandingsfunktion i udtrykket
for den potentielle energi.

Til bestemmelse af ligevagtstilstande benyttes variationsprincip-
pet "Stationar Potentiel Energi". Det bemerkes, at membrankref-
terne, der indgdr i udtrykket (6.4.13), ikke varierer frit, men
bestemmes ved flytningerne gennem de konstitutive ligninger og
tginings-flytningsrelationen. Ved direkte indsattelse kan varia-

tionsproblemets Eulerligninger bestemmes. De til flytningerne U
og V knyttede er

NX,X-kNXY,Y =0 (6.5.1)
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N +N =0 . (6.5.2)

Det ses, at disse (ligevagts) ligninger opfyldes, hvis snitkraf-

terne kan afledes af en spendingsfunktion F, der har egenskaber-

ne
Fyx = ET":Z £ = Ny (6.5.3)
Foy = %—2 £ = -Ny, (6.5.4)
Fyy = ERt2 £ =N, . (6.5.5)

Stgrrelsen £ er en dimensionslgs spandingsfunktion. Spandingsfunk-
tionen md valges sdledes, at der altid ved integration af tgjnin-
gerne kan opstilles et tilhgrende flytningsfelt. Nedenfor udledes
en ngdvendig betingelse herfor. Det vises dernast, at betingelsen

er tilstrzkkelig.

Udtrykkes straktgjningerne ved (6.3.13-15) og (6.5.3-5) fremkom-

mer identiterne

= E - HY) = E 1 ]
ey= F(E7=VE") = Z(gu' +ow' (w' +2w!)) (6.5.6)
__t vt ] e
Exy = R(1+v)f R(%qo(u +v') +c(w w'a—w'wo-+w wo)) (6.5.7)
£, = S(E"-vET) = S(gyvi-wtcw (wiE2w)) (6.5.8)
Yy~ R . R'9o ol -2

Elimineres u og v af disse ligninger fremstdr den ngdvendige be-

tingelsesligning mellem £ og w
AAf+w"+c1p(w,w+2w6) =0 , (6.5.9)
hvor ¢ er en bilinear differential-operator, der defineres ved
¥v(g,h) = g"K" +g<h" -2g"h" . (6.5.10)

At ligning (6.5.9) er en tilstrakkelig betingelse vises herefter.
Udtrykkene (6.5.6-8) kan bringes pa formen.

u' = Uy (6.5.11)
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vh o= U2 . (6.5.12)

u'+v't= U3 . (6.5.13)

Ved integration af de fgrste udtryk fremkommer

u ju1 ax+u(y) (6.5.14)

v = juzdy+vp(x) . (6.5.15)
der ved indsattelse i (6.5.13) giver

vy, = fu ax+us(y) + fuyay+vy (x) (6.5.16)

Ved eliniination af u og v fra (6.5.11-13) fremkommer

Ug = Ui'+ U; , (6.5.17)
der blot er en anden made at skrive (6.5.9) pa. U3 kan direkte
bestemmes ved integration

— - T
Uy = fU1 dx+fU2dy+f1(x)+f2(y): (6.5.18)

hvor f1 og f2 fremkommer ved integrationen. Det ses, at (6.5.16)

og (6.5.18) har samme form. Det vil sige, at (6.5.9) er en tilstrak-

kelig betingelse for kompatibilitet.

Den potentielle energi (6.4.13) kan nu udtrykkes som en funktio-
nal med F og W som indgdende funktioner. Betingelsesligningen
(6.5.9) indgdr blandt sidebetingelserne i variationsprincippet
"Stationar Potentiel Energi'.

6.6 Tilnermet udtryk for den potentielle energi.,

Fremgangsmdden i den tilnzrmede metode kan sammenfattes i fglgen-
de punkter: F]

a) Der skghnes et tvarflytningsfelt, w, der afhanger

af et endeligt antal parametre.

b) Der bestemmes et partikulert integral til kompati-
bilitetsligningen (6.5.9). ‘
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c) Ved at supplere spandingsfunktionen med lgsninger
til den homogene ligning AAf = 0 opfyldes randbe-

tingelserne.

d) Udtrykket for den potentielle energi opstilles. Re-
sultatet er en funktion af w~-feltets parametre.

e) Lgsninger bestemmes ved at minimere den potentielle
energi med hensyn til de indgdende parametre.

Det skgnnede tverflytningsfelt har formen

w = Ya161c°5(a1 z) cos(B1 ny (6.6.1)

hvor d1 og 81 er ikke-negative hele tal. Der summeres over gen-
tagne o; og Bi. Den betragtede imperfektion udtrykkes p& samme
m8de som flytningsfeltet, dvs.

W f Ygosocos(aoc)cos(sorn . ' (6.6.2)

Kompatibilitetsligningen (6.5.9) f&r udseendet

AAL = -w"—c1p(w,w+2w0)
=, 8‘>\2m§cos(m1?;)cos((31n)
171
0 yy2.27.2 p2 2 p2
—cy 87 + 2y YX¥u*la? BS + 05 B2 - 208,081 %
a1B1 aZBZ aZBZ‘ 172 271 1717272
x cos (u,2) cos (8,n) cos (a,T) cos (B,n) (6.6.3)

der ved hjalp af additionsformlerne omformes til
- 242
AAf = Ya18ﬁ1x cos(a1c)cos(81n)

(o]
Ak gk
x[cos ((aq +0,)2) (cos (B, +B,)n)+cos (|8, = B,[n))+

_1 2,212 n2 2 02 _
/X yu181(y + 2y ) X [oa1 82 +o; B) 2(!16101.262] X

+cos(|a1-azlc)(cos((ﬁiﬁ-ﬁz)n)4-cos({81- 82|n))L
(6.6.4)

Efter denne omformning kan identiteten
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k cos (ag)cos (Bn) = AA[ k 3 cos (ag)cos (Bn) ] (6.6.5)

(X +u%g?)
benyttes til at opstille et partikulart integral til (6.6.4).

Det far udseendet

f = Ya161Ko(a1,81)003(a1c)cosm1n)-cy )%

0
v +2y
P a181 oc282 “252

% {K(aq,0y,81,8,)cos ((a+ a,)) cos (B, + B,0n)
+K(u1,a2,81,-Bz)cos((a1+-uz)C)cos(|81'82|n)
*R(aq,-0y,8.,8,)cos (as-a,|z)cos ((B4+B,)n)

+K(u1r‘a213T,'B2)COS(|a1‘ale)COS(IB1“82h)}r

(6.6.6)
hvor forkortelserne
242 .
K (0,8) = — % 2" (6.6.7)
o (az.}‘2+ 32112)2 .
a.B, - 0,8
R(aq,0,,81,8,) = Y%A2u2[ 12 21 (6.6.8)

242 2.2
(a1+a2)k +(B1+82)u

er benyttet. Det ses, at fp har samme form som w, og udtrykket
(6.6.6) kan omordnes til

f =0 b cos(a1c)cos(b1n),
1

P a4 (6.6.9)

hvor a; og b1 er ikke-negative heltal. Der summeres over de aktu-
elle vaerdier ved gentagne a; og bi. Koefficienten 1 udtrykkes
ved Yo pé fglgende méde: e ™

33
® =y K (o B)5a15b1'CY 8% +2Y0 o) X
a1b1 a181 o' P oy 81 a181 a262 a282
x5, 6;18 K(aq,0,,8,,8,)+
GqFey PyT By
s21 5 2 B.,=B.)
+ K(a,,0,, - +
ayto, [81+ 82| 17727 2
o o2 B,)
+68 § K(a 0 B ’ +
loq=a,l Byt B, 17207102

a4 b1
+6la1—azl6is1—62|K(°‘1"“2'61"82)}' (6.6.10)
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Symbolet 62 er Kronecker's delta, der antager vardien 1 for o =8
og 0 for a # B.

De to randbetingelser, der sgges opfyldt ved hijelp af lgsninger
til AAf = 0, er

a) Den samlede normalkraft er af en given stgrrelse.

b) Flytningen V skal vere periodisk. Dvs., der skal
vaere sammenhang i skallen.

Den samlede axiale kraft er givet ved

2TR 2 2Tm
_ _Et -
P = d[ Ny dyY = —= J £ dn (6.6.11)

Bidraget fra det partikulzre integral fp findes af (6.6.6) til at
vere nul. For at opfylde (6.6.11) tilf@gjes bidraget

=ypry2= = 1 o2
£12%0°Y' = oY (6.6.12)

til udtrykket for spandingsfunktionen. Det ses umiddelbart, at

AAf1 = 0 er opfyldt.

Herefter bestemmes stgrrelsen

: 27R tqo 2Tm .
av= [ vyar= —= J v*dn (6.6.13)
(o]

ved integration, efter at (6.5.8) er indfe¢rt, til

2mmw
[ ("= vET+w-cw (wit2w) ddn . (6.6.14)
o

AV =

Blet

Ved at kombinere de hidtil opndede resultater kan fglgende hijal-
pestgrrelse bestemmes
2mm

j {f? - VE© + w - cw' (w" +2w") }dn
d P P

AVP =

et

2.2 o)
27t » A a) (pa1b1cos(a,1C)6b1

(6.6.15)

o
+ 27t - . cos(on1 ;)661

»
o984
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B

2 2

- Tty (v + 2Y2  )cos(a,c)cos(a,z)8,7B,B,u"C
u1B1 asz usz 1 - 2 61 172

Ronstanterne LN kan indfgres siledes, at AVp alene udtrykkes

. 1
ved flytnlngsparahetrene.‘ Den krazvede kompatibilitetsbetingelse
er da

2mm

t " .
= d/ {£p - v£]"}dn + Avp = 0O, . (6.6.16)

m

AV =

hvor fh er en lgsning til AAf = 0. Det har ikke vist sig muligt at
bestemme en 1l¢sning, fh’ der overalt opfylder (6.6.16). Rompati -
bilitetsbetingelsen reduceres til

L L nm
J'AV dx = ﬁﬁdev dz = 0. (6.6.17)

Det er klart, at denne omformning ngdvendigggr en kontrol af, at
variationen af AV, der optrader i forbiﬁdelse med en fundet lgs-
‘ning, er passende beskeden.

Udskrives (6.6.17) fremkommer

ni 2mm

d[ ( f {£y - v "}an)dac + 2mtL vy ° 59 - (6.6.18)
(o]

tL s
aqByag By

. mnm

BZ 2 2

a
2 -
Sg, B1 M7 =0

- kmtLey (v + 2y° Y (1 + §° )6
agByayB, EPL) gl oy

1

Det ses, at (6.6.16) kan opfyldes, hvis fh velges som
fh= l«qu + lépy ’ (6.6.19)

*
hvor g kan bestemmes til

* * o o
g =vp -Y s, ¢
0qBq0q 0y

o g
1,2 2 o o 2 2

+ BIUT(T + 8T )y (v + 2y )8 §,7¢c . (6.6.20)
4 a1 0q By ek %8y g By



92

vdtrykket for spandingsfunktionen er da

hvof udtrykkene (6.6.9) og (6.6.20) kan indsattes.

For at bestemme den ydre belastnings &rbejde m& forlazngelsen af
cylinderen bestemmes. Dette ggres ved at integrere (6.5.6)

n
Au = ﬁ%ﬁ;l {£77 - vE" - cw'(w' + 2w!)}dg
L ko x §© b 2
=z |P e v@a1b1 a‘Icos_( 1n) (6.6.22)
1.%2 .2 2 o
- c=§ A%l v (v + 2y Ycos(B.N)cos(B,N)].
4 ay - 1 3181 a282 asz 1 2

Den ydre belastnings arbejde bestemmes ved

2R _ Bt 2T«
A = piudy = ==— [ pAudn ., (6.6.23)
o]

N

- ¢

idet belastningen regnes jzvnt fordelt langs randen. Udregnes
(6:6.23) fremkommer ‘

_ 3L, %, * * * o 0 _
A, = 2j Et” glp (p vg ) - vp ®a.b, 5a15a1 (6.6.24)

(o]

o
2,2 .2
6@ o] + 2Yq

8
[e} 2
A Yq131(vu Y(1 + 661)661].

282 28

Det ses af (6.6.10), at ®. b 62 ég altid har vardien nul, hvor-
ved (6.6.24) reduceres til1 1 1 1

3L ¥ * * 1 * 2.2 o
Ap = 27 Bt” § [p (p - vg ) -zpcA ag (1 + 661)x

(o]
Yo g, Mg, * ZYa1s1)] ‘ (6.6.25)
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Bidragene fra tgjningsenergien i den potentielle energi kan be-
stemmes ved (6.4.12), (6.4.13), (6.5.3-5), (6.6.1) og (6.6.9).

B = - 5 [ (gmen 4 £rcE0r - 2uf"ETC 4 2(1 + v)E' £ )aa
F~ 32 _2
R A
2mm
1,31 1 °f " g ..
= 5Et° 2 == [« [ ocemem w g8 - 2vEnETT 4
O ¢
+ 2(1 + v)E' £ yan)dg (6.6.26)
2 2
3 * * %k
= Et3 % %ﬂ[Zq + 2p - 4vp g *+

1 2 o o) 2.2 2, 2.2
* g0 5 )T 670 (1% 67 ) (0 %ag + )]

Bt [wmw + w w420 whw o+ 2(1 - ww' W' yaa

nof =
[N}

i 1 3 L 1 n n o , 1] ey
= 5Et” § = d/ (d[ (W'w" + W oW+ 2uWwWT o+
L * 201+ v)w' w't)dn)de (6.6.27)
_ 3L ™ 2 e} o 2.2 2,2,2
= Et 3 4(Yu181) (1 + 681)(1 + 6u1)(x ay + 61)

Det ses, at den potentielle energi nu kan udtrykkes alene ved
parametrene i flytningsfeltet, idet parametrene i spandings-
funktionen bestemmes ved (6.6.9). I det fglgende er (6.6.10) i-
midlertid ikke indsat i udtrykket for den potentielle energi

L = E

P Fr Ew -

Ap . (6.6.28)

da det fremkomne udtryk bliver sardeles kompliceret.
P& grund af den dobbelte indicering af parametrene er det op-
stillede energiudtryk tungt at arbejde med i det fglgende. P&

baggrund heraf gennemfgres en omnummerering, s@ledes at (6.6.1)
og (6.6.9) bliver til
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w=N_ Y (6.6.29)
£ = N, o, (6.6.30)

idet smd graske indices lgber over antallet af formfunktioner, .
mens smd latinske lgber over de for spandingsfunktionen aktuel -
le verdier. Der summeres over gentagne indices. I forbindelse

med omnummereringen indfgres en rakke forkortelser, der er defi=-

neret nedenfor.

*
A
p

1 3 L
Ap/<5 Et7TR) (6.6.31)

P *
1 (" - va) + ASS v vy + 2vD)p*

GG
B YY) P

* * * el
4p (p - vg )+'(Aayq + A

3 L

) _ 1
Epn = EF/(EEt ﬂﬁ) (6.6.32)
*2 *2 * ¥ F
= 2g + 2p - 4vp g + Dijmiwj
* 1.3 L '

Ew =E, /(EEt “.ﬁ) (6.6.33)
_ W
= Dyg Yo'
_ G GG

®; = F Yy * Figg Ya's (6.6.34)

G
vp*+ QS Yo * Qg Ya¥p

Q
n

(6.6.35)



95

6.7.1 Ligevagtsligninger hgrende til den tilnarmede beregn-—

ingsmetode for fast imperfektion.

I det foregdende afsnit er opstillet udtryk for den potentielle
energi for en imperfekt axialt belastet cylinder. Ligevagtstil-
stande bestemmes ved variationsprincippet Stationar Potentiel
Energi. Det vil sige, at ligevagtsligningerne svarer til at kra-
ve de afledede af den potentielle energi‘med hensyn til para-
metrene i flytningsfeltet lig med nul.

En dimensionslgs potentiel energi udtrykkes ved

YoEr e g * (6.7.1
ﬂp—F+Ew—Ap PR A
2 2
P F W _ _* G, _ _* GG
= 29 2p  + Dij @ 04 * Dug YaYg = P AgYy = P BypY¥yYg

*
hvor g og @, udtrykkes ved Y, gennem (6.6.34) og (6.6.35). De
spgte ligevaegtsligninger er

* * B(D.
9Tp _ * 3g F 3 W _ G * GG _
3 = 4q 5y + 2Dij @5 37 + 2DaB Yg p Aa 2p AGBYB = 0.
o o [+
(6.7.1.
- *
De afledede af g og wj med hensyn til Yy ©F
*
“3g_ _ 4G GG
BYQ Qy * zQuB Yg (6.7.1.
PICIR
J_ G GG :
3Ya Fl,* ZFiaBYB. (6.7.1.
Ved omformning af (6.7.1.2) fremkommer
amg G GG o F ¢
9Tp _ oq R} w
3, 40Q, + Q 58l Y, 3y, + 2Dijwl 57, + 2Dy avg *
* 3 * G GG
9. - - 1.
+ p (4v 5v Ay = 2B4g YB) (6.7.

1 2 . *
Va + Va p .

1)

’

2)

3)

4)

5)
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Ligevaegtsligningerne kan lgses ved en Newton - Raphson metode,
der har til formdl at bestemme en fplge af forbedringer til en

tilnarmelse 7; til lgsningen. Et iterationstrin kan beskrives

*
~ved at krave betingelsen %ﬂg = 0 opfyldt. Venstresiden
: Yo Yg * AYB )
udvikles i en Taylorrazkke ud fra ?E , dvs.
o * 2 %
o _i__ v omp . _37mP

e AY = 0. (6.7.1.6)
Yo!Yg * BYg Yo Y PYg B

Omkring granselaste er belastningsparameteren p* ikke velegnet
til at styre en deformationstilstand. De numeriske eksempler

har vist, at betingelsen

Y, =A (6.7.1.7)

i den lineariserede udgave
oAy, = A% - ¥.vo (6.7.1.8)
o 'a o sttt
er velegnet til dette formal.

Betingelsen (6.7.1.7) knytter sig til den maksimale flytning og
til integralet af tvarflytningens kvadrat over skalfladen, s
der er en ngje sammenhang mellem vaerdien af A og deformations-

graden.

Benyttes (6.7.1.8) sammen med (6.7.1.6) bliver det bestemmende

ligningssystem
52D 1 2
L) -
BYQBYB Va AYB = VB (6.7.1.9)
27 o || or| 1a% - 7,7
8 H 8'8

Den anden afledede af den potentielle energi findes ved at dif-

ferentiere ligevagtsligningerne (6.7.2) med hensyn til Yg-
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2

2 2 * = * 3.
0T g 2 s a3 39, opF +

3y 3y ERER 3y . 9y ij Fiody oy

o o 8 e '8 a8 (6.7.1.10)
39, 2
F i "3 w o o_ ., *G
+ 2Dij BYB aYu + ZDuB 2p Aue

De i udtrykket (6.7.1.10) anvendt anden afledede bestemmes af
(6.7.1.3) og (6.7.1.4).

2 * 2 .
A SR YNC < B (6.7.1.11+12)
9Y49Yg aB 3Y,9Yg iaB

6.7.2 Numeriske eksempler pd beregning med fast imperfektion

Ved udvalgelsen af funktioner, der medtages i det benyttede

flytningsfelt, md bestrzbelserne naturligvis g& i retning af at
L3

medtage de mest betydningsfulde led.

De foldningsmgnstre, der er knyttet til‘den kritiske last for en
perfekt cylinder tiltrakker sig naturligt opmarksomhed. De egen-
funktioner, der bestemmes i [1] er trigonometriske funktioner i de
variable x og y. Dvs. de dannes af et antal bglger i ringret-

ningen og et antal bglger i frembringerretningen.

For narmere analyse af disse funktioners egenskaber vises neden-
for resultater fra beregninger, hvor flytningsfeltet og imper-

fektionen er valgt som bglger i frembringer- og ringretning.

*
P& de to nedenstdende figurer er vist belastningsparameteren p
mod flytningsniveauet \/ZiZi

Med den anvendte normering er cos (x) netop den aksesymmetriske
egenfunktion, der hgrer til den laveste egenvardi (p*cl = 1/ V?).
Derfor har funktion nr. 1 selv for stort flytningsniveau

en vardi af p*, der praktisk talt er idintisk med le' For de
tre prasenterede eksempler gslder, at p og den gennemsnitlige
sammentrykning vokser monotont med ZiZi’ ligesom det er til-
feldet for alle gennemregnede eksempler af denne type.



(3

ORe)

0,05

i

0.01 x cos(x)

0.01 x cos(x)cos(y)

L}
(=
.
o
-t

x cos(x)cos(y/2)

W

]

Fig. 6.7.2.1

+ Z2 cos (x)
+ Z2 cos (x)cos(y)

+ 7. cos(x)cos(y/2)

®

S

Fig.
vZig

6.7.2.2

05

1.0
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-Det velkendte fznomen, at der opstdr gennemslag, nd&r en cirku-~
lar cylinder trykkes sammen, kan ikke reproduceres med en en-
kelt af disse funktioner. Forklaringen herpd synes at vare, at
Flligge's klassiske lgsning beskriver forholdene for en perfekt
cylinder underkastet smd& flytninger. For at finde koordinat-
funktioner, der kan beskrive situationen, hvor der optrazder
stgrre flytninger, er det - som altid - hensigtsmassigt, at be-
tragte udseendet af de foldningsmgnstre, der rent faktisk op-
trader ved forsgg. I [2] beskrives resultater fra en omfattende
forsggsrakke udfgrt ved Institut fiir Flugzeugbau, Braunschweig.
Fremstillingen er illustreret med et utal af fotos af foldede

cylindre. Et enkelt typisk eksempel er vist nedenfor.

Fig. 6.7.2.3

Det er karakteristisk for de i [2] viste cylindre, at bulerne
grupperer sig i ringe, der ligger forskudt i forhold til hinanden.
Endvidere gar bulerne indad mod cylinderaksen. Der opstir ved
forsggene en razkke buler for meget korte skaller. Ellers optrader
som regel to. Det er imidlertid muligt at @ndre foldningsmgnstret
til at indeholde tre bulerzkker ved ganske sm& ydre pdvirkninger.
Dette forhold antyder, at det meste af skalfladen befinder sig i
en situation, hvor der er meget lille stivhed tilbage, og at
understgtningernes indflydelse bevirker, at foldningen finder
sted omtrent midt i skallen.

Disse overvejelser bevirker, at en beregning gennemfgres med
felterne

w= 2, + 2, sin®(Ax + uy) sin®(x - uy) (6.7.2.1)



100

W, = Zosinz(kx + uy) sinz(Xx - uy)

der har egenskaberne

1. knudelinierne er skruelinier pd cylinderen,

2. bulerne vender indad.

P& figuren er vist resultater for gennemregnet tilfalde

(X = 0.289, u = 0.225, v = 0).

* *
_ P Pnax
. *
Pel p—————— P
Z,= 0,01
I
Z,= 0,05 \
Z,= 0.1
2,202 ~
1: FEM
AU
0,1 0.2

Fig. 6.7.2.4

Fig. 6.7.2.5
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Det ses, at det er muligt at give en kvalitativt korrekt be-
skrivelse af foldningsforholdene for cylinderen med i reali-
teten en flytningsfunktion. For at vurdere resultaternes kvanti-
tative vardi er der gennemfgrt en elementmetodeberegning af en
cylinder med samme imperfektion. Resultaterne fra de to metoder
stemmer udmarket overens.

For at analysere betydningen af det benyttede flytningsfelt
gennemfgres kontrolberegninger med flytningsfelterne.

w = Z1 + Z2 cos(4Ax) + Z3cos(4uy) + Z4cos(2Ax)cos(2uy)

(6.7.2.3)
w = Z1 + 22 cos(4ny) + Z3cos(4Ax) + Z4cos(2Ax)cos(2uy)

+ Zscos(Suy) + Z6cos(8lx) + Z7cos(4kx)cos(4uy)

+ Zscos(GXx)cos(Zuy) + Zg cos(2ix)cos(6uy)
(6.7.2.4)

Flytningsfeltet (6.7.2.1) kan udtrykkes ved (6.7.2.3) eller
(6.7.2.4) samt passende lineare relationer mellem flytnings-
parametrene Z;.- Nedenfor er vist vardier for "spidsverdien"
pd arbejdskurven. Imperfektionen er givet ved (6.7.2.2) med

Zo = 0.05. De gvrige parametre er X = 0.3, ¢ = 0.15 og v = 0.

Flytningsfelt Prax

(6.7.2.1) -.5242
(6.7.2.3) -.5232
(6.7.2.4) -.5225

Beregningerne viser desuden, at de koordinatfunktioner, der er
aktive, i alt vasentligt er dem, der benyttes til opbygning af
imperfektionen samt det konstante flytningsbidrag. Den konsta-

tering, at aktuelle flytnings- og imperfektionsfelter synes at
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bestd af de samme bestanddele, danner udgangspunkt for de sidste

to afsnit i dette kapitel.

Erfaringer med beregning med et flytningsfelt, der i forhold

til (6.7.2.1) er udvidet ved, at led med dobbelt s& store bglge-
tal medtages, og med imperfektionen (6.7.2.2), viser, at granse-
lasten praktisk talt ikke @ndres,mens mindstevardien af p* efter
gennemslaget formindskes som fglge af at flytningsfeltet er i
stand til at beskrive de "skarpkantede" buler bedre.

6.8.1 Beregning med affine imperfektioner og flytninger.

Da det kan konstateres, at indflydelsen p& bzreevnen i hgj grad
er betinget af imperfektionens udseende, er det i en indledende

designfase ngdvendigt at afggre

hvilke imperfektionsformer og

hvilke imperfektionsamplituder,

der skal analyseres for konstruktionen udfgres. De valg, der i
denne forbindelse foretages, er mere eller mindre vilkérlige,
da den fardige konstruktionsgeometri er ukendt indtil udfgrelsen

har fundet sted.

Valget af imperfektionsamplitude vil vare pavirket af de tole-
rancer, der kan kraves ved fremstillingsprocessen, mens valget
af form er svarere at foretage p& et blot nogenlunde rationelt

grundlag.

T det fglgende afsnit prasenteres resultater, der er opnaet
under forudsatning af at imperfektions- og flytningsfelt er af-
fine, samt at flytnings- 0Og imperfektionsniveau er kendt.

Antagelsen er motiveret af erfaringer gjort med den i afsnit 7
benyttede metode, samt forfatterens intuitive fornemmelsen af,

at imperfektioner, der ligner det ved gennemslag forekommende

flytningsfelt, md vere farlige.
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Rent praktisk foretages beregningen helt analogt til den i afsnit
7 beskrevne, blot med den @ndring, at imperfektionskoefficient—
erne Yg opdateres efter hvert iterationstrin, s8ledes at Yy ©9

Y: er affine, samt at ngg har en p& forhd&nd foreskrevet stgr-
relse, B2. Da Yg lgbende &ndres, m& de matricer, der afhanger

af imperfektionerne, dvs. Ag, F?a og QS udregnes i hvert trin.
Stgrrelsen B beskriver rent faktisk imperfektionsniveauet, da
B er den stgrst mulige amplitude af en koordinatfunktion, og

da den gennemsnitlige imperfektion wgsn kan udtrykkes ved

Jox ] v
W ,2
(WO )2 _ 0 dx o] dY(q;) - l(yo )2(1 + &° Y (1+ 59 )
gsn L 2TR 208, % B
J.dX dy-1

(6.8.2.1)

6.8.2 Numeriske eksempler p& beregning med affine imper-

fektioner og flytninger.

Som udgangspunkt vaelges flytningsfeltet

w = Z1 + Z, COS2AX + Z3 cos2uy + Z4 CosAX cosuy (6.8.2.1)

og imperfektionen

O o]

WO = Z1 + Zg cos2Ax +Z§c052uy + Z4 COSAX COSHY . (6.8.2.2)

P32 figuren nedenfor er anf¢rt resultater for beregninger med

forudsatningerne

2y = oz, : - (affinitet) (6.8.2.3)
0,0 2 . . .
-ZiZi—= ZO (imperfektionsniveau) (6.8.2.4)

Til sammenligning er endvidere med punkterede kurver optegnet

resultater for beregninger med en fast imperfektion.
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(6.8.2.5)

Imperfektionen svarer til et axesymmetrisk foldningsmgnster,

der optrader i forbindelse med den mindste klassiske kritiske
vaerdi.

N
b
—— H
i
t
\
H .
[ N,
‘ N
~
N\,
“ a oo
N o 6 o ]
A " o ™
|
1
i
]
~
©
v
i
XQ o
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P3d figuren er resultater for (A,u) = (0.5,_0.5) med felterne
(6.8.2.1) og (6.8.2.2) givet som kurver. For at undersgge om
mere raffinerede flytnings- og imperfektionsfelter fgrer til

merkbart @ndrede resultater, gennemfgres regningerne med

w o= 2y + Z, cos(2xx) + Zq cos(2Ax)cos(2uy) + Z, cos(2uy)
*+ Zg cos(Ax)cos(uy) + Zg cos(Ax) + Z, cos(uy)
+ Zg cos(4ax) ¥ Zg cos(4uy) + %40 cos(4ix)cos(4uy)

+ Z11 cos(4Ax)cos(2py) + 212 cos(2Ax)cos (4uy)

(6.8.2.6)

Imperfektionen gives ved et anélogt udtryk. Ved at valge (A,u)
= (0.5, 0.5) er det i f@grste omgang benyttede flytningsfelt
udvidet med koordinatfunktioner, der bglger sivel hurtigere som
langsommere. De numeriske resultater var identiske med dem, der

‘bestemtes med fire koordinatfunktioner.

~Beregninger med (A,u) = (0.25, 0.25) giver resultater identiske
med de pd figuren viste, méns beregning med (A,u) = (1.0, 1.0)
giver at alene den aksesymmetriske mode (hgrende til Z6) treder

i funktion. Dette skyldes, at det ikke nu er muligt at danne en
linearkombination svarende til (6.8.2.1) med (A,u) = (0.5, 0.5).

Kurver hgrende til fast aksesymmetrisk imperfektion er punkteret.

Diverse beregninger foretaget med forskellige kombinationer af
(A,u) viser, at den kombination, der giver de laveste "granse-

vaerdier" ligger tet ved (0.5, 0.5).

Ved at beregne stgrrelsen

27R .
av = [ v a¥ (6.8.2.7)
S y
i tetliggende punkter langs randen konstateres det, at AV er nul

overalt, og at der dermed er sikret sammenhang overalt i skallen.

P& nazste figur er vist resultater for en beregning, hvor (A,u)er
sat til (0.5, 0.25).
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6.8.2.2

Fig.
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6.9.1 Beregning med flytnings- og imperfektionsniveau som

primere parametre.

I dette afsnit analyseres problemet
hvilken imperfektion er den farligste for

givet flytnings- og imperfektionsniveau?

uden den forenklende affinitetsantagelse fra afsnit 6.8. Den
spgte lgsning til problemet opfylder betingelserne

Jm*
P _ (ligevegtsligningerne opfyldt)
s (6.9.1.1)
* *
p = min{p by Y, = a2, Yng - 82 } (6.9.1.2)
Yo¥o = A2 (flytningsniveau) (6.9.1.3)
0.0 2 . . X
Yo¥o = B (imperfektionsniveau) (6.9.1.4)

*
Betingelsen (6.9.1.2) indeberer specielt, at p er stationar
overfor tilladelige variationer i Yg. Denne egenskab kan ud-

trykkes ved, at

2

. :
Co =t a0 - Y (6.9.1.5)

er stationar overfor variationer i Yg og Lagrange-multiplikato-
ren A. :

Det er i afsnit 7.1 vist, at ligevagtsbetingelsen (6.9.1.1) kan

skrives pad formen

am

T*

B
*

N

oY o

Q

hvor V; og Vi afhenger af Y, ©9 Yg' Det er oplagt,at Vi ikke

kan vaere en nulvektor, idet ligevagtsbetingelsen da ikke ville

afhange af den ydre belastning.
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Identiteten

2,1 * 2
VoV, +pVy) =0 (6.9.1.7)

pd fglgende made

*
muligggr, at p kan udtrykkes ved Yy ©9 Yg

- (6.9.1.8)

De to Eulerligninger, der sikrer, at ¢ er stationar fir fglgende
udseende

1,2
v, V
LI AT X N >
aYo aYo v2 V2 [+3
o o n'n
1 2 1,1 2
_ 1 BVE v2 . v1 BVC}+ 2VC VC v2 BV6
(V2 V2) 5+© 4 z BYO (V2 V2)2 § BYO
non Yo o o
o
+ 2 A Yo = o] (6.9.1.9)
93¢ _ o0 0 _ _
3% C YoUs B =20 (6.9.1.10)

Den numeriske lgsning af problemet foretages ved iteration efter
fglgende opskrift ’

1. skgn Yg .

2. Dbestem Yo ©9 P ved iteration som angivet i afsnit 7,
hvorved ligevagtsbetingelsen er opfyldt.

3. bestem nye vardier for Yz og A.

fortsaet fra trin 2.

- De erfaringer, der er indhgstet i forbindelse med de numeriske
eksempler, antyder at bestemmelsen af nye vardier af Yg og A
ma foretagés med nogen behéhdighed. Nedenfor skitseres den me-
tode, der er anvendt i forbindelse med de_i neste afsnit pra-
senterede numeriske eksempler.
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Den vardi af p*, der fremkommer fra trin 2. sammenlignes med
den numerisk set mindste vardi, der hidtil er bestemt. Hvis
den nye vardi af p* er den numerisk set mindste,bestemmes skgn
for tilvakster i YZ og A ved at lgse en lineariseret udgave
af ligningerne (6.9.1.9) 09(6.9.1.10), dvs.

2 2
) 37¢ ] Ayz R 1
[} I} ) o
Bya BYB aYa SA: aya
2% 2% an 20
Lan 24§ an? [ oA

Da der i nerheden af det sggte punkt ofte optfeder temmelig
store vardier af AYg, er det hensigtsmassigt at foretage en
normering af Ayg,séledes at vaerdien af AY%AY% ikke overstiger

en vis del af B.

*
Hvis den vardi af p , der er bestemt efter trin 2. ikke er den
‘numerisk set mindste bestemmes en ny prgvevardi af Yg ved

o (o}

o _ o} + _
Yg Yo imin Yo |max Yolmin) - W,

hvor YO . beskriver de imperfektioner, der har givet den hid-
almin P

*
til. numerisk set mindste verdi af p , mens Yg er de imper-

max
*

fektioner,der hgrer til den af de to vardier af p , den hidtil

nestmindste og den, der er fremkommet efter trin 2., der nume-

risk set er stgrst. Ved de numeriske beregninger er anvendt

w = 0.5.

[1]: Fligge, W. Statik und Dynamik der Schalen.
Springer - Verlag, Berlin/G6ttingen/Heidelberg. 1957

[2]: Esslinger, M. & Geier, B. Postbuckling Behavior of

Structures, Springer - Verlag, 1975



6.9.2 Numeriske eksempler p& beregning med frie flytnings-

og imperfektionsfelter.

Som udgangspunkt for beregningerne valges

w = Zi + Z2 cos 2AX + Z3 cos 2uy + Z4 cos AX cOs Uy
(6.9.2.1)

for flytningsfeltet og

_ .0 o o
wO = Z2 cos 2AX + Z3 cos 2ug + Z4 cOSs AX COS Uy

(6.9.2.2)
for imperfektionen. Der er ikke medtaget et konstant led i im-
perfektionen, s8ledes som det blev gjort i (6.8.2.2). Det skyldes,
at energiudtrykket indeholder den fgrste afledede af imperfektio-
nen, se (6.4.13 & 14) og (6.5.6 — 8). En konstant i imperfektions-

feltet vil s3ledes ikke spille nogen aktiv rolle ved beregningen.

: *
P3 figuren er vist sammenhgrende vardier af p og flytnings-

min
niveauet Vﬁ;ﬁ; for A = 0.5, ¢t = 0.5 og v = 0.De analyserede
imperfektionsniveauer er anfgrt p& kurverne. Beregningerne er
foretaget ved, at den i afsnit 6.9.1 beskrevne proces udfgres
for et lille flytningsniveau. Herefter er lgsningen til dette
problem benyttet som udgangspﬁnkt for en ny beregning med et
1idt stgrre flytningsniveau. Udgangstilstanden er tilfaldigt
sat til at alle koordinatfunktioner har samme vegt. Til sammen-
ligning er endvidere med kryds vist resultater stammende fra
beregninger for VZEZ? = 0.1 med felterne

w = Z1 + 22 cos 2Ax + Z3 cos Zki cos 2uy + Z4 cos 2uy

+ Z5 COS AX COS Uy + Z6 cos AX + Z7 cos uy + Z8 cos 4Ax
+ Z9 cos 4uy + Z4q COS 4Ax cos 4uy + Z11 cos 4Ax cos 2uy

+ Z,, cos 2Ax cos 4uy
(6.9.2.3)
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Fig.
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Det ses,
pd de to
Herefter

hold kan

Z

o

Zg COs AX + Zg cos 2AX cos 2Uuy + Z4 cos 2Uy

Zg cos AX COs Uy + ZZ cos AxX + Zg cos uy + Zg cos 4Ax
8 cos 4uy + Z?O cos 4Ax cos 4uy + Z?1 cos 4Ax cos 2y
Z$2 cos 2Ax cos 4uy

at der praktisk talt ikke kan konstateres nogen forskel
beregninger for flytningsniveauerne op til og med 1.0.

*
vokser p langsommere med det fine felt. Dette for-

min

forklares ved, at felterne (6.9.2.3 + 4) kan beskrive

en mere avanceret deformationstilstand end (6.9.2.1 4+ 2).

For yderligere illustration af de opndede resultater er neden-

for vist

sével flytningsf samt imperfektionslgsninger i udsnit

af en udfoldet cylinder.

w(indad)

gy y (ring)

\ X /aksé/

Fig. 6.9.2.2
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FORM AF IMPERFEKTION Z0=.1 Z=.7S L,M=.5..5 12 MODES -
A=(10,-4,5) T,2=-10,10 -

SN
>

FORM AF TMPERFEKT ON 20-.1 Z=1.5 L.M=.5..5 12 MODES
_A=(10.-4.5) T,7=-10,10

FORM AF IMPERFEKTION Z0=.1 Z=2.00 L.M=.5..5 12 MODES
A=(10,-4,5> T,7Z=-10,10 :

Fig. 6.9.2.3-5
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FORM AF FLYTNINGSFELT Z0=.1 2=,75 L,M=.5,.5 12 MODES
A=(10,-4,5) T,7=-10,10

FORM AF FLYTNINGSFELT Z0=.1 Z=,50 L.M=.5,.5 12 MODES
(A=(10,-4,5) T,Z=-10.10 :

FORM AF FLYTNINGSFELT Z0=.1 Z=2.00 LsM=,5,.5-12 MODES
A=(10,-4,5) T,Z=-10,10 ’

Fig. 6.9.2.6 -8



Af illustrationerne fremgdr det, at formen .af flytningsfeltet
ikke @ndrer karakter nadr flytningsniveauet forgges fra 0.5 til
2.0. Derimod @ndrer den farligste imperfektion udseende. For
VE:E; = 0.5 er den i hovedsagen bestlende af bglger i frem-
bringerretningen. For VE;E; = 1.5 bestdr den af nasten lige
store bglger i akse- og ringretning, mefds bglgerne i ringretning-
en dominerer for VE;E; = 2.0. Da de tilhgrende vardier af p*Imin
ikke adskiller sig sarlig meget fra hverandre m§ alle tre im-
perfektionstyper i en konkret situation vere‘kandidater til en
ngjere analyse.
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6.10 Konsekvent bestemmelse af bareevne ved anvendelse

af matematisk proggrammering.

Metoden,; der er beskrevet i foregdende afsnit, leverer i de til-
felde, hvor der optrader et maximum pd den bestemte kurve, en
verdi af bzreevnen, der er en nedreverdi for de bareevner, der
"kan bestemmes udfra de valgte flytnings- og imperfektionsfel-~
ter. Denne egenskab illustreres p& nedenstdende figur.

\°

?q‘;%

fwi

Hvis forlgbet af nedrevardikurven fgrer til en uacceptabel lav

*

vaerdi for § , kan den reelt lavest opnielige bazreevne p¥*

spges bestemt efter nedenstdende fremgangsmide. e
Metoden bestdr i sin enkleste form i, at der sk¢gnnes et imper-
fektionsfelt, hvorefter maximal bareevnen bestemmes som beskre-—
vet i afsnit 6.7. Herefter ®ndres imperfektionsmgnsteret i over-
ensstemmelse med antagelsen om et givet imperfektionsniveau og
den benyttede minimeringsalgoritme, hvorefter maximalbareevnen
.atter bestemmes. Hvis den nu fundne bareevne er mindre end den
ferste, fortsazttes iterationen ud fra det nye imperfektionsfelt.
Iterationen fortsattes indtil en stationzr vaerdi for maximalba-
reevnen er fundet.

Metoden kan modificeres, sd den medfgrer en noget mindre numerisk

indsats. Man begynder som fgr med et udgangsimperfektionsfelt,



for hvilket den tilhgrende maximalbareevne bestemmes.

P

Dette punkt er A p& figuren. Imperfektionsfeltet ®ndres nu i

overensstemmelse med den valgte strategi (arbejdskurve II). Nu
bestemmes det punkt, B , p& kurve II, der har samme flytnings-
amplitude, /E;EZ som A . Bestemmelse af p i et nabopunkt til
B afggr om maximalpunktet C skal sgges "til hgjre" eller "til
venstre" for B .

Da en funktionsevaluering best8r i lgsning af et ikke-lineart
ligningssystem udfra en tilnazrmet lgsning,mi optimeringsstrate-
gien valges med omhu. Det vil endvidere vare ngdvendigt at be-

stemme ngdvendige afledede af funktionen rent numerisk.

I litteraturen [1], [2] synes to ikke-lineare minimeringsalgo-
ritmer p& positiv mdde at skulle sig ud fra de andre. Den ene

er Powell's konjugerede gradientmetode, der p& trods af navnet
alene benytter funktionsvardien. Metoden har den egenskab, at
minimere en kvadratisk funktion i et konvekst omr&de i et en-
ligt antal trin. Den anden metode er DFP-metoden (Davidson-—:
Fletcher-Powell). Denne metode kraver kendskab til forste afle-
dede. Metoden bestdr i, at gunstige sggeretninger i variabelrum-
met valges udfra en tilnermetvinvers Hessisk matrix (H =

[BZF/BXiéxj]_1), der korrigeres for hvert trin.

Metoderne virker forskelligt,idet Powell's metode sgger langs
en rzkke s@ggeretninger i hver iteration. Det punkt, der har den

hidtil mindste vardi af bareevnen, bevager sig langs en trappe-



kurve. DFP-metoden analyserer omgivelserne, dvs. opbygger en
tilnermelse til H ud fra kendskab til bl.a. gradienten, hvor-

efter en (forhdbenlig) optimal sggeretning valges.

Ved staerkt ikke-linezre problemer synes erfaringer'at vise, at
Powell's metode er den mest robuste, da det kan vere ngdvendigt
at bestemme minimum i sggeretningerne meget ngjagtigt for at DFP-

metoden fungerer efter hensigten.

REFERENCER:

[1] ¥Fox, R.L.: Optimization Methods for Engineering Design.
: Addison & Wesley. Reading Mass., 1971.

[2] Himmelblau, D.M.: Applied Nonlinear Programming. McGraw-
Hill, 1972.



7. NUMERISKE EKSEMPLER

E - 1 Rektangular plade - Eulersgijle

I dette eksempelbbetragtes en rektangulezr plade, der er simpelt
understgttet pd to modstdende sider. De ¢vrige sider er frie.
Idet tvaerkontraktionsforholdet sattes til nul kan de opnéede

resultater direkte sammenlignes med analytiske lgsninger for

sgjler.
Geometri:
L1 = 400
L, = 400
Fig. 1
.Fzsik:
= Elasticitetstallet = 2100
= Poisson's forhold = 0
..t = pladetykkelsen = 4
Belastning: Understgtning:
b ¢
12 4
- u
pe i i3 i iy w -
7 Vu=0 w=o
P = A V=o w%f o

Fig. 2 Fig. 3
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Linesr kontrol:

4

L
P._2_,.
forkortelse er T 5 A 37

Denne forkortelse findes eksakt for X = 1.

Egenvardibestemmelse:

Den bestemte egenvardi er 1.00006 gange st@rre end den eksakte
verdi for den tilhgrende Eulersgile.

Postbuckling:

Opfgrselen. af pladen efter foldningen er analyseret,idet en rak-
ke beregningstrin er udfgrt med den pd nedenstdende figur viste
knudeflytning som styrende parameter. Belastningsparameteren A
er bestemt ved den ligevagtsligning, der hgrer til den styrende
flytning, ‘

Vstyr

lX2 ,”j%

N3

™~ Vstyr

\v
kontrol
Fig. 4

Beregningen er gennemfgrt vedAiteration, der er fortsat indtil
konvergens er opndet. I nedenstdende skema er en rakke resulta-

ter anfgrt. Stgrrelsen V.

kontrol ©F tverflytningen af den frie

midterknude.



A=)

Vstyr Vkontrol Mg : ch ' V;éi;;
.5000 .5003 1.0003 .0032
1.0000 1.0008 1.0012 .0029
1.5000 1.5014 1.0027 .0028
2.0000 2.0023 1.0046 .0027
3.0000 3.0052 1.0099 .0025
4.0000 4.0097 1.0162 .0023

Det ses, at belastningsparameterens opfgrsel efter foldningen
med god tilnarmelse kan beskrives ved at tilvaksten i A er
proportional med kvadratet p& amplituden i udbgjningen.

P& den nedenstdende figur er afbildet sammenhgrende vardier af
belastningsparameter og forkortelse. De i tabellen anfgrte

punkter er markeret p& kurven.
* /

A /

!

l %

7 4 A=Y it

Fig. 5.



A* v*
1.0003 1.047
1.0012 1.190
1.0027 1.428
1.0046 1.759
1.0099 2.706
1.0162 4,024

122

* =
A A/AC

v¥

1

knudeflytningsvektor multipli-~

ceret med enhedsbelastningsvektor.



E - 2 Rektangular plade med tvarbelastning

I dette eksempel betragtes en rektangular plade, der er simpelt
understgttet langs to modstéende sider og fri langs de ¢gvrige.
Geometri, fysik og elementinddeling er som i eksempel 1.

Belastningen er som vist pa figuren nedenfor.

4% X1 P=2R
— “gg

Nx

A
Fig. 1

Tvarbelastningen QO er valgt sd tvarflytningen far verdien
1 ved en linear beregning.

Linear beregning:

Sével sammentrykning som maximaludbgjining f&r ngjagtig de for-
ventede vardier. '

Ikke-linear beregning:

Da konstruktionen er statisk bestemt kan en analytisk lgsning
enkelt tilvejebringes. Udtrykket for maximaludbgjningen er

tan(kL,)
Ymax LZG( kL2 -,
med L2 = halv pladelangde
12p
kK =\ - S
EL.t

1



I det nedenstdende skema

= 0y/7,

af maximaludb¢jningen

124

er angivet eksakte og beregnede vardier

A

Yex Y a W g
.50 - .63682 - .63659 - .63646
1.00 - 1.75706 - 1.74891 - 1.74768
1.50 | - 4.26328 - 4.09655 - 4.08709

De beregnede vaerdier stammer fra en beregning, hvor konvergens-—

kriteriet var, at den relative @ndring mellem to iterationstrin

ikke matte overstige

P

er 0

= 30

rametre er L1

og QO =
L

2

10_4. De benyttede belastningsparametre
0.21, mens de fysiske og geometriske pa-
400 t 4 2100 0.

E = =

v
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E - 3 Lang rektangular plade med axial belastning

I dette eksempel betragtes en rektangular plade, der sammentryk-
kes 1 den ene karakteristiske retning af et stift &g. Foldnings-
mgnstret svarende til den laveste egenvardi sammenlignes med
den eksakte lgsning. Forbindelsen mellem lgsningens kvalitet og

elementstgrrelsen belyses.

Geometri: X4

X? i Fig. 1
500 —

Fysik: E = elasticitetstallet = 2100

Poisson's forhold = 0
skaltykkelsen = 1

+
ll

Elementinddeling: Der er benyttet et element i 1-retningen og

fem elementer i 2-retningen.

Grov elementinddeling - hel plade betragtes

Understgtning for linear beregning:

1)@,U
u=0 w=0
) u=0 Fig. -2
w=0 vz=0
w=0
XV XBw u-=0 w=0

Belastning ved line&r beregning:

t1

Fig. 3

X2
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jevnt fordelt belastning med intensiteten .

Rontrol af linear beregning:

: A<l1-L
forkortelsen = _EEfT_ . L2 = 57

1 5 5

Denne vardi findes ogsd ved beregningen. Forkortelsen viser sig

som ¢gnsket uafhangig af koordinaten Xq-

Understgtning benyttet ved egenverdibestemmelsen

fx.],u

Fig. 4

X?,V Xé,w
Flytningerne er fixeret langs randen.
Resultat:
’Dgn fundne egenvaerdi er X = .7344 ~ 1.06 x A

ex

Finere elementinddeling - kvart plade betragtes

Nu betragtes den p& figuren viste fjerdedel af en rektangulear

plade.

1 . ¢

500 -

Prebucklingstilstanden svarer fuldstandig til den der optraddte

i den hele plade.



Understgtning benyttet ved egenvardibestemmelsen

x1
w=0
Fig. 6
= W, =0
w=0 s
2 w,,=0
1
Resultat:
Den fundne egenverdi er X = .172832 = 1.0007 «x Aex
Konklusion:

Eksemplet viser, at beskrivelsen af en bule med to elementer
fgrer til resultater, der afviger med f& procent fra de korrek-
te. Beskrivelsen af en bule med otte elemeﬁter giver resultater,
‘der stemmer overens med de analytiske.

Nedenfor er foldningsmgnstrene for de to tilfazlde afbildet.
Elementinddelingen og geometrien er valgt sdledes, at knude-
linierne for den analytiske lgsnings foldningsmgnster falder
sammen med elementrande. Det ses, at den grove elementinddeling
ikke giver sammenfald mellem elementrande og knudelinier. Det-
te forhold skyldes, at den afledede af udbgjningen er tvunget
til at variere kubisk pd tvers af en elementrand, mens den el-
lers kan variere som et fjerdegradspolynomium. '



128

Fig. 6

- FOLDNING AF KVART LANG SU PLADE MED AXIAL BELASTNING

. Fig. 7



E - 4 ZRvadratisk plade underkastet ren forskydning

I dette eksempel betragtes en kvadratisk simpelt understgttet
plade. Pladen belastes med konstant forskydningsbelastning langs
randene. Den kritiske last bestemmes.

Geometri: X
Leometri: )
X1
1.7 , Fig. 1
1,7
Fysik:
E = elasticitetstallet = 2.1-106

= Poisson's forhold = 0.3

= pladetykkelsen = 2.9.1073
Understgtning:

X2,V 2
% “g~ Xp.u

Fig. 2

Pladeflytningen er sat til nul langs randen.
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Belastning:
2

—— | e

‘ t Fig. 3

— e
e

Langs randene er pafgrt en enhedsforskydningsbelastning i de

p& figuren angivne retninger.

Elementinddeling:

For at belyse elementets form&en er der foretaget en rakke kgrs-
ler med forskellig element stgrrelse. P& figuren er vist element
inddelingen for den fineste inddeling.

X2
X1

Fig. 4

De opndede tilnzrmelser til de numerisk laveste egenvardier er

samlet nedenfor
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N DOFOSef ' A1' A2 K3 A4

1 4 - .18597 - - .72804 |.48429
2 22 - .15190 |.16484 | - .18922 |.20010
3 52 - .14993 |.15109 | - .18658 |.18754
4 94 - .14953 |.14977 | - .18543 |.18552

L
N =1{ 0.5 x elementantal }2

Verdierne i tabellen er placeret sdledes,at de hgrer til den
samme type foldning (dvs en eller to buler i den ene eller anden
retning) . Beregningerne er udfgrt med 3 iterationsvektorer for
N=1 ogmed 5 for N = 2,3,4.

P& de nedenstdende figurer er vist foldningsmgnstre stammende
fra beregningen'med N = 2. '

FOLONING AF KVADRATISK PLADE MODE NO 1
A=(4,2,1.6.1.0), (T, Z)=(30.10), FRKTOR=0. 1

Fig. 5
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FOLDNING AF KVADRATISK PLACE MODE NO 2

A=(4,2.1.0.1.00, (T, £)=(30, 102, FRRTOR=C, 1

Fig. 6

FOLDNING AF KVADRATISK PLADE MODE NO 3

A=(4,2.1.0.1.0%,(T,2)=(30. 10, FRKTIR=C. 1"

Fig. 7

FOLDNING AF KVACRQTISK PLADE MJDE NJ 4

Heido 21

0. 1.0, (T,2)=(3C. 10>, FAKTIR=C. 1

Fig. 8
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E - 5 Cylindertag med egenvagt

I dette eksempel behandles et cirkular cylindrisk tag, der er
pvavirket af en javnt fordelt egenvagtsbelastning. I [1] er det
samme eksempel regnet igennem med elementer, der er baseret pa

den samme teori, men hvor samtlige flytninger er interpoleret

som  W.
Geometri. @
¢ ><_
~
Fig. 1
(a,8)€ [0,401x[-300,0]
Fysik:

6

E = Elasticitetstallet = 3-10
Poisson's forhold = 0
t = skaltykkelsen = 3.0

Il

Belastning:
Belastningen er j®vnt fordelt med intensiteten 0.625 i xj-ret—
ningen.

Understgtning:

Skallen understgttes pd skiver langs enderande.
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Fig. 2

Konstruktionen er gennemregnet for tre element inddelinger, hvor-

af den groveste (N = 2) er vist p& nedenstdende figur.

/W7

Fig. 3

73

I den fglgende tabel er angivet resultater for de pa figuren
viste prgveflytninger, Wir Wy Vg

N DOFef w1 w2 v3
88 3.67 |- .458 | .134
179 4.03 |- .515] .149
302 4.08 |- .523) .151

Det ses, at forskellen mellem resultaterne for N = 3 og

N = 4 er ringe , og at resultaterne svarende til N = 2 kun

afviger med ca. 10% fra de, der opnds med en fin elementinddeling



For at illustrere effekten af at alle flytninger interpoleres p&
samme mdde som tvarflytningen w ,er i den nedenstiende tabel an-
fort verdier hgrende til forskellig elementinddeling. Som prgve-
flytning er valgt Wy

N [11

3.673 3.978
4.030 3.985
4.083 3.985

lgsn.| 4.099 3.985

Det forhold, at der er angivet to forskellige vardier for den
eksakte lgsning, skyldes at der i [1] er anvendt en skalteori,
der ogsd kan anvendes p& relativt dybe skaller. Det ses, at re-
sultaterne fra [1] praktisk talt er uafhangige af elementindde-
lingen. Selv for elementinddelingen med to elementer ialt er
fejlen kun ca. 2%. Resultaterne, der er opnédet med det i afsnit

4 beskrevne element, viser en mere behersket konvergenshastighed.

De ¢gvrige eksempler, der er givet i [1], viser, at elementet med
54 frihedsgrader, giver bemarkelsesvardigt gode resultater, hvis
kvalitet i hg¢j grad m§ tilskrives det forhold, at stiftlegemebe-
vaegélserne kan beskrives se@rdeles fint.

Fig. 4

LINE#R FLYTNING RF CYLTAG

[1]1: D.J.pawe High-Order Triangular Finite Element for
Shell Analysis.
Int.J.Solids Structures. 1975. vol. 11, pp. 1096-1110.
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E - 6 Cirkuler-cylindrisk panel

I dette eksempel betragtes en del af en stringerafstivet cirkular

cylinder. Resultaterne sammenlignes med en analytisk undersggelse

[11.

Fig. 1

~L__| VV

o S B,

Det antages, at stringerne fastlagger knudelinier for foldnings-
flytningen i normalens retning.

[1]: W.T.Koiter Buckling and Post-buckling Behavior of a
cylindrical Panel Under Axial Compression.

Report S 476, National Aeronautical Research
Institute, Amsterdam 1956.
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Geometri:

Fig. 2

Fysik:
E = Elasticitetstallet = 2100
= Poisson's forhold = 0.3
t = skaltykkelsen : varieres
Belastning:

Belastningen er p&fgrt sdledes, at den aksiale forkortelse er
uafhengig af buekoordinaten o . I prebuckling-tilstanden, hvor
deformationer fordrsaget af tverkontraktionsforholdet, v , ikke
hindres, er belastningen javnt fordelt langs randen. '
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Understgtning - prebuckling:

u=0 \'4
W,=0 )\U 0 Fig. 3
w w,=0
k
Randbetingelsen w o = 0 1langs rande i frembringerretningen. Fo-
r

retages beregningen uden denne randbetingelse, bliver den konstan-
te tverflytning overlejret med en "stiftlegemebevagelse" af form

som en rotation af skalstykket om en frembringer.

Understgtning - Buckling:

I [1] er foldningsflytningsfeltet givet ved

=
1t

A sin px cos qy

<
i

B cos px sinqy
w = sinpx sinqy ,

hvor x og y er dimensionslgse koordinater og p og q bglgeantal

i frembringer- og ringretning.

Den del, der her betragtes, er udskdret mellem knudelinier for
tverflytningsfeltet. De indfgrte randbetingelser er vist pd fi-

guren.
P u=0
w:=0
- «
- Fig. 4
v=0
w=0 :
vel
w=0
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Elementinddelingen er vist p& figuren.

N/

Fig. 5

Geometriske og fysiske stgrrelser er valgt sdledes, at for
t > 1 vil et foldningsmgnster med en bule mellem stringerne
vaere det farligste. Nedenfor er anfgrt vardier for den kritiske

-belastning pcr.

cxr cr’
¢ PrEM / Pex
1 1.0004
1
3 1.0336
1
7 1.0642

De konstaterede afvigelser svarer ngje til de i eksempel 3
bestemte. Modelleres en bule med et par elementer bliver fejlen
nogle f& procent.
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WaI%0%9%0%

/

CIRKULERT PANEL - MODE NO. 1 - TYKKELSE = 2.00

Fig. 6

1%

INANANI

/

CIRKULERT PANEL - MODE NO. 1 ~ TYKKELSE = 1.00

Fig. 7
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N

CIRKULERT PANEL - MODE NO. 1 - TYRKELSE = 0.50

Fig. 8 ’

/N

v

/|

CYRKULERT PANEL - MODE NO. 1 - TYKKELSE = 0.25.

Fig. 9
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E - 7 Foldning af en perfekt cirkular cylinder

Dette eksempel har til formdl at belyse,om den foresléede metode
til egenvardibestemmelse kan anvendes pd en konstruktion, hvis
belastning og geometriske udformning medfgrer, at der optrader

mange egenvardier i umiddelbar nerhed af den mindste.

De numeriske resultater kan endvidere give retningslinier for
i hvilken udstrakning en del af en cylinderskal kan benyttes som
model for den'fuldstandige skal.

Der er i [1] gennemfgrt en analytisk behandling af foldnings-
forholdene for en uendelig lang cirkuler cylinder med en kon-
stant axial spending fgr foldningen. Resultaterne er resumeret i

[2]. Analysen bestdr af fglgende trin

1) Et sat lineasre skalligevegtsligninger perturberes.

2) En antagelse om at foldnings-tillagsflytningerne
kan udtrykkes ved produkter af trigonometriske
funktioner i koordinater i ring- og akseretningen
indsattes i de perturberede ligevagtsligninger.

3) De resulterende "stabilitetsligninger" kan reduceres’
til et 3 x 3-matrixegenverdiproblem.

4) En tilnarmet lgsning til egenvaerdiproblemet opstilles.

Afbildes sammenhdrende vardier af den kritiske spanding og bglge-
lengden i akseretningen i dobbeltlogaritmisk afbildning fremstdr
de karakteristiske "guirlandekurver"'[2], fig. 240, p 459.

Det fremgdr, at den laveste egenvardi praktisk talt er uafhengig
af bplgelangde-radiusforholdet. Undtagelser findes for meget smd

[1] : w. Fliiggge Statik und Dynamlk der Schalen
1957, Springer-Verlag, Berlln/Gottlngen/Heldelber

[2] : S.P.Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger
Theory of Plates and Shells, McGraw-Hill, 1959.
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vardier af bglgelangde-radiusforholdet, hvor vardierne svarer til
dem, der optrader for flade plader med axial belastning, samt for
bglgelengde-radiusforhold, der er meget store.

I disse tilfelde opfylder den fundne lgsning imidlertid ikke

skalteoriens forudsatninger.

Teorien fra [1] kan benyttes til behandling af skaller af ende-
lig l=ngde idet de undersggte bglgelangde-skallangdeforhold an-
tager diskrete vardier. Randbetingelserne er noget specielle,
(RA se nedenfor). Resultaterne svarer helt til dem, der blev
fundet for den uendeligt lange cylinder, nemlig at foldningsla-
sten er uafhangig af langden bortset fra meget korte skaller.

I det fglgende er der analyseret en skal med fglgende geometri.

Fig. 1

Flytningstilstanden f@¢r foldningen er

- AB/Et

<
It

A V/Et .

)
I
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Ved beregningerne er benyttet fglgende typer af randbetingelser

R, : W20 ,us=0, Wigg = 0 i knuder g=0,0L
S w0 ,vEzEOQ a =0
RB: w:0,u50,w,66=0 i knuder B=L2
Wig =0, vz=0 g =20
wz0,vz0 o =20

RC: W,BEO,VEO B=0,1L
w=z0,vz=zo0 o =0

Ry : 'w = 0, us=z0, Wigg = 0 i knuder B=0,1L

w=0,vVvEDQD o=0,L

Rp = W = 0, uszo0, Wrgg = 0 i knuder B=0, L
w=z0,vz=z0 a =20
w, =0 ,u=0 o =1L

o 1
Idet Na og NB betegner antallet af elementinddelinger i hen-
holdsvis ring- og frembringerretningen og D den del af skal-
ringen, der er modelleret med elementer, kan en razkke beregnin-
ger, hvis resultater er givet i tabel 2, karakteriseres ved

Eks Nu N8 D L1 L2 8)
Al 1211 1 36.0 7.50 Rp
. A2 12 1 1 1 36.0 7.50 RC
B1 12| 2 1 36.0 7.50 Ry
B2 12 ] 2 1 36.0 7.50 Ra
ct 41 3 1/4 9.00| 7.50 Rp
c2 41 34 1/4 9.00{ 7.50 Rp
D 12 ] 2 1 36.0 3.75 Ry
E 215 1/12} 3.00| 7.50 RD tabel 1
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ITNO Al A2 B1 B2 C1 Cc2 D E
1 - 1.9224 1 1.3512 ] 1.3658 | 1.1726 | 1.1629 | 1.0687 | 1.0142
2 1.4584 | 1.4094 | 1.1493| 1.1980 | 1.0460 | 1.0150 .9801 .9387
3 1.3165| 1.3072| 1.0597 | 1.1088 .9982 .9737 .9400 .9091
4 1.2784 | 1.2839 | 1.0201 | 1.0605 .9704 .9556 .9212 .8955
5 1.2689 | 1.2786 | 1.0028 | 1.0382 .9504 .9457 .9104 .9873
6 1.2665 | 1.2774 -9942 | 1.0264 .9359 .9394 .9025 .8816
7 1.2658 | 1.2771 .9897 | 1.0193 .9261 .9346 .8956 .8773
8 1.2655 | 1.2770 .9871 § 1.0145 .9197 .9308 .8899 .8741
9 1.2654 1 1.2770 L9855 | 1.0106 .9156 L9277 | .8849 .8717
10 1.2654 | 1.2770 .9846 | 1.0078 .9123 .9252 .8808 .8698
11 1.2654 | 1.2770 .9841 1.0057 .9110 .9230 .8875 .8683
12 1.2654 | 1.2770 .9837 | 1.0043 .9098 .9211 .8752 .8670
13 1.2654 | 1.2770 .9835 | 1.0034 .9089 L9195 .8736 .8658
14 1.2654 | 1.2770 .9834 | 1.0028 .9083 .9181 .8725 .8648
15 1.2654 | 1.2770 .9833 | 1.0023 .9078 .9167 .8717 .8638

tabel 2 konvergensforlgb med nederste egenvardi (AT)

Resultaterne fra [1] giver Alr = .81. Ved at extrapolere vardi-
erne fra C1 Xkommer AgéM ~ .906 (~10% fejl). Extrapolation af
vardier fra E giver XEEM ~ 0.85 (~5% fejl). Fejlen p& verdi-
erne fra D og E stemmer overens til trods for at resultater-
ne fra D stammer fra en hel ring, mens E i realiteten er en
"panellgsning” som de i E-6 viste. P8 den nedenstdende figur
er vist foldningsfeltet fra C1. Resultaterne fra [1] viser, at
" et foldningsmgnster, som det her fundne, med seks bglger i ring-
retningen og en bglge i akseretningen er et af de kritiske for

den analyserede skal.



146

\VAVZAW

CYL 7 MODE NO ! N=(3.4)

Fig. 2
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E - 8 Elliptisk cylinder

I dette eksempel analyseres en elliptisk cylinder med endelig
lezngde, for hvilken randbetingelserne har stgrre lighed med de

i virkeligheden forekommende end de imperfekte cirkulareée cylinder-
skaller, der analyseres i andre eksempler. Geometriske og fysi-
ske data er valgt s&ledes, at en sammenligning med de i [1] pu-
blicerede resultater kan foretages. De numeriske resultater i

[1] er fremkommet ved beregning med et differensligningsprogram
med anvendelse af en skalteori, der mi antages at kunne beskrive
tilstande, hvor der optrader store flytninger, bedre end den teo-
ri, der danner grundlag for det i afsnit 4 beskrevne element.

P& denne baggrund kan der konstateres noéen uoverensstemmelse
mellem de her og i [1] prasenterede resultater. Forskellen er

dog ikke stgrre end at cylinderens opfg@rsel ved de to beskrivel-
ser kvalitativt og i rimelig grad ogs& kvantitativt stemmer over-

ens.

Ligesom i [1] er den detaillerede beregning foretaget for en
kvart cylinder.

Der er foretaget beregning af sivel perfekte som imperfekte cy-
: llnderskaller. Den imperfektionsform, der benyttes,er den i {1]
anvendte. Formen af imperfektionen er vist péd fig. 1. De analy-
serede amplituder er 0.5 og 1.0 gange skaltykkelsen.

/]
/]

. FORM AF IMPERFEKTION
Fig. 1. §

[1]: Almroth, B.O., Brogan, F.A., Marlowe, M.B.
Collapse Analysis for Elliptic Cones. AIAA-Journal, vol. 9,
No. 1 (1971) ,pp. 32-37.
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Den kvarte cylinder modelleres med 16 elementer, der pd figurer-

ne er vist med en underinddeling.

Eksemplets data er givet ved

fig 2

7

Elasticitetskoefficienten, E = 10

Tverkontraktionsforholdet, v = 0.3
Skaltykkelsen , t = 0.0144
Maximalimperfektion Wy = Cet

Undefst¢tningen langs randene forhindrer flytninger, men tilla-
der drejninger. Under belastningen er forkortelsen tvunget til
at vare konstant.-

Belastningen p& den analyserede fjerdedel af cylinderen beteg-

*)
nes med A .

P& den nedenstiende figur 3 er forkortelsen, Av , afbildet mod

belastningen.

P4 figuren er vist et par resultater fra [1]. Det ses, at ele-
mentmodellen giver en beskrivelse, der er stivere end den i [1]
benyttede model. Tallene p& kurverne er den benyttede vardi af
z .

*
) Bemaerkning: I [1] betegner lastparameteren P den totale last
pa cylinderen (dvs P = 4 x A), mens den "end-shorter

ing", der afbildes mod P i [1], fig. 2 er den halve

af forkortelsen af den i fig. 2 viste cylinder.
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A
-0,0
.//
1000 - x .1,0
Sos
7 .
7///
500 . ref[1], § =00
« s ref(1], 5 =05
«: refl1], $ =10
4avx1000
1 2 3 4
Fig. 3.

Ved de numeriske beregninger blev der ikke konstateret direkte
fortegnsskift for determinanten for tangentstivhedsmatricen.
Det fremgdr imidlertid af den nedenstdende figur 4, hvor deter-
minanten hgrende til den verfekte skal er afbildet mod belast-
ningen, at det ved disse beregninger bestemte kritiske lastni-
veau stemmer overens med det i [1] bestemte.
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log,(4 74, )
2 4 6 38 10 12
A/100
x
-2
X
- 4 b X
¥ X
-6 * x X x x x %
Fig. 4.

Det ses, at determinanten antager sin mindste vardi for A ~ 1100.
Denne verdi svarer til den verdi, der bestemmes i [1].

Til sammenligning kan det anf¢res, at en linear egenverdianalyse

med linear prebucklingstilstand giver Acr = 969 .

For praktiske anvendelser er det vigtigt, at forlgbet af tver-
flytningerne kan beskrives godt. Forlgbet af disse betragtes i
det fglgende.

P& figurerne 5 og 6 er vist forl¢be£ af tverflytningen, Wy
midt pd den flade side af cylinderen optegnet mod belastnings-

parameteren.

I [11, fig. 3 er vist et forlgb af w der savel kvalitativt

i B’
som kvantitativt harmonerer fuldstazndigt med Fig. 5 og fig. 6.



Fig.

Fig.
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Nedenfor vises to billedserier til illustration af deformations-
for1¢bet. Til forskellige verdier af A vises sdvel den udefor-
merede som den deformerede konfiguration. Der betragtes dels en

perfekt skal, fig. 7.1-7, dels en imperfekt, hvor amplituden af

imperfektionen svarer til skaltykkelsen, fig. 8.1-7.

Endelig analyseres flytningsforlgbet langs kurven AB (se fig. 2).
I [1], fig. 5a) vises forlgbet af flytningerne langs AB ved
den kritiske last for en perfekt og en imperfekt-skal. Denne
figur viser det samme fznomen som fig. 7.1-7 og fig. 8.1-7, at
bulen midt pd den flade side for den perfekte skals vedkommende

bevager sig udad, mens den bevager sig indad p& den imperfekte

skal.
gg%%?
PIF. 7.\‘

PERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = (4,2)
LAMBDA = 400 FLYTNINGSFAKTOR = 10

FIG. 7.2
PERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = (4,2)
LAMBDA = 600 FLYTNINGSFAKTOR = 10

Fig. 7.1 og 7.2
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Fig. 7.6, 7.7, 8.1
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%
F1G, 8.2

IMPERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = {4,2)
LAMBDA = 600 FLYTNINGSFAKTOR = 10

7

FIG. 8.3

IMPERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = (4,2)
LAMEDA = 700 FLYTNINGSFAKTOR = 10

FIG. 8.4
IMPERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = (4,2)
LAMBDA = 800 FLYTNINGSFAKTOR = 10

Fig. 8.2-14

——— N TN
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,

FIG. 8.5
IMPERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = (4,2}
LAMBDA = 900 FLYTNINGSFAKTOR = 10

&

FIG. 8.6
IMPERFEKT ELLIPTISK CYLINDER N = (4,2)
LAMBDA = 1000 FLYTNINGSFAKTOR = 10

FIG. 8.7
IMPERFEKT ELLIPTISK CYLINDER .N = {4,2)
LAMBDA = 1000 FLYTNINGSFAKTOR = 1

Fig. 8.5 -7
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P& fig. 9 vises forlgbet af tverflytninger mellem punkterne A

og B for den perfekte skal. Verdien af A er angivet ved kur-

verne.
wx1000
2 E
950
7 <
800
200
1050
A B
-1 9 1100

Fig. 9.

Figur 9 kan sammenlignes med [1], fig. 4. Det kan konstateres,
at flytningsbilledet for A ~ 1100 ngje svarer til de i [1], fig.
4 og fig. 5a) viste kurver.
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E - 9 Imperfekt cirkulaer cylinder

I dette eksempel behandles den samme skal som i eksempel 7. Her
bestemmes bareevnens afhengighed af imperfektioner af form som
den klassiske lgsnings foldningsmgnster, dvs. buler med knude-

linier i frembringerretningen og i ringretningen.

Geometri

En tolvtedel af skallen betragtes idet den klassiske lgsning for
den givne geometri og fysik har seks hele bglger i ringretningen
og en halv bglge i frembringerretningen indenfor det i eksempel
7 betragtede omréde.

Fig. 1

Det betragtede udsnit er vist med fed streg »nd figuren.

Den benyttede model er opbygget af 8 elementer.
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Understgtning:

Belastning

Belastningen pdfgres p& den "gverste" rand gennem et stift &g,
dvs. den samlede axiale belastning er kendt og flytningen v er

konstant langs den belastede rand.

Imperfektioner

Impérfektioner bestdr af et produkt af cosinus-funktioner med
argumenter proportionale med o henh. B. Maksimalvardien af im-
perfektionen mé&lt udfra den perfekt skal er ¢ gange skaltykkelsen.

Bestemmelse af kritisk last

Metoden med fastlegning af nulpunkter for determinanten for tan-
gentstivhedsmatricen benyttes. Da et egentligf hulpunkt for de-
terminanten ikke kan forventes fastlagt, og da der for ¢ # 0
optrader en granslast og ikke en forgrening, er den kritiske
vardi bestemt som den stgrste last,for hvilken determinanten af

tangentstivhedsmatricen er positiv.

Perfekt skal z = 0

Dette tilfalde betragtes primart i kontrolgjemed. Den verdi for
den kritiske normalkraft , der er givet i [1], er med den her
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anvendte normering xcr = =2.44.

De resultater, der opniedes med elementprogrammet svarer ngje til

de forventede, som det ses af det.fgplgende.

Det .
20 A
10 1
2
F — :&
-12 -1,8 -24
Fié. 3

[1]: W.Fliigge. Statik und Dynamik der Schalen
1957, Springer - Verlag, Berlin/Gdttingen/Heidelberg.



Imperfekt skal ¢ # 0

Beregningerne forlgber fuldstendig som for den perfekte skal.
Som det ses p& den nedenstdende figur varierer determinanten mere
omkring den kritiske vardi end tilfazldet er for den perfekte skal.

Det
| \
S 12,1
10
5
A
i Y T
-18 -1,9 -2,0 -2,1
Fig. 4
For A = -2.1 er determinantvardien usikker, men negativ.

Tilsvarende beregning er foretaget for 7z=0.2, z=0.3 og ¢=1.0.

Verdierne for bareevnen er afbildet p& figuren herefter.

Resultaterne er sammenlignet med den imperfektionsfglsomhed, der

i [2] er bestemt for et panel med knudelinier svarende til de her
forudsatte.

[2]: W.T.Roiter. Buckling and Post-Buckling Behavior of a Cy-
lindrical Panel under Axial Compression.

Report S 476, National Aeronautical Research Institute,
Amsterdam 1956.
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) g( ——  FEM

100 \ N Ref [2]

0,50 1

05 1.0

Fig. 5



E - 10 Imperfekt cirkular cylinder.

I dette eksempel betragtes den samme skal som i eksempel 7 og
9. Der er imidlertid valgt en anden imperfektion end den i eksem-
pel 9 behandlede.

I forsgg, hvor uafstivede cirkulare cylindre, sammentrykkes ind-
til foldning indtreffer, ser man ikke det foldningsmgnster, der
optrader i Fliigge's klassiske lgsning [1]. Det foldningsmgnster,
der ses,er karakteriseret ved, at der udelukkende optrader ind-
adgdende buler. Bulemgnsteret har knudelinier langs skruelinier
pé& cylinderen. I [2] er givet et omfattende billedmateriale af
foldningsmgnstre for cylinderskaller afprgvet ved Institut filir
Flugzeugbau, Braunschweig. De eksperimentelle erfaringer viser,
at foldningen har en lokal karakter. Der forekommer normalt en
eller to "ringe" af buler i skallens midtefelt. Det forhold, at
der ikke forekommer foldning i skallens randzoner, skyldes an-

tageligt, at understgtningen yder en vis, indspanding.

— ]
)
~T h

Fig. 1

Geometri

Il
w
.
U1

[1]: W.Fligge Statik und Dynamik der Schalen. 1957, Springer -
Verlag, Berlin/GOttingen/Heidelberg.

[2]: M.Esslinger B.Geier Post-Buckling Behavior of Structures.
Springer - Verlag Wien - New York, 1975.
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P& figuren er den betragtede imperfekte skaldel sggt vist med
tvk streg.

Imperfektion.

Analytisk kan den imperfekte skals geometri beskrives som den
konfiguration, der opstdr,ndr den perfekte skal pdfgres flytning-

en
w=2¢ -t - sin2 (1% . Eﬁ) . sinz(ﬂﬂ - Eﬁ)
Ly I Ly Iy

hvor a og B er buelangdekoordinater i ring- og frembringerret-

ning.

Understgtning. ﬁ,V
Fig. 2

Belastning.

.Belastningen p&fg¢res gennem et stift &g, dvs. flytningen v langs

den g¢gverste rand er konstant, og den samlede belastning kendes.



De numeriske resultater kan samles i den nedenstaende kurve, hvor

den kritiske belastning afbildes mod imperfektionen.

cr
[ “FEM
cr
9\FIL'Igge
1,0 .
05 1

Fig. 3



Det ses, at denne imperfektion er "farligere" end den i eksem-—
pel 9 behandlede. Dette galder dog alene for smd vardier af g

da en graznselast ikke nds for ¢ = 1.
P& figuren nedenunder er forkortelsen afbildet mod lastparameter-

en for ¢z = 1.0.

-2

i | V%100

-1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8

Fig. 4



8. SAMMENFATNING AF RESULTATER OG FORSLAG TIL
YDERLIGERE ARBEJDE INDEN FOR OMRADET.

Resultater for kritisk bazreevne, der er opndet ved elementmodel-
lering og fastlaggelse af nulpunkt for den anden variation af
den potentielle energi ved hjzlp af determinanten for tangent-
stivhedsmatricen, viser, at det er muligt at opnd overensstem-
melse inden for f& procent med kendte analytiske resultater s&-
vel for geometrisk simple ("perfekte") som komplicerede ("imper-—
fekte")skalformer selv med en relativ grov elementinddeling. I
forbindelse med behandlingen af "imperfekte" skaller viser ele-
mentet, at det - som ventet - er i stand til at beskrive kompli-
cerede flytningstilstande, hvorfor det vil kunne anvendes. i for-
bindelse med bestemmmelse af kritisk belastning for skaller, hvis
geometri ikke muligggr en simpel analytisk lgsning. Nedenfor. er
anfgrt nogle emner, der umiddelbart har interesse i forbindelse

med videre arbeijde.

Opstilling og afprgvning af andre for praksis
relevante materialemodeller end den lineare.

Afprgvning af om elementets flytningsfelter
representerer et optimalt valg.

Afprgvning af om de ikke-linezre bidrag til
stivhedsmatricer kan integreres mindre ngj-
agtigt end med den anvendte 12-punktsformel.

Sammenligning af de opndede resultater med
beregninger baseret p& anvendelse af de i
afsnit 3.7 beskrevne "eksakte knudekrafter". .

Da der er forbundet en intensiv numerisk indsats med fastleggel-
se af nulpunkter for determinanten for tangentstivhedsmatricen,
m& enhver mulig optimering af beregningsgangen fx optimal be-
stemmelse af belastningstrin og fejlkrav, der anvendes ved ite-

rationerne under beregningen, tilstrabes.

Den tilnarmede metode, der beskrives i kapitel 6, er langt min-
dre kravende i beregningsmazssig henseende. Isar i betragtning af,
at metoden beskrevet i afsnit 6.9.1 kan benyttes til bestemmel-

se af farlige imperfektionsmgnstre, og at en del overflgdige be-
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regninger derfor kan undgés.

Et eksempel i afsnit 6.7.2 viser, at en beregning med et flyt-
ningsfelt, der kvalitativt blot nogenlunde svarer til de ekspe-
rimentelt observerede, kan fgre til resultater, der béde kvali-~
tativt og. kvantitativt ligger fuldstendigt pd linie med resul-
tater, der bliver bestemt ved langt mere raffinerede beregnings-
metoder. Det ses, at det - som for s¢gjlers vedkommende - er mu-
ligt at £8 rimelige resultater for bazreevnen ved anvendelse af
en simpel energimetode med et skgnnet udbgjningsfelt. Det ville
derfor vare sardeles gnskeligt, at metoden blev sggt anvendt p&
andre skalformer.

I forbindelse med den prasenterede metode til analyse af cirku-
lercylindriske skaller med aksial belastning pdkalder fglgende

emner sig umiddelbart interesse.

' Beregning udfra antagelse om at bplgetallene X og u i
flytningsfeltet ikke er faste givne stgrrelser, men
variable med diskrete vardier.

Undersggelse af om den i afsnit 6.9.1 skitserede ad-
hoc-belastningsminimeringsprocedure kan forbedres el-
ler med fordel erstattes med en anden.

Afprgvning af et flytningsfélt, hvis koordinatfunktio-
ner er trigonometriske funktioner i buel@ngdekoordinater
knyttet til h¢jré— og venstresnoede skruelinier pd cy-
linderskallen. Det ville s& ikke vare ngdvendigt at be-
nytte serligt mange led til at opbygge kvalitativt kor-
rekte flytningsfelter.

Numerisk afprgvning af den i afsnit 6.10 skitserede me-

‘tode til bareevnebestemmelse.



SYMBOLER OG NOTATION

Summationskonventionen er konsekvent benyttet bortset fra
en enkelt undtagelse i.afsnit 7.5.3. I tensorligninger sum-
meres over et gvre og nedre index. Der summeres normalt over
1 og 2 for graske indices. For smi latinske indices summe-
res over 1 til 3 eller 1 til 6.

Differentiation:

, : partiel differentiation

| : kovariant differentiation i et
tredimensionalt krumlinet koor-
dinatsystem.

I : kovariant differentiation i et
todimensionalt fladekoordinat-

system.

() : differentiation med hensyn til
. en monotont varierende parame-
ter.

Symboler:

éu :(4.3.3) koefficienter i polynomiet for u.

éw :(4.4.9) koefficienter i polynomiet for w.

A, :(2.2.3) kovariant basisvektor i koordinat-

i systemet hgrende til den deformerede til-

stand.

AaB :(2.2.9) metrisk tensor for koordinatsyste-

met hgrende til den deformerede tilstand.
ga,gs :(2.1.2),(2.1.11) basisvektorer hgrende til
. koordinatsystemet i den udeformerede til-
stand.
aOLS,amB (2.1, 9),(2 1. 11) metriske tensorer hgrende
til koordinatsystemet i den udeformerede
tilstand.

aaBA :(5.3.12) postbucklingkoefficient.

§d :(4.5.7) tgjnings-tilstands-interpolations-—

matrix.

Edu’ﬁdv' :(4.5.7) tgjnings-tilstands-interpolations-
B matricer hgrende til flytningsbidragene u,
~dw vV, W. o

BaB :(2.2.10),(2.2.14) krumningstensor hgrende

til koordinatsystemet p& den deformerede
flade.
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:(2.1.2) basisvektorer i et kartesisk refe-
rencekoordinatsystem.

:(2.1.6),(2.1.14) krumningstensorer hgrende
til koordinatsystemet p& den udeformerede
flade.

: (5.3.13) postbucklingkoefficient.

:(4.2.2) koordinattransformationsmatrix mel-
lem fladekoordinater og lokale elementkoor-
dinater (&,n).

:(3.2.4) forbinder system- og elementknude-—
flytningsvektorerne.

:(3.3.1) elasticitetsmatrix.
:(3.2.5),(4.5.4)"1inear" tilstandsvektor.
:(4.3.5).

:(4.3.8).

1(4.4.2).

“:(4.4.8).

:(3.2.7),(4.5.5) "ikke-linear" tilstandsvektor.
:(2.3.7),(2.3.30),(4.5.2) straktpgjningsmil.

: (A=4.1.7) koordinattransformationsmatrix mel-
lem fladekoordinater og lokale elementkoordi-
nater (&,n)-

:(3.2.6).

:(2.4.2) elasticitetstensor.
:(5.3.14).

:(5.2:1) tangentstivhedsmatrix.
:(2.3.8),(2.3.31),(4.5.3) bgjningstgjningsmil.

:(5.2.8) "geometrisk matrix", "Initial Stress
Matrix".

:(3.6.1.1),(3.6.3.4)"1line®r" stivhedsmatrix.

:(3.2.8) matricer, der beskriver e, ved hjzlp
af tilstandsvektorerne 4 og d*.

:(3.2.2),(3.6.3.2),(3.6.3.3) matricer, der be-
skriver gy ved hjalp af knudeflytningsvekto-
ren d.

:(2.4.6) symmetrisk momenttensor.

:(2.2.6) normalvektor til den deformerede
flade.

:(3.2.1) flytningsinterpolationsmatrix.
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:(3.2.5) tilstandsinterpolationsmatrix

(for d).

1 (4.3.9).
1 (4.4.9).

:(3.2.7) tilstandsinterpolationsmatrix

(for g*).

:(3.6.1.2),(3.6.3.5) bidrag, der er line-

@rt 1 g, til tangentstivhedsmatricen.

:(3.6.1.4),(3.6.3.6) bidrag, der er kva-

dratisk i g, til tangentstivhedsmatricen.

:(2.1.3) normalvektor til den udeformerede

flade.

:(3.3.1) foreskreven fordelt belastning.
:(3.2.1) knudeflytningsvektor for system.
:(2.2.1) stedvektor til punkter p& den

deformerede flade.

:(3.3.3),(3.6.3.7) belastningsvektor for

system.

:(5.3.14) .
:(4.3.8).
:(4.4.8).
:(4.3.4).
:(4.4.8),(4.4.12) .

:(2.1.1) stedvektor til punkter pa den
udeformerede flade.

:(4.3.2).
:(2.4.5).

1 (A-4.2.8).
:(4.3.4).

:(4.4.12).

:(4.3.1) flytning i fladens tangentplan.
:(2.1.15) flytningsvektor.

:(3.2.1) flytningsvektor.

:(3.2.3) flytningsvektor i element.

:{(2.1.15) flytningsvektor i fladekoordi-

natsytemet.

:(3.2.3) elementknudeflytningsvektor.
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* .

wx :(3.2.6).

¥ £ (4.3.4).

LU :(4.4.10).

1 -

Ew _ 1 (4.4.11).

w :(2.1.15),(4.4.1) flytning i normalens
retning.

x; :(2.1.2) beskrivelse af den udeformere-
de flade i det kartesiske referencesy-

. stem.

3 :(4.5.6) tgjningsmil.

eaB,eaB :(2.1.27-30) permutationssymboler hgrende
til koordinatsystemet pd den udeformere-
de flade.

€5 :(3.2.2) tgjningsmil.

¢ " :(2.4.1) specifik tgjningsenergi.

0T, $(2.1.19),(2.1.20).

PaB’ TGBY :Christoffelsymboler.

g :(4.2.1) lokal elementkoordinat.

n :(4.2.1) lokal elementkoordinat.

A :(5.2.2) belastningsparameter ved propor-—

) tional belastning.

2Y . ’

A'a :(2.2.3).

By :(2.1.19),(2.1.21) .

ve :(2.2.8).

cos o 1 (2.2.7).

92 : fladekoordinatparameteromrade.

93 : skalfladen.

ﬂp :(2.4.7),(3.3.1) potentiel energi.

o% :(2.1.1) fladekoordinater.

>Symboler og notation benyttet i kapitel 6 er samlet i
afsnit 6.2.
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