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FORORD

Rapportens forfattere har gennem langere tid arbejdet med brug

af plasticitetsteorien til at bestemme forholdene i forskydnings-
pavirkede jernbetonbjalker i brudstadiet. Den er et supplement
til tidligere udgivelser om emnet og indeholder nogle enkelte
tidligere kendte lgsninger, dog med vasentligt nyt tilfgjet, samt
en rzkke helt nye, ikke tidligere publicerede lgsninger. De nye
dellgsninger og lgsninger er udledt i 1977 - 78 af J.F.Jensen,

der ligeledes har udarbejdet rapporten.
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RESUME

Rapporten behandler en rzkke bareevneproblemer ved jernbetonbjal-
ker. Lg¢sningerne findes ad ren teoretisk vej, idet de indgdende
materialer betragtes som varende stift, idealt plastiske.

vHovedvagten er lagt pd bjzlker uden forskydningsarmering, men i

et enkelt afsnit behandles den forskydningsarmerede stringerbjzlke
under koncentreret last, og det nye er her en forbedret nedreverdi
for smd bgjlearmeringsmengder, hvilket for denne idealiserede bjzl-
ketype betyder, at der nu findes sammenfaldende @gvre- og nedrevardi
for alle grader af forskydningsarmering. For bjalker uden forskyd-
ningsarmering findes teoretisk set eksakte lgsninger for tre be-
lastningstilfelde, nemlig koncentreret last, javnt fordelt last,
samt central normalkraft kombineret med koncentreret last.

Ved udledelsen af ovennavnte lgsninger, som findes i rapportens
fgrste del, er betonen ikke tillagt nogen trakstyfke. I den sidste
del analyseres trazkstyrkens betydning ved ikke~forskydningsarme-
rede bjelker, dels under koncentreret last, dels under javnt for-
delt last. Denne analyse gennemgds bade for stringerbjalker og
rektangulare bjzlker, eftersom disse to bjazlketyper opfgrer sig
hgjst forskelligt under den fordelte last.

SUMMARY

The report treats some problems of load-carrying capacity of
reinforced concrete beams. The solutions are theoretical, consider-

ing both concrete and reinforcement being rigid, perfectly plas;ic.

The majority of the report deals with beams without web reinforce--
ment, but in one section the shear reinforced stringer beam under
concentrated loading is treated, and in this case a new improved
lower bound solution for small amounts of stirrup reinforcement

is found, such that coinciding upper- and lower bound solution now
exists for all degrees of shear reinforcement for this idealized
type of beam. For beams without web reinforcement exact solutions
are found for three loading cases, namely concentrated loading,
distributed loading and central normal force combined with concen-

trated loading.

In the solutions mentioned above, no tensile strength is attributed
to the concrete. In the last part of the report the influence of
the tensile strength is analysed for beams without shear reinforce-
ment under concentrated loading and distributed loading as well.
This analysis is expounded for both stringer beams and rectangular
beams, since these two types of beams behave quite differently
under the distributed loading.
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INDLEDNING.

Indholdet af narverende rapport bestdr af rent teoretiske lgsnin-
ger p& en rzkke matematisk set velformulerede bazreevneproblemer
for jernbefonbjalker, og formdlet er fgrst og fremmest at videre-
bringe grundideerne i nogle bjzlkelgsninger, som ikke tidligere
har varet offentliggjort. Dog vil afsnittene 1.2 og 1.5 fore-
komme bekehdte, fra f.eks. [78.1]; men ogsd her er der indfgjet

vesentligt nyt.

Det er sggt at begranse rapporten til et rimeligt omfang, efter-
som hovedparten af l®serne nappe kan forventes at have interesse
i detaljerede gennemregninger. En s&dan begraznsning gar alminde-
ligvis mest ud over nedrevardilgsningerne, og de lzsere, der i
enkelte afsnit séledes mitte savne en ngjere gennemgang af over-
gangs- og randbetingelser, er velkomne til at rekvirere supple-
rende materiale hos forfatterne.

De fundne lgsninger vil naturligvis kun fremstd som gold teori,
hvis de ikke via forsgg kan vises at give en tilfredsstillende
beskrivelse af den fysiske virkelighed. En del af lgsningerne er
da ogsd allerede med godt resultat blevet gennemarbejdet med
store mangder af forskydningsforsg¢g, men beskrivelsen af dette

.arbejde falder uden for denne rapports rammer, i stedet henvises

til f.eks. [78.11 og [78.2].
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NOTATION

De vigtigste, hyppigt anvendte symboler fremgdr af nedenstéiende

liste.

Tvarsnitsareal af langsgéende armering
Bgjleareal krydsende betontvarsnittet b-c’

o

Forskydningsspandvidde
Bjalkebredde
Trykstringerkraft
Konstant

Vandret bgjleafstand
Bjalkehgjde

(14 siny) /(1 - siny)
Normalkraft

Javnt fordelt last pr. arealenhed
Reaktion
Trekstringerkraft

Integrationsvariabel
Forskydningskraft

Wi Ydre arbejde

Wy Indre arbejde

Wy Indre arbejde pr.mf;adeenhed

Fri vinkel

Fri vinkel

Relativ flytning

Hovedtgjninger

Betontrykkets hazldning i bjzlkekroppen. Relativ vinkeldrejning
1-p(k-1)

1-p(k+1)

N/b h g

ct/cc

0410, Hovedspa&ndinger

T AT > DO Mo R
-
C -
)
I\

o] Spaznding i bgjlearmering

% ‘Betonspanding

o Betonens trykstyrke

Langsgdende armerings flydespanding

.'-3_

Bgjlearmeringens flydespanding
Betonens trakstyrke
Normalspendinger

Formel forskydningsspanding
Forskydningsspanding

Aof/bh I

Betonens friktionsvinkel
Aa/bc'

Oy O/
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1. LOSNINGER UDEN HENSYNTAGEN TIL BETONENS TREAKSTYRKE

1.1 Forudsatninger

Til indledning antages fglgende:

a) A;meringsstélet er stift idealt plastisk og kan kun
optage normalspandinger i sin lengderetning. Flyde-

spendingen for sivel trzk som tryk er O

b) Betonen er et stift idealt plastisk materiale med den
modificerede Coulombske brudhypotese som flydebetingelse,
idet betonen ikke regnes at kunne optage trakspandinger.
Deformationerne styres af den associerede flydelov

{(normalitetsbetingelsen) .

c¢) Spendingstilstanden i bjzlken er plan, hvilket betyder
at armeringen mi regnes javnt fordelt over bjazlkens
bredde.

“0&(52)

017;1)

——(1,0)

- 1(0:1) (€4.€,)

o Te

Figur 1: Flydebetingelse og flydelov for beton ved plan
spandingstilstand.

Med de gjorte forudsatninger bliver det indre arbejde pr. areal-
enhed af en flytningsdiskontinuitetslinie beliggende i betonen
som vist i fig. 2, (se f.eks. [78.1]):

[ cc(1 - sina)

| =

W2=

Figur 2: Normalsnit gennem flytningsdiskontinuitet med indteg-
- ‘net bevagelsesvektor.



1.2 Koncentreret last pd bijalke uden forskydningsarmering
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Figur 3: Geometri og spandingsfordeling.

Betragt bjazlken virkende som en bue, javnfgr fig. 3, hvor omrade
ABDE befinder sig i &nakset tryktilstand. Last og reaktion samt
stringerkrafterne overfgres til buen gennem trekantomriderne

BCD og AEF, som begge regnes at vare i toakset hydrostatisk
tryktilstand. Armeringskraften tankes overfgrt til betonen, som
vist p& figuren, af den del af bj®lken, der ligger bag understgt-
ningen. Den hydrostatiske trykspanding sattes til at vare lig
med den &naksede spanding i buen og begge lig med betonens tryk-

styrke, Og-

Bareevnen, V , findes ved beregning af 1angdeh x , idet

V =Dbhbxo
. C

Eftersom betonen uden for buen regnes at vare spandingsfri, ma
vinklerne i ABDE vare rette, s& ved gentagen brug af Pythagoras'
laresatning findes fglgende ligning til bestemmelse af x:

a+x = V(a?+h?) - (x2+y2) - (h-y)?
som, da vi kun er interesseret i den positive rod, har lgsningen

(Vay(mh-y)+a’-a)

X =

N =

Ved indfgrelse af

kan bzreevnen nu angives pd den dimensionslgse form:

M} Y(1- ay2_2a
62'2‘1/4 ta-H+@r-p

Den stgrste bareevne, og dermed den bedste nedrevaerdi, findes
ved differentiation med hensyn til vy, hvilket leder frem til

maksimum nér

1
Adg 2 A c

eller udtrykt ved armeringsgraden:

1
¢ >3 ' hvor ¢ = gg4

Ved mindre armeringsgrader skal y sdledes vare stgrst mulig

og sanmtidig opfylde relationen

Aog > y bo



Den bedste nedrevardi fas derfor i dette tilfzlde nir
y=2eh

Den fuldstandige nedreverdil¢sning,kan'herefter opskrives som

fglger:
T 11 @e-2 - 1
5, = 2( 1*'(h) h) for ¢ > 3
~ o faei-n (B2 -2) for & < +
%“71/ h h <73

2.2__@vrevardilgsning

po

-

T,
—b — ¥ o}

X

Figur 4: Brudmekanisme.

Med den p& fig. 4 skitserede brudmekanisme findes den bedste

gvreverdilgsning for den mindst mulige vardi af B, svarende

til

cotB = %

Det totale indre arbejde bliver

_ 1 bh - _ .
W = 56 9. Sin8(1 cos(o-B))+68¢0 bk10c|51na!

idet fgrste led er betonens bidrag, og andet led er armeringens
bidrag til arbejdet. Det ydre arbejde er

W = VvV Scosa

Af arbejdsligningen findes séledes bareevnen

1 thc 1-cos(o~B)+ 2disinalsing
2 sinB cosa

Dette udtryk minimeres med hensyn til o, og minimum findes néar

sina = (1-29)sinp for ¢ <

ol

il
o
[N

sina for ¢ >

gvrevardilgsningen kan herefter opskrives pd dimensionslgs form

som™
-1 ay2 _ 8 1
5, 2(]/ 1+ (h) h) for ¢ > 5
T _ 1 _ a2 _3ay 1
5; 5(»/4@(1 8) + (5 - for ¢ <3

Det ses,at gvre- og nedrevardilgsningen er sammenfaldende, hvil-
ket betyder, at de fundne udtryk er eksakte ifglge plasticitets-

teoriens entydighedssatning.

P& fig. 5-ses de opstillede bazreevneudtryk afbildet som funktion
af forskydningsspandviddeforholdet, a/h, og armeringsgraden ¢.
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Figur 5: Grafisk illustration af bzreevnen.

Det er interessant at bemerke, at der findes endnu en brudmeka-

nisme, der giver samme bareevne som nedreverdilgsningen. Denne .

brudmekanisme, der er vist i fig. 6, er en art bgjningsbrud,
hvor en del af bjelken i forskydningsfaget roterer om punkt A,
beliggende over og bag understgtningens forkant. Bevagelsen af
bjzlkens midterdel er en ren translation, idet ogsd det viste

punkt B fungerer som hangsel.

- 11 =

F— 4

Figur 6: Alternativ brudmekanisme for enkeltkraft.

Det. indre arbejde bliver

VRIFy? :
w, =2 [ 0bo_ tdt+Aoglh-2yl6
0

w., = ebcc(x2+y2 + dhlh - 2y1)
Det ydre arbejde er

W = (a+2x)8 V

Bareevnen findes herefter af arbejdsligningen til

V= v2+ x2+ ¢hih~ 2y!
a+ 2x c




Ved minimering m.h.t. x og y findes de optimale vardier

Bareevnen

Q

oql"‘

bliver da som i det foregdende:

i

R P

oh

h

Nf =

TVas(-on’+al - a)

%(th;az—a)

;] a a
z(Yeei-0+ @2-P

1 a a
5('/1*' (H)Z—'ﬁ)

for

for

for

for

for

for

®

1A v 1A
=

fv

1A

v

N =

1
2

N|=

|-

N| -
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1.3 J=zvnt fordelt last p& bjzlke uden forskydningsarmering

bp P s
EERNRNERRRORRANERARDAND

Figur 7: Bjalkens opdeling i omr&der med homogene spandingstilstande.
Bjalkedelen opdeles i seks omrdder med homogene spandingstil-

stande, som vist i fig. 7, hvor omrdde V er spandingsfrit.

Kraften i armeringen tankes som vist ligesom i afsnit 1.2.1 over-

fgrt til betonen af den del af bjalken, der ligger bag understgt-
ningen. Vi finder, at lodret projektion og momentligevagt kraver:

R =.b pla+?)

. _bpa (aty)
T—C——L————”h_y
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Der regnes nu med toakset hydrostatisk tryk-i omrade VI, hvilket

opnds nar
g = 2¥(h-y)
_ a

Da omrdde V er spaendingsfrit, bliver spandingstilstanden i omréde
III &nakset, og det kraves derfor, at den samlede last p& omrade
IV er rettet efter skillelinien mellem omrade III og V. Dette

krav er ensbetydende med at

s = %(a+ ) = %(a+3¥-(ha—'y—))

Ved at indlagge forskellige snit i bjalken og projicére herpd kan

samtlige spandinger i alle omrdder nu findes:

2 LT T
Omréde I voy = Oy = 0
r _ I_ _
0, = oy = ~-p

. L IT _ _a?+2y(h-y)
Omrade II: 0" = a? ¥ oh(h-y P

Q
N H

-
it

I

j

N
N
<t
~DN
I
Al
I
Le]

Omrade IIT: o7 = 0
GITI. _ (a*+2y(h-y))(a’+ (h-y)?)
2 (h-y)(aZ(h+y) + 2y(h-y)?)
Omrade IV : o%v = OIV = -p
Yy
v IT
9 T 9
Omrdde V : GY = og =0
. . VI _ VI _ II
Omréde VI 20,7 =0, = a5

Det ses}at der ingen steder optrader trzk i betonen, og at bare-
evnen er udtgmt nidr den numerisk stgrste trykspanding kommer op

- 15 -

p& betonens trykstyrke, o, , det vil sige nar

IT_ IV_ VI_ VI_

02 =02 =O',| '—“0’1 -0

[}
s&ledes at bareevnen bestemmes af
_ _2y(h-vy)
P = 37i2yh-y) ‘¢

Da armeringen skal kunne optage den ngdvendige kraft, findes

maximum af bareevnen for

Ao
=1 _ £ 1
y =zh for ¢ =gpE- 23
C
y =¢%¢h for ¢ < %

Herefter indfgres

og nedrevardilgsningen opskrevet pad dimensionslgs form lyder da
a

T h 1
JERL R SN for ¢ > 5
o % 2@+ =2
20 (1 -0)2
O,L="~a'——;'b"'— for @5%
c (E)2+2¢(1-¢)

P4 fig. 8 ses den optimale spazndingsfordeling ved brud optegnet
for en bjzlke,hvor % =3 og ¢ > % .




- 16 -

bp=p-0.0530% B
T T T i i i g
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c 0,0530¢
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En mulig brudmekanisme er vist pd fig. 9.

srRRERRERERERRRRRRRRRERN

=<

=

NURVENY

f—b—F

Figur 9: Brudmekanisme.
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Idet punkt A og B fungerer som hengsler,drejer en del af
bjazlken sig vinklen 6 om punkt A, som det er vist p& fig. 9.
Armeringen taznkes at ligge i bunden af bjzlken, sd det indre ar-
bejde bliver ialt:

v/ YZ + x2

y
w. =bfo_ 6tdt+b/[ o_6tdt+ ® bho_ 6lh -2yl
0 (o] 0 o] C

I

og det ydre arbejde bliver

.
Wy = —2-(a+x)26 bp

Ved hjalp af arbejdsligningen findes bzreevnen

o
C
p = a7 (2y2+x2+2<1>hlh—2yl)

Minimeres dette bareevneudtryk med hensyn til x og y, findes
den bedste gvrevardi for

1

_1 _1n? for ¢ > %
y = 511 og X =5 = 2
h? 1

y=%h og x=2<1>(1-<b).—é- for @5-2-

@vrevaerdilgsningen opskrevet p& dimensionslgs form bliver her-

efter
a
T h 1
o S ———— for ¢ > x5
%e 2@+ =2
20(1-9)2
T "h .for ® < %.

[0} a
c (—ﬁ)2+2¢(1—<1>)

Det ses,at den fundne gvrevardi er identisk med nedrevardien,
og er siledes den eksakte lgsning pé& problemet. )
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vVed den ovenfor viste mekanisme, hvor bevagelsen af bjazlkens mid-
terdel er en ren translation under vinklen o med lodret, bliver

det indre arbejde:

g A
G¢ ) - b h

c sinfB

_1 _ - :
Wy = 260 (1 -cos(a B))+6<I>ccbhlsz.nal

0.4

0.3 /\\ ‘
\ : wgp = b p(a-hcotB) § cosa

0.2 /N\\\ \\\\\ $=0,5 Anvendes arbejdsligningen, findes bareevneudtrykket

medens det ydre arbejde er

N
N ¢=0,2 _
\ ¢=01 |. : = 1lyg 1-cos(a-B)+20]sinalsing
P 2 c (asina - hcosB) cosa
0‘1 \\ :
\ i
{ ‘:Ez::: T Dette udtryk minimeres med hensyn til o og B8, og de optimale
. verdier findes at vare:
0 1 2 3 4 5 6 a/h
- _ 2ah
- tga = (1-29) o r -9k ]
" Figur 10: Bareevnens afhangighed af armeringsgraden og for ¢ < Vi
spaendvidden. . tg = 2ah
) a¢z-46(1-9¢)h
tga = 0
1.3.3__Qurevardilgsning for forskydningsbrud for @ > %
2ah , -
t98 = a7z e

Indsattes disse vardier i bareevneudtrykket og omskrives til

Det ses, at denne lgsning giver vasentligt stgrre bareevner, end
den eksakte lgsning fra afsnit 1.3.1 og 1.3.2 angiver for den
rektang&lere bjalke. For denne bjzlketype kan der derfor i almin-

¢
b-p !
HHHHHHHHHHHHE dimensionslgs form, f&s
[ | AT S
h 5 ' c (H)2+4q>(1—q>)

l : | . 1
B g EE = (%)2+ ; for ¢ > 3

l

1

Figur 11: Brudmekanisme ved forskydningsbrud.
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delighed ikke forventes at opstd forskydningsbrud. Drejer det
éig derimod om en bjazlke med bredere trykflange end bjalkekrop,

m& man vare opmerksom pd faren for et sadant brud.

- 29 .-

1.4 - Central normalkraft og koncentreret last pd bj=zlke uden

forskydningsarmering .

)
1‘
h % |
‘ |
y .
LE G Il
i |
S i
Exg a "

Figur 12: Benyttet spendingsfordeling.

Bag understgtningen antages bjelken at vere stark nok til at
kunne optage den angivne overfgrsel af trakstringerkraften til
betonen. Den viste spandingsfordeling ses at vare en superposi-
tion af to spa&ndingsfordelinger, der begge er af samme type som
den benyttede i afsnit 1.2.1. Omridderne CBDE, AIHB, DHKF
JMLK befinder sig i eenakset tryktilstand, hvor trykket regnes
IJKH
toakset hydrostatisk tryk, og ligeledes her regnes trykket at

at vere o0 _ . Omrdderne ABC, EDFG samt

(o]

vere o, . Af dette fglger at

er underlagt
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=N
Y1 % 5o
(o]

2 boc

hvor det kraves, at yy +y¥, < zh.

Som det fremgdr at figur 12, svarer virkeméden af bjalken til,
at en del af lasten, V, optages af en bjzlke med hgjden %(hi—y1)

og forskydningsspazndvidden a+ x, , medens resten af lasten op-

2
h--y1
a+xg . Analogt til afsnit 1.2.1 findes da

tages af en bjzlke med hgjden og forskydningsspandvidden

x, = %(]/4Trh(-;—(1 #mMh-Th) + (atx,)2 = (a+xy))

x, = %(1/?1%((.1 - mh-oh) + (a+x) %= (a+ %))

idet vi har indfgrt

N
'n:

bhoc .
o = 20

bhcc

hvor det er forudsat, at ..0.< m < 1 . Efter omskrivning fas

xg + %, =-;-<1/{21r<1-w-2¢)+4¢(1;¢)}h2+a2-a )

Bzreevnen bestemmes nu af
b (x14-x2) g
b h Og

T v

CH bhac

[*]

og eftersom kravet %y1=+y2 < %h

svarer til at w < 1 - 2¢ ,

har vi nu fundet at

T _‘H A - ay2 _ 2
5" Tfomi-n-20) v 20010+ (D)7 - D)

for 0 <m< 1-2¢

Nar wT > 1= 206 , opstdr der ikke flydning i armeringen, og bare-

C- 23 -l

evnen bestemmes da €1l
X — 2 2y2 _ 8
(Y1-n2+ (@2 - for

(o}
c

1-20 <7< 1

[ TP

1.4.2__@Pvrevardilgsning

&
!
| .
T
1bI ! ji '}L
LI [
. | l
]
l

#— b—+

Figur 13: Skitse af anvendt brudmekanisme.

Brudmekanismen vist ovenfor er i nar familie med en af mekanis-
merne, der anvendtes i afsnit 1.2.2, se fig. 6. Idet en del af
bjalken—diejer sig vinklen 6 om punkt A , og punkterne A og
B fungerer som hzngsler, bliver det indre arbejde, ndr armerin-
gen er placeret i bunden af bjalken:

%
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VxZ+y? vV xZ+y2
17 Y9 27 Y3
w. =Db [ o tdt+D Il

3 : eoctdt+AofIh-y1—y2Ie

medens det ydre arbejde bliver

. 1 .
Wp = V(a+x1+x2)9+N(—2-h—y2)6 —N(h-y1-y2)8

Under anvendelse af arbejdsligningen bestemmes bareevnen af ud-

trykket
1 .
V=—-§3049—'{x2+ 24 %24 y2+420hlh-y, ~y,l +Th(h~-2y,)}
at R, +x, 1 I1TH2 ¥2 Y97 Y 1

hvor vi som ved nedrevardilgsningen har indfgrt

Ac

£

¢ =
bhoc
S
bhoc

Mindste bareevne findes for fglgende vardier af de frie parametre:
yq = (¢+ m)h

Yy = h

Xq = X, = My Em-n-20 +48(1-8))h +a’ - a)
_ 1
y, = (1+mh

P
¥y = 5(1 m)h

- _1 T 2y} 2 2 .
Xy = X, = 2( (1-7%)h*+a a)

Indsattes dette i bareevneudtrykket, som omskrives til dimensions-

l¢s form ved brug af

T = o

v
bh

fés sdledes

for 0<m<1-2%

for 1-20<m< 1
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;

ET-;=§(- 2m(1-m-28) +40(1=0) + ()2 -F) for 0 <m< 1-20
1 .

alc-=7(]/1-172+(5)2—%} for 1-20 <w < 1

Eftersom gvre- og nedrevardilgsningen er identiske, er den bestem-

te bareevne eksakt ifglge entydighedssatningen.

T/och

0'10 I,

0,05

0 0.5 1,0 T

Figur 14: Normalkraftens indflydelse pd bareevnen.
Variationen af bareevnen med forskydningsspandviddeforholdet, % .
vil vere ganske analog til det i fig. 5 viste. Bazreevnen. som

funktidg‘af‘ T er vist i1 fig. 14 for = 3,

a2
h
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1.5 PForskydningsarmeret stringerbjzlke med koncentreret last

2 b+ — ‘a

Figur 15: Bjalkens opdeling i omrader med homogene spandings-
tilstande.

Betragt bjzlkedelen mellem kraft og understgtning vist pad fig. 15.
I de tre viste omrader er betonen underlagt énakset tryk. Bgjler-
ne forudsattes placeret si tat, at bgjlekrazfterne kan erstattes

af en zkvivalent b¢jlespéhding, svarende til en javn fordeling af
bgjlekrafterne. ud over det betragtede betonareal. Hvis spandin-

gerne i bgjlerne er O, 1 €T den zkvivalente b¢jlespanding
oo Ao, o
y c’ b ®y%a

Her erxr Aa bgjlearealet der krydser betonarealet ¢' b , hvor c¢'
er afstanden mellem bgjlerne i lengderetningen.

I det fglgende forudsattes den langsg8ende armering at vare til-
strazkkelig stark til at kunne optage de ngdvendige vandrette kraf-
ter.

Den samlede spandingstilstand, der optages af betonen og b¢jlerne
i omridderne I og III , kan skrives:

-'27 -

= - 2
o, = opcos ¢}

= - in?
cy cb51n ei'wbofb
Itxyl = ob51n6cose

eftersom den bedste lgsning findes, nir der er flydning i bgjler-
ne, altsa nar Oy = Ogp -
Vi finder herefter

_ Irx |

% = Sindcoso

hvor det kraves at

hvilket medfgrer at

ITxyI = wbcfbcote

I omr&de II ses umiddelbart at

|TIII

xy = ccsinecose

Med den indfgrte spendingsfordeling kan bjzlkedelen optage for-
skydningskraften:

II

XyI

v'é‘b(s1+-s3)lrxy|+-bszlr

Af geometrien ses, at

"

s1+-s3 = a tgd
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s, = h-a tgé
s& ved indfgrelse af

-V
T = on

kan bareevnen opskrives p& dimensionslgs form

cotd - 2
=2y 4 " h
G h 1+ cot?8
hvor
_ p%fp
O¢c

Optimeres bazreevnen med hensyn til 6 f£&s maximum for

= ]/ 2y2,2
cotb = 1+ (h) +h
som indsat i bareevneudtrykket giver

a 1 a a
TRV RTR

c -

Som navnt er dette kun eﬁhl¢sning for

svarende til at

§_1_-_2_KP__
2V v (1-9)

For stgrre verdier af

=g

bliver bareevnen

i

V=bh ccsinecose
hvor det stadig skal opfyldes at

o, = - ocsinzei-wbcfb~= 0
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det vil sige at

cotd = li%E

Indsat i bereevneudtrykket giver dette

=Ve-9)

L
%%
Alt i alt er den samlede nedrevardilgsning saledes:
a dy2 _ &
Bty 1+ (X h) for

Y1 =-1) for

—_

1--2y

2Vv(1-9)
1-2y

2V (1 -9)

[}
<

a1
A

I
Iv

oql* oqlﬂ
o]

1.5.2__@vreverdilgsning

Y —
o

F b Vl 2 a ¥

Figur 16: Benyttet brudmekanisme.

Det antages ligesom ved nedrevardilgsningen, at bgjlerne kan reg-
nes javht fordelte ud over bjzlken, s& forudsat der er tilstrak-

kelig langsgdende -armering til.at sikre en lodret bevagelsesret-

ning, bliver det indre arbejde
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1 ébho, - ’
Wy =5 Sing (1 - cosB) + (Sb(pbcfb h cotB
Med det ydre arbejde

giver ar

Vo=

bejdsligningen bareevnen

% bho (V1 + cot? - cotB + 2ycots)

Den mindste bareevne findes for

cotB = =2y

291 -9)

hvor det dog forlanges at

cotB < %

for at s

Med

ikre en geometrisk mulig brudfigur.

bliver udtrykket for gvrevardilgsningen derfor

X
Uc
X
g
(o]

Det ses,
lgsning

_ 1 a a a 1-2y
= ¢3+—(]/1+(—)2—-) for 2 <

nt2 R Th h = oy e-
=V v(1-9) for % > o 1=20

T2 (-9)

at gvre- og nedrevardi er sammenfaldende, s& den fundne
er eksakt, se endvidere lgsningen afbildet grafisk i ne-

denstdende fig. 17.
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T/o‘cﬂ

0.5 | n

Figur 17: Forskydningsbareevnens afhezngighed af bgjlearmerings-
graden, ¥ .
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2. L@SNINGER MED HENSYNTAGEN TIL, BETONENS TREKSTYRKE

2.1 Forudsatninger

I det fglgende antages, at

a) Betonen er et stift, idealt plastisk materiale med Coulombs
modificerede brudkriterium som brudbetingelse. Friktions-
vinklen er ¢ , den enaksede trykstyrke er 0, ©9 traek-
styrken er o, = po, . Deformationerne bestemmes af den

associerede flydelov, normalitetsbetingelsen.

b) Sp&ndingstilstanden i bjzlken er plan.

0,(€,)
,//’////’*7 ' 01{E1)
—{1,0)
—(g,,€,)
) (k-1)
(o,-nl &1 2]
pa o P%,

Figur 18: Brudbetingelse og flydelov for beton ved plan
spendingstilstand. ’
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Figur 19: Normalsnit i beton med brudlinie og indtegnet
bevaegelsesvektor. ’

Med de gjorte forudsatninger bliver det indre arbejde pr. langde-

enhed af en brudlinie:

1 ;
wy = 580,(1-sina) for 0<a <o (a)
w, = 28 0_(A - usina) ' T
2~ 2% usina for 9 <0<y (b)

hvor der er indfgrt de to parametre:

>
n

1-p(k=-1

1=-p(k+1)

=
]

Konstanten k er givet ved

1+ sing

k = 1 - sing

og satteéualmindeligvis lig med 4 for beton, svarende til
@ = 37° , eller tgo = 0.75 .
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2.2 Koncentreret last pé stringerbjélke uden forskydnings=-

armering

2.1__Nedreverdilgsning

2

C
5
h \4 o ){fz 1 lv
o 1
® "\}f T
— a d

Figur 20: Spandingsfordeling anvendt ved nedrevardilgsning.

P& tegningen af bjalkedelen mellem kraft og understgtning er
spendingsforholdene angiéét'i de viste omrédder med homogene span-
dingstilstande. Vi forudsatter,at stringerne er tilstrakkeligt
starke til at optage de ngdvendige kraefter.

I omrdde I er spandingstilstanden

I _ 2 s 2

0, = 0pcos e+-c1s1n [F}

oL = g,cos28 + 0, 8in?%0

vy 1 b

ITI | = (0, ~0,)sin6cosé
Xy 1 b -

Da vi i dette omrdde md krave cy =0 fés

— 2
Op = 01cot 0

'.i.35 -

I
[Txyl =.o1(1+-cot26)sinecose

I omrédde II er

ITII

xyl = (01-02)sinecose

og brud i betonen svarer til, at

02=ko1—oc

hvilket indsat i udtrykket for forskydningsspazndingen giver

II

It
Xy

| = (c1¥-k o4+ 0, )sinbcoss

Forskydningskraften, der kan optages af bjzlken, kan herefter op-

skrives:
V = ba tge(1+cot26)sinecosec1+b(h-a tg#) (o4-ko,+0_) sinbcoso
V = b(a cotzed1+(hc1—hkc1+hoc)cote+ako1—aoc)/(1+cotze)

Vi optimerer nu m.h.t. coté:

av_ a —
m-—o»-cote=-ﬁ+/1+(§)2

som indsat i bareevneudtrykket giver

- 1
V=D ac;+5bh(o,-koy+a ) ()1+ @ ?-P

Af dette udtryk ses den bedste nedrevaerdi at vare opndet dersom

0., .= g, = po a -1+k _
1 t c for > = tg @
b= ovk
6. = 0 a -1+k
1 for ¢ < — =. tg @
: h=avx

-
Ved indsattelse fis da
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T ; 1 ]/ a2 _ 2y,
i 5( 1*‘(5)2 (h))

c

T _1 ayz2_, @&
Cl sAY 1+ (2 =-u g

N

for

for

ol

=gt

<

2

tg o

tg @

For at disse udtryk skal udggre lgsningen, m& det kraves at

svarende til at

1-kp-p _ u
2 Yp(1-kp) VA% -u?

For stgrre spandvidder bliver bareevnen

=

ol

v=>b h(c1-kc14-cc)sinecose

hvor det stadig skal opfyldes at

= 2 _ fo20
oy = 0,c0s 94-(k01 Oc)Sln ] 0
eller at
o, -ko
cot?s = -5 1 ™
91

Indsat i bareevneudtrykket giver dette
v=bh Vc1(oc-kc1)

Den stgrste bareevne opnds her for

= po

%1 = c

Q Q

~
~a o

94

s& bareevnen nu bliver

for

for

1A

v

== R
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E,I-= V e (1-kp) =%1/>\2-u2 for
[o]

T 1 1

L= —— = (T tg%0 - tgv) for
9% vk *

Nu er p = 5% ensbetydende med at

uoo

= tge
]/Az—].lz
og den samlede nedrevaerdilgsning kan herefter
ger
R P a,2 _a
T = 2( 1'F(H) E) for
c
T -1 ]/ ayz_, 2
og 2(}\ 1+(H) MH) for
T __1 2 3
—_— =5 VA*~qu for
Og 2
oi = %(V 1+ tgp - tgy) for
c
Her skal det n®vnes, at nadr L= N, —
h = sz_uz

standene i omriderne I og 1II identiske.

I

—

=
o

_<_.l
A

Yx

gl
v
SR

opskrives som fgl-

a

R < tge

tge < §.< —=

AZ=yp

tge < —=2—x <
XZ_UZ

—E < tgp <

AT-w?

, bliver spandingstil-

Figur 21: Brudmekanisme brugt ved gvrevzrdilgsning.
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Beskrives brudlinien ved en funktion

r = r(x)

og antagés den langsgdende armering at vare tilstrakkelig til at

sikre en lodret bevagelsesretning for den relative flytning, 6 .,
bliver det indre arbejde ved den viste brudfigur:
W, = ? J—Sbc (A = usino) dx for tge < 2 og tge < tgo
I 0 2 (e Lo cosa g® < 09 TGP = g

Dersom tgyp > % anvendes (a) fra afsnit 2.1 til beregning af
2 pliver

det indre arbejde, s& lgsningen for disse verdier afl iy

den tidligere fundne i afsnit 1.2, hvor der ikke blev taget hen-

syn til trakstyrken.

Det ydre arbejde er

Wg = sV

s3 bareevnen er bestemt ved

h -
v=1bo, [OVT+ (x)Z-urdx tge < £ og tge < r'
0 o

’ = L g
idet ‘tgo r ax °
Bestemmelse af den optimale brudlinieform er et simpelt variations-
problem, og Eulerligningen hertil lyder:
d N r' -w) =0

&= e

Lgsningen til denne differentialligning er

r' =c

¢ er en arbitrzr konstant. Dette betyder,at den optimale
= ¢ i bare-

hvor
brudlinie er en ret linie, og ved indsattelse af «r'

evneudtrykket fas:

- 39 -

- 1 pne (n yTTO? '
vV = % bho (A YT+ c? - uc) - tgp < £ 09 tge < ©

Minimum af dette udtryk findes for

—K
)\2_.“2

der dog kun er en lgsning, hvis

a
tgp s csq

Disse granser benyttes ved indszttelse af den optimerede verdi af
¢ i bareevneudtrykket, som sammen med lgsningen fra afsnit 1.2

for tge > § i alt kommer til at lyde

S Y L | a

oy s(Y1+ (5)°~-§) - for g < tge

T 1 :

= = 5(%[/14—(%)2-u %) for tgp < 2 < y

c —h- A% -p?
T 1

—— = ue Az-uz £ L a
2 3 or tgp < ———— < =
c YAz -2 h
T 1 :

X = Z( V1+tg% - tgo) for ——H—— < tgp < £
c VA2 -u2 — =h

Som det ses,er denne lgsning identisk med nedrevardilgsningen.

Ifplge ovenstdende granser bliver de forskellige brudliniefigurer

som fremgdende af figuren nedenfor.

i A

-
e

\

a U
2ol tgp < < 2
h AT -2 eV ozch

Figur 22: Eksempler pd brudfigurens geometri.
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I fig. 23 er den fundne 1gsning afbildet grafisk, idet der som

almindeligt ved betonberegninger anvendes
= 37°

Af figuren fremgdr det, hvorledes bazreevnen bliver konstant ved

store vardier af % , nar trzkstyrken medregnes under bareevne-

bestemmelsen.

t/oh
0.5 i i
0.4 P=37° -
0,3
0.2
p=0,02
o1 §\ p =0,01
\\\ p - 0100

Figur 23: Bareevnens variation med trazkstyrken og forskydnings-

spandvidden.
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2.3 Koncentreret last,pa‘rektangular bjalke uden forskydnings-

armering

gvrevaerdilgsningen for stringerbjzlken fra afsnit 2.2 .er naturlig-
vis ogsd en gvrevardilgsning for den rektangulazre bjalke. '

Nedrevardilgsningen kan derimod ikke overfgres til den rektangulzre
bjalke, si for denne bjazlketype kan det ikke forventes, at den oven-
for navnte gvrevardilgsning bestemmer den plasticitetsteoretisk set
eksakte bareevne, siledes som det er tilfazldet ved stringerbjazlken.
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2.4 @vrevardilgsning forjavntfordélt last pd stringerbjalke

uden forskydningsarmering

!

r

=

[ ° bp
HHHHHHHHH('HlH

4

(o]
Q
7 ——X

a A | b

e -
X

Figur 24: Brudmekanisme ved javn belastet stringerbjzlke.

Der regnes igen med tilstrazkkelig langsgdende armering til at sik=-
re en lodret bevagelse, og beregnes det indre arbejde af (b), side
33, leder brug af arbejdsligningen frem til bareevneudtrykket:

1

= 0. h
p=2-C(aV1+ (x)?-urax
0 0

r

der kraver,at r' > tgy . Bestemmelse af brudlinieformen sker som
ved enkeltkraften ved lgsning af Eulerligningen, der ogsd her har

lgsningen:
rt = ¢ -
hvor ¢ er en arbitrar konstant. Vi kan herefter skrive

r0=a-hc
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Bareevneudtrykket kan nu med T = EEE omskrives til

1 a

L =28 o Vi+ct-ue
C E"C

Differentieres dette udtryk med hensyn til c, findes minimum n&r

c=—1 (u l/)\z(g)z+>\z_u2_%) for u # A (~p # 0)

~A2-u2
2 _ 12
C=§-§-55}-1'— for u =i (~p = 0)

Sa&fremt c¢ < tgp , skal tgy indsattes i stedet for ¢ i bare-
evneudtrykket. Ved smi spandvidder, det vil sige for a/h < Vk,
lgber den farligste brudlinie under en vinkel a < ¢ , hvilket
betyder, at dissipationen i betonen skal udregnes efter (a), side
33, sdledes at bareevnen i dette omrdde bestemmes af den tidligere
fundne formel fra afsnit 1.3.3, hvor trakstyrken er negligeret.

Endvidere skal det nzvnes, at for p > 0 bliver a/h > vk ,hér

c > tgp , og at ¢ = tgp netop svarer til at a/h = Vk , nér
p = 0.
Det komplette formelset til bestemmelse af bazreevnen kan herefter
opskrives:
a
T h a
— for ¥ < Vk
% @)1 h =
la ‘
éL = EJLH—— (AV 1+ tg2@ - utge) for % > VK og tge > ¢
c E—tgq) ,
la :
éL = Eilh—— (A V1+c? - uc) for c > tge
[o} H - C :
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Tjoch
0.5
$=37°
0.4
0,3 §§§::::
§
\ = 02
\ \\P 0.
0.2 \\p:0,01
—~p=0,00
0.1
% 1 2 3 L 5 6 7 alh

Figur 25: Bareevnens variation med trazkstyrken og forskydnings-

spendvidden.

Sammenlignes ovenstdende figur med fig. 23 , ses at trazkstyrkens
betydning for bareevnen er relativt mindre ved javn belastning

end ved koncentreret last.
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2.5 ¢@vreverdilgsning for javnt fordelt last pd rektangular
bjalke uden forskydningsarmering-

—

. : . (b'p
IEEREEREEREREARERERRERAE:

L

< —

AL)®

I—b — dex gk AXqA

Y —
\
W

Fiéﬁr 26: Brudmekanisme brugt ved g¢gvrevardilgsning.

Den her benyttede brudmekanisme er ganske analog til den i afsnit
1.3.2 anvendte, idet punkterne A og B virker som hangsler, og
en del af bjalken drejes om punkt A . Som det fremgdr af fig. 26
er bevaegelsen af bjzlkens midterdel en ren translation. Denne
translation bliver lodret, ndr den langsgdende armering er sé
sterk, at der ikke opstdr flydning heri, og under denne forudsat-
ning bliver det indre arbejde:

T VEIEy - VEYTHE VREF (B=y) ©

ccetdt4-£ pocetdt+-£ o 6tdt

. Y
+ Ipccetdt
0
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medens det ydre arbejde bliver

_ 1 - 2 -
Wg = §(d4-x2 x1) 6p+—(d+-x2)(a d~+x1)ep

. Anvendes arbejdsligningen og optimeres det fundne bareevneudtryk,

findes minimum nar

1
y =3h
x, = 0

hvilket med

leder frem til bareevnen

2 .32 4 1 2
x2+ pd -+7(1 + p)h

T 3
O¢ (@+x,)2+2(d+xy) (a-a)

Sl

Det er her valgt at optimere parametrene X, 09 d ad numerisk
vej. Resultaterne er illustreret grafisk p& fig. 27 og 28.

Af fig. 28 er det interesgant at bemazrke, hvorledes betontrykbrud-
det i bjalketoppen flytter ud mod understgtningen ,ndr trakstyrken

tages med i regning.
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Thycﬂ
0.4

03 [— \

0.2 \\:::

/]
//

\ T o
[ ——— =
01 — =001
=000
0 ——
0 1 2 3 4 5 6 7 a/h

Figur 27: Bareevnens variation med trakstyrken og forskydnings-
spandvidden.

p =0,00:

Figur 28: Eksempel p8 brudfigurens geometri ved a/h = 3 .
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AFSLUTNING

I indledningen blev det navnt, at denne rapport blandt andet in-
deholder nogle vasentlige tilfgjelser til tidligere kendte lgsnin-
ger. For eksempel kan det nu ogsa forklares nedreverdimessigt, hvor-
ledes den sakaldte buevirkning kan opstd i bjalker med smd mengder
af forskydningsarmering. Dette betyder, at den udviklede teori pa
visse punkter bekrafter det empirisk udviklede additionsprincip.

Et andet interessant punkt er forholdene ved en rektanguler bjzlke
med jaevnt fordelt last. Det viser sig her, at bruddet er en art
bgjningsbrud, hvor trykbruddet i bjalketoppen, nadr betonen tillag-
ges en igvrigtminimal trzkstyrke, er beliggende mellem bjelkemidte
og understgtning, og hvor der dannes en trazkrevne fra understgtnin-
gen og op til det navnte trykbrud. Ses der bort fra trakstyrken vil

trykbruddet opstd midt p4 bjzlken. Dannelsen af trazkrevnen forklarer,

at der kan opnds en vis bareevneforggelse ved armering med bgjler,
men udover at sikre et sejgt brud er gevinsten herved generelt 1lil-
le, eftersom bgjningsbzreevnen i forvejen praktisk talt er udtgmt.

Anvendelse af den ovennavnte bgjningsbrudmekanisme har yderligere
en spandende konsekvens for rektangulare, ikke~forskydningsarmerede
bjalker, hvadenten de er pavirket af javnt fordelt eller koncentre-

ret last. Antager man nemlig som vanligt ved den plastiske bareevne-

analyse, at betonen ikke kKan optage trzkspandinger, viser mekanis-

men, at for disse bjzlker kan man aldrig udnytte mere end halvdelen

af bjzlkehgjden som trykzone ved momentoptagelsen.

Lgsningerne med betonens trakstyrke indregnet findes i rapportens
sidste del, og det er her kun bjzlker uden bgjlearmering, der be-
tragtes,eftersom trakstyrkens indflydelse bliver forsvindende for
bjzlker med selv sméd mangder forskydningsarmering. Det er verd at
hzfte sig ved de ganske lave vardier af trakstyrken, der skal ta-
ges i regning, typisk i stgrrelsesordenen én til to procent af
trykstyrken. I overensstemmelse med erfaringerne fra forsgg, se
[78.2], findes ved disse gennemregninger blandt andet, at forskyd-
ningsbareevnen af en ikke-forskydningsarmeret bjelke udsat for
konstant forskydningskraft over et fag bliver uafhangig af fagets
spandvidde, ndr denne nar over en vis granse. Ydermere leder gvre-

verdilgsningerne ved optimeringen frem til brudmekanismer, der
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stemmer bedre med observationerne fra forsg¢gg, ndr der tages hen-

syn til betonens trakstyrke.

Ved diskussion af lgsningerne md opmarkéomheden henledes p& de
antagelser, der har ligget til grund for udledningen. Et grund-
laggende punkt er betragtningen af materialerne som varende stift,
idealt plastiske, og i sammenh@ng hermed valget af flydebetingel-.
se med tilhgrende flydelov. Foruden materialeantagelserne, som jo
blandt andet betyder, at der ikke kan skelnes mellem forspéndte
og ikke-forspandte bjalker, skal forudsaztningen om plan spandings-
tilstand i bjzlken fremhaves. Denne forudsatning kan eksempelvis
ikke forventes opfyldt omkring den indstgbte armering. Videre er
armeringen ikke tillagt nogen forskydningsstyrke vinkelret pd sin
lengdeakse, hvorved en eventuel dornvirkning lades ude af betragt-
ning, og endelig er der ved behandlingen af stringerbjzlkerne set
bort fra flangernes bidrag til forskydningsbazreevnen. Som fglge v
af disse idealiseringer er det ngdvendigt at foretage en empirisk
korrektion af lgsningerne, men de vil stadig formidle en vigtig
forstaelse for det grundleggende i bjzlkernes virkemide.

Selv om rapporten indeholder mange lgsninger, er den teoretiske
undersggelse af jernbetonbjalker langtfra fuldfgrt. Vasentlige
problemer sd som forholdene ved lastplade og understgtning i
forskydningsarmerede bjzlker, kombinerede belastninger og langde-
armeringens indflydelse ved de forskydningsarmerede bjzlker sav-
ner stadig afklaring. I relation til nogle af de gjorte tilner-
melser mangler der ogsd en undersggelse af eventuelle flangers
betydning, lazngdearmeringens dornvirkning og hvilken indflydelse
afvigelser i spandingstilstanden fra den forudsatte vil have pa
de fundne lgsninger. Siledes kan det navnes, at ved forholdsvis
brede bjalker kan forholdene i betonen narme sig til en plan de-
formationstilstand, hvorved de meget korte bjalkeré bareevne kan
blive langt stgrre end hvad der findes ud fra den plane spandings-
tilstand.hqilsvarende forhold kan ggre sig galdende ved bjzlker
med ekstrem kraftig forskydningsarmering bestiende af lukkede
bgjler, sidledes at bazreevnen ogsd her gges ud over det ellers
forventede, ndr bgjlearmeringen gges.

L3
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