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P4 basis af et Lagrangetgjningsm&l for plan t@gjiningstilstand
(2 dimensionalt) gives  ved hjwlp arf smtningen om stationmr
potentiel energi en konsistent udledning af de 1 dimensionale
elasticitetsligninger for et bjwlkeelement med loreskrever
jrevnt fordelt tvarbelastning.

Ved udledningen fremkommer udover den sadvanlige bislkesdgjle-
differentialligning til bestemmelse af tvierudbgjning og momenter
0gsd en differentialligning il bestemmelse af aksialforlangelse
og normalkrzfter. Den sidstnmvnte ligning ldgses med fuld hen-
syntagen til tvemrudbdining 0g -helastning.

Til lgsning af de resulterende ikkelinesre elasticitetsligninger
for bjmikeelementet, angives en effektiv iterationsopskrifs.
Elasticitetsligningerne og iterationsopskriften afprgves i et
EDBprogram til beregning af plane rammekonstruktioner pd 4 plane
rammer spandende fra 1 etage 1 fag til 30 etager 2 fag.

Ved at medtage visse g udelade andre al de ikkelinemre led i de
1 de konsistente elasticitetsligninger, kan man lave et stort
antal forskellige bjmlketeorier. I de 4 gennemregnede eksempler
undersgges, hvilke forskelle 5 ikkelinesre samt den linewre
bjxlketeori giver i dels flytnings- dels snitkraftfordelingen,
0g til slut fremsmties en beslutningstabel for valg af teori.




2.1.1 Bogstaver, indices og symboler.

Bogstaver

A Tversnltsareal

Ai“Aj Stivhaedsparametre

C _Ch Parametre 1 tverudbdiningsfunktion

Bz Stivhedsparameter

E Elasticitetsmodul

Eij Lagrangetdjningsmil

F, Fi Foreskreven knudebelastning

I +  Tversnitsinertimoment

M’MA’MB Moment

N’NA’NB Normallkraft

31-83 Initial knudebelasining

Trs Cauchy spanding

Tij Piola-Kirchhof{ spxnding

windre T@iningsenergl f[or elementet = indre arbejde
W_ Tginingsenergi pr. udeformeret volumenenhed
Wydre Ydre arbejde

d Divisor 1 stivhedsparanetre

ds Differentielt arealelement

t{a,b,..) Funktion af a,b,...

i Inertiradius = I/A

kl Stivhedsparameter

ki'kﬁ Stivhedsparametre

1 Elementlsngde

P Foreskreven Jwvnt fordelt tverbelastning
By Dimensionslgs D = Ela/u

u‘j Flytningsfunktion

ujo Vardien af uJ Pa xi-aksen

v,V Knudeflytning ,

f ati parame

Vs Vs Vs Vy Deformationsparametre
xj Referencekocrdinater

= Koordinater ef'ter deformation

J



ba Geometrisk aksialforkortelse

by Normalkraf'tbhetinget aksialforlongelse
€ Lengdetd jning

" Krumningstgining

" Bgjningsstivhedsparameter = EI/L

" Potentiel energi for elementetb

©® Rotation af bjmlkeakse 1 radianer

Nedre indices
Vedrdrende punkt A, L 0
Vedrgrende punkt B, Ky = 1

A
B

@vre indeks
(n) Verdl 1 iteration nummer n

Symboler

Variation
613 Kroeneckers delta
Foreskreven veardil
' Nifferentiation m.h.t. x,
IV Fjerde afledede m.Ih.t. x

i
~ Vektor



2.1.2 Koordinater og fortegn.

Beskrivelsen holdes I materielle reference koordinater xj.
Positive retninger for foreskrevne knudekrefter Fi, knude-
flytninger fi’ flytningsfunktioner uj og Jwvnt fordelt tver-
belastning p, deflneres alle 1 forhold til referencelonfigura-

tionen, som er vist pad fig. 1.

Fig. 1.

Bjwlkeelementets egenskaber er unafhsngige af X45 08 tvasrsnittet

er enkeltsymmetrisk om papirets plan.

2.2 Flytningsfeltl.

Som grundlag for flytningsfeltet anvendes Bernoulli-Navier
antagelsen, nemllig: normaler forbliver normaler af uforandret
lengde efter en deformatbtion.

Det eksakte udtryk for dette plane flytningsfelt er

= X1.49q




hvor U = Wq - 3in o Yo
Uy = U,y = (1 - cos q))x:2 (1)
tan o = uéo / (1 + uio)

L

o 4
U (x5, 5 = 0)s upg = up(xy, x5 = 0), = dxg

og uio

For at forenkle debtte flytningsfelt antages vderligere, at
vinkeldrejningerne o er sd smi, at o T tan o  sin o og
cos o &Sy

Antages endviderc, at ujo << 1, d.v.s., at elementet ikke
har elastikagtig opf@rsel, ledes man til f@lgende definition
af' et forenklet flytningsfelt

- u L.
20 2
@ (2)

Y = Y

Uy = Ung

2.3.1 Geometriske feltbetingelser.

Da udledningen er baseret pA referencekoordinater X;» anvendes
som t¢giningsmdl lLagrangetginincerne Eij for endelige flytninger
pivet ved

bui ou, buk buk

ta A P Kl : _ [
E"i-‘ - g(bX,- + bx bx‘ DXJ) —:ij = 1.1'-

C
c
ok
H

Indswttes det eksakbte flytningsfelt (1) ras

Ejop = Epy = Byy = 0, By £ 0. Antagelsen om at normaler for-
bliver normaler af samme langde giver som forventet et tginings-
Pelt, der udelulkende bestar af longdesndringer af fibre med
oprindelig orientering i Xq aksens retning.

Udnyttes det tilnmrmede Ilytningsfelt {2) samt en af de anta-
gelser, der fgrte til (2), nemlig u;o << 1 fds fglgende udtryk
for Lagrangetgjningen E11

T — .
e &
2
- ! 4 LS W -
€ ]-‘1-:; 1 J(uzo;’ (J)
" - u"

20
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Ligningerne (%) udggr de geometriske feltbetingelser.

Det bemwrkes, at tgjningsmilene ¢ og u kun er funktioner af
Ry s d.v.s. 1 dimensionale. I det fgleende anvendes derfor for

nemheds skyld notationen u, = ulo(xl) 0g Uy = uqo(xi).

2.%.2 Geometriske randbetingelser.

De geometriske randbetingelser defineres ved

v, = ul(O) vy = ui(l)
v, =-u,,(0) Ve :—un(l) ()
Vs ﬁ-ue‘(o) vg =-u2'(1)

Vigsse linesrt uvafhengige linearkombinationer af lknudeflytningerne
vy dukker hyppigt op i1 udledningen, hvorfor de defineres her

under navnet deformationsparametre

Vg © (v5 - vg)/l

Vy o mVs t (v - vg)/l (5)
VB = V6 - (Vu-] - VP)/l

A S

. den saxivanlige tekniske bjmlketeori =r deformationstilstanden
fuldt fastlagt ved angivelse af Vas Vp 9B Vy- I den her udvil-
lede teori kramves desuden lkendskab il Vi sambt den senere ud-

iedte parameter kl t©il fastlmggelse af deformationstilstanden.

2.4 Fysiske feltbetingelser.

flementet antages hyperelastisk med en t¢gjningsenergifunktion
pr. udeformeret volumenenhed, WS defineret ved

Wy = 3E Eiig (6)

hvor I er elasticitetskoefficienten for enakset pévirkning.
Den til Lagrangetgjningen Eij konjugerede Piola-Kirchoff

spanding ﬁij’ f&r kun en komposant 4 O givet ved (Malvern
[3] p. 283):



~ S .
T, =x=>= =E - & (7)
11 DE11 11

Lad A vmre tviersnitsarealet og dS et differentielt arealelement.
Tveersnittes Iinertimoment I og Ko aksens nulpunkt defineres da ved

[

A
0 = g X, dS (3)

T = [ (x,)%s (9)
b [ =4
Pen 2-dimensionale fysiske feltbetingelse (T7) kan herefter
bekvemt formuleres 1-dimensionalt ved indfgrelse af snitikraefterne
M og N (se fig. 3).

Fig. 3.

De geometriske feltbetingelser (3) samt definitionerne (8) og
(9) udnyttes, og vi far

A A
= I o : = ' o
M = | Tiixz ds = g Ele - n x5)%, dS EI » (10)
e2s
A A
N = g T,q d8 = g Die - xg}dS = HEA ¢ (11)

2.5 Statiske felt- og randbetingelser.

Ved hjelp af sxtningen om stationsr potentiel energi 4s de
statiske felt- og randbetingelser enkelt, systematisk og kon-
sistent med de geometriske og fysiske betingelser.
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"Hvis elementets potentielle energi nw_ = W, - W er

P indyre ydre’
opstillet under overholdelse af de geometriske og fysiske be-

tingelser, fids de statiske betingelser ved at krwve varia-

Lionen 5np = 0O for et varierende flytnings-tdjningsfelt, der
overholder de geometrisike betingelser"

Vi md altsd krwmve

bmy, = Y, hdre " 6Wydre = 0 (12)

hvor {(jfr. Malvern [5], n. 248)

W ndre %g 11~ 8Egq d5 dxy (13)

of

1
= D 1 3 i = g 1
oW = é pau,, dx, Fi 5V, = 1,6 (14)

ydre

¥n variation 6E11, derr overhiolder de pgeometriske feltbetingelser,
fds fra (3) som

" - 1 1 I_ H_‘ 4
E,, = 8Ug + u; dul BUn X, (15)

Ved hjmlp af de fysiske feltbetingelser (10) (14) ox delvis

integration fas

¥ingre = gg 11(6u, +,6U, - Busx,)dS dxy
L

1
= i 1 t 1
6 (Nuau1 b 5u2) = Méu?)dxi

Hi

. 1
L 1
[Naui]O - [Mﬁué]o = tg(N'au1 - (M o+ Nué)éué)dxi

Efter endnu en delvis integration fas sluttelig

énp = [Nﬁui]l [Méué]é + [(M' 4 Nué)aug]é
1 T
- g N'su, dx, J(M" A+ (Nué) + Bou, diy - Fiev; =0
' i =1,6 (16)

Inds®ttes i ovenstdende ligning fgrst et homogent 6u1 felt om
derefter et homogent bu, felt fds de statiske feltbetingelser

N' =0 o o ] = (17)



M" o+ Nug + P =0 (18)

‘lerved er de to integraler i (16) altid 0. Indsmttes i (16)
s90 0 =1,6) fas ved
anvendelse af en tilladelig variation i de geometriske rand-

derefter successivt for i = 1,6 (6vi = 5

betingelser, som fremicommer trivielt af (4), de statislke rand-

betingelser
Py = -N Fy =N
T - I = ":. e 1 £
o = My - Nvg By o= oMo+ Nvg (19)
_[?3 = _MA F6 — MB

hvor feltbetingelsen (17) allerede er indsat, idet den giver

N = N, = NB = konstant.

A

2.6 Elasticitetsligningerne for elementet og deres lgsning.

Elasticitetsligningerne for elementet f&s fra de statiske rand-

betingelser (19) ved at udtrykke Mys My, M'A, M', og N som

B
funktioner af v, og p.

Dette gdres ved at lgse de statiske feltbetingelser (17) og
(18) under anvendelse af de geometriske felt- og randbetingelser
(3) og {4) samt de fysiske feltbetingelser (10) og (11).

Da de f'glgende udledninger er helt 1-dimensionale defineres
herefter for nemned : x = Xy

2.6.1 Tverudbgjning og momentfordeling.

Fgrst ldses feltbetingelsen (19), idet (10) og (3) indswbtes,
hviliket giver den velkendte bjelke-sdjledifferentialligning

EIu;I)V s Vu; - D=0
eller
IV 2 " — i !rj-} — At
u2 1+ k u2 =gr ¢+ ¥ = -7 (20)

ordvanligvis ldses denne ligning under forudsstning af kendskab
il vsrdien af N. Nar N ikke a priori er kendt, bliver lgsningen
al’ elasticitetsligningerne iterativ.




Som parameter, der karakteriserer graden af normalkraftindfly-

delse pd moment og tvwrudbgjning anvendes

-N
kl = BT 1 {21)
Denne parameter, der ses at vere stivhedsathengig, er dimen-
sionslds og antager reel eller imaginmr vordi, alt efter om

der er tryk eliler trak i elementetb.

Den fuldstandige lgsning til (P0) samt f'¢rste og anden afledede

af lgsningen, ser siledes ud. (smig. B. Pedersen & E. Byskov (213

u, = C; sin kx/k + Cy 1 cos kx + Cy x + Cy 1+ %Coxa/l

ué = €y cos kx - C, Kkl sin Ky + 03 + Cq x/1 (23)

u? = —(Ci k1l sin Kx Cg(kl)a cos kx - CO)/l (24)
hvor

C. = PL/(¥° EI) = - BL/N = B./(k1)? (25)

o = P TT) = - g = By ! 25

Der er ved opskrivningen af ldgsningen her sgrget for, at de
indgdende koefficienter C0 - 04 er dimensionsldgse og reelle for

savel reelle som imaginere vierdier af kl.

For kl = 0 er differentialligningen (2C) linemr og lgsningen
skifter type til et 3. gradspolynomium i x, som ilke behandles
nermere her. L#gsningen (22) er singuler i k1 == 0, hvilket giver
numeriske problemer ved anvendelsen af (22) for (k1] tet pd O.

ILgsning af randvwmrdiproblemet for (20) giver fglgende udtryk
ffer koef'ficienterne Ci’ C‘O og C}. De geometriske randbebtin-
gelser (4) og (%) er udnyttet.

2 e

Cql = 1—Bi/(kl) Bi/(kl) 0 vp 1
: ‘ . rre V2 -

C,| = Ai/(kl)a Ae/(kl)a o vy | 36y (A +h,), (k1)7| (2
2 e

= : T - : - - =l
cj Bi/(kl) Bi/(kl) 1 Vi
hvor

fi

(kl sin k1 - (kl)acos kl)/d

[

(k1 sin k1 - (k1)%)/d

i

N
F ]
—

= 2 - 2 cos k1 - k1l sin k1

3
/

(2



Til analysebrug er C& ungdvendig, men for fuldstendighedens
skyld findes: G, =~v9/l - Cs-

Ved anvendelse af de fysiske og geometriske feltbetingelser
(10) og (3) samt ovenstdende udtryk for ug kan vi opskrive
udbrykkene for M og M'.

M = (C, K1 sin kx + Co(k1)® cos kx - G,)-u (28)

M= (Ci(kl)gcos kx - Co(k1)” sin kx)- /1 (29)
hvor

W= EI/1 {30)

Indsxttelse af = = 0 og x = 1 samt udtrykkene for CO, C1 Of
02 giver efter reduktion

M A, A v A
My fo A "B Al

Vor
Ay = (2 = (B + A5))/(2(k1)7) (52)
og
', - [Ge)Fop, B, [v, _ 1]
Pl= % 5 + 5pl (33)
M, B, (k1)2-B, || vg 1]

2.6.2 Aksialforlangelse, geomelrisk forkorteise og normalkraft.

Den anden statiske feltbetingelse, N' = 0, (17),giver ved an-
vendelse af de geometriske - og fysiske feltbetingelser (3)
og (11)
T ]
%ﬁ = € = ui + 5(ul)” = konstant (34)

Denne ligning giver ved integration m.h.t. x fra 0 til 1 og
indswttelse af’ de geometriske randbetingelser (3) og (4)

N1 i
A~ w7 YNt 8 (35)

hvor

i
iy = [ e dx (36)
0
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vy F ui' dx = vy - \Z} (37)

i
IRCARALL (38)

O

6

G

Af ligning (3%) ses, at den totale aksialforlengelse, Vi

= §,. - 6G er differencen mellem den linewre normalkraftbetin-

N
gede aksialforlsngelse 5N og den ikke-linemre, geometriske

aksialforkortelse 4 Det bpemwrkes, at ¢, ofte negligeres i

geometrisk ikke-lingwre bjelketeorier, (szemiencky (1],
B. Pedersen & E. Byskov [2], Argyris [6]). For at fd en kon-
sistent teori, md man dog medtage fpe SOM L gvrigt ved slanke
konstruktioner kan blive vasentligt storre end Ay
Ved udregningen af den konsistente geometriske forkortelse
anvendes ug' bestemt ud fra den ikke-linesmre bjmlkedifferentral-

ligning (20). Ggres dette, fds fglgende, lidt voldsomme, udtrylk

. . _] ;L_ '\2 . 22 N . -‘l_ 2 *‘2 2 R
be 91[5 Co + C3 + CpCy + 2(Cy + La(kl) ) o

2 2 2 . 2
5(01 ~ C5(k1)7) cos k1 sin k1/kl - 2C,(C, (1 - B,)/(¥1)

a2 L2 . :
+ Caﬁl)d/(kl) = 0102 sin“kl + ECj(Cisln kl/k1 A Cg(coskl4j

r) -—
- l(VF-‘"/?- + f(VA, VB: pd: kl)) (39)

En tllnwrmet verdi af &, f&s ved at anvende u,' bestemt ud fra
(49

den linemre bjmlkedilferentialligning, der fremkommer af {(20)

ved at smtte kl = 0. Herved [is det simplere udtryk:

2, 2 2 .
Ao = 1(vF /2 + (vA + vB)/ib + VY Vp/30
+ Palby + 84(vn - VB))/6Oh80) (40)

Ligning (40) er en god tilnmrmelse til den konsistente geometriske
forkortelse, nar kl er lille.

Insker man at tage hensyn til den geometriske forkortelse, bgr
det ske ved hjslp af et al ovennmvnte to udtryk og ikke ved 38
grov en tilnmrmelse, som f.eks. hos Johnson & Brotton [7]

2
Fg = 1 vy /2 (%)
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svarende til at regne ug' = konstant = v,. Derved tages kun

hensyn til bidraget fra fastlegemedrejniﬁgen, medens kKrumnings-
bidraget negligeres. I rammer med ikke fastholds knudepunkts-
Figur er disse to bidrag af samme stdrrelsesorden. I rammer
med fastholdt knudepunktsligur er krumningsbidraget som regel
betydeligt stérre end bidraget rra fastlegemedrejningen.

2.6.% Llasticitetsligningerne med iterationsopskrifs.

Vi har nu féet bestems: My Mg, MA, Mﬁ og N som funktioner af
vy 08 p og kan derfor opstille elasticitetsligningerne ved ind-
swttelse 1 de statiske randbetingelser (19).

Elasticitelsligningerne er da, idet @vre indeks i parantes
hentyder til iterationsopskriften:

o jn+1), 1(n} (n+1) (n)
%1 ki Q v —kl 0 0 vy Ri
F, ky Ky 0 -k, Kyl v, R,
Pl = | kj 0 -k k5 Vi ¥ Hj (42)
i4 symmetrisk ki O 0 v4 —R1
?5 k2 —kg v5 R2
w lc Vo -R
L 6] L 3 L6 73
~ ZA . - EA
hvor ki S Rl = T 5G
. 1 —
k, = f% 2 B % R, = % pl
Ky = ow By Ry YA Aoy (43)
o b7
Ky = 7By
1{[3 = =1 A;_.).

T ligning (43) skal bAde matricen, kaldet stivhedsmatricen og
vektoren med R., kaldet initiallastvektoren, som antydet, opstilles
fn), I{1(11)’ () ot ﬁN(n)

-

pd basis af By

Til bestemmelse af AG(n) haves prinecipielt

(n) _ 1. f(VF\n)’ VA(H)’ v
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hvor kl(n) ved hjolp af (21) og (35) samt indfgrelse af stiv-

hedstallet % = l]/ﬁ Kan skriv?s)som
n
&
(n) _3/-n'"7 1y /% -
k1l = BT = T T (415)

Til bestemmelse af 6N(n) giver ukritisk anvendelse af (35)
(n) _ _ (n) (n)
5N = VN + 5G
Anvendelse af denne definition for 5N(n) giver dog en ubrugelig

iterationsopskrift.

Betragtes den fJerde ligning i (42), som lyder

= 1 BA 44 n n+ld EA n+i
FA(“+ ) - = (VN(H ) 4 ﬁG( y o n(ntd) _EA L (n4d)

ses, at den rette iterationssammenhxng mellem Ve 5N og 6G
er givet ved
(n) _ , (n) {n-1) (46)
By = Vy + 6g 6
Da bade kl og N jfr. ligning (45) er bestemt af Ays S€s at
(43) kan opstilles alene med kendskab til d-formationernc by

og b -

Tterationen foregdr nu ved fdrst at skgnne initiale vsrdier

for 6N(O) cg & (O), f.eks. 0, derefter opstille og lgse elasti-
citetslignlngerne (42) samt beregne vmrdierne arl 6 %

85 udfra {(44), (45) og (46). Verdierne 81y (1) og by (i

vendes dernsest som initialverdier ved neste opstllllng 0g lﬁs—

ning af elasticitetsligningerne og sa fremdeles,indtil en pas-

sende relativ overensstemmelse mellem initialvmrdier g bereg-

nede vardier af by 08 b6y er opnadet.

Denne ldgsningsmetode kaldes en initialdeformationsmetode med
deformationsafhsngig stivhedsmatrix og Initiallastvektor. @n
beslmogtet lgsningsmetode blot med konstant stivhedsmatrix og
alle ikke-linemre effekter samlet i initiallastvektoren findes
f.eks. hos J. Connor [4] under navnet "successive substitution™

Den her angivne metode kendetegnes ved, at stivhedsmatricen
skal genereres og trianguleres for hver Lteration, ved lavt



[N
__\_:_
1

iterationstal til given ngjagtighed, samt ved at instabilitet

p&d et givet lasttrin afslgres straks af singularitet i stivheds-
matricen. Metoden med lkonstant stivhedsmatrisx behgver kun at
generere og triangulere stivhedsmatricen en gang p& bekostning
al dels en mere kompliceret initiallastvektor, dels betydeligt
"lere ngdvendige iterationer, iswr ved store verdier af P/Pcr’
samt et dérligt instibilitetskriterium. Instabilitet rgbes kun
af manglende konvergens pi et givet lastirin.

En sammenligning mellem de 2 metoder over de: ngdvendige antal
iterationer for en given ramme er Toretaget 1 eksemplet
"BLEICH CIARNIER".

I alle de efterfdlgende eksempler pa beregning af rammekonstruk-
tioner udfra de konsistente elasticitetsligninger (42) med den
her angivne lgsningsmetode er der itereret til 1% relativ ngj-
aghtighed pa Ay 08 8o Hertil krawves 2-3 iterationer ud over

den initiale gennemregning. Det viser sig, at by normalt kon-
vergerer [dr b Hvis man helt undlader at tage hensyn til

5 kan konvergensen derfor normalt opnds en iteration tidligere.
Pesparelsen i regnetid ved at anvende en Cllnmrmet teori i ste-
det for den konsistente er dog ikke stor.
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2 ___..Anvendelse af bjwlkeelementef 1 rammekonstruktioner.
S, Forskellige tilnermede teorier.

De beskrevne elasticitetsligninger for et bjelkeelement med
konsistent hensyntagen til endelige flytninger samt iterations-
opskrift er afprgvet 1 et afl forfatteren udviklet EDB program,
til beregning al’ plane linesrt elastiske rammekonstrukticner.

For at kunne vurdere, hvilke forskelle 1 flytnings- og snit-
kraftfels, der opstir ved at udelade eller Tilnerme visse af de
iklke~line®re led I de konsistente elasticitetsligninger, er et
antal eksempler hlevet gennemregnet med 5 forskellige geometrisk
ikke-linewre teorier samt den geometrisk linemre teori.

Teorierne, der falder i 3 grupper, betegnes med ISTAB = 0, 1, 5
En besluiningstebel viser de forskellige teoriers indhold.
Gruppe ISTAB NQROT NERA T KORDE NLKRUM
5 1 1 1 1
ITT L 1 1 1 O
3 1 1 0 0
1T 2 3. 0 1 )
1 1 G 0 )
I 0 0 0 0 0
Tabel 1. Teoriindheold
I ovenstdende tabel betegner:
NQROT : hvis O sd er k, i ligning (43) beregnet med N = O,
ellers med N = N(n).
NKRAI'T: hvis C s& er Al By, Aj og B, i ligning (43} beregnet
fra (2?2_0g {(32) med k1l = 0, d.v.s. Ay z %, Ay = -2,
. B n
Aj = - 5508 B = 6, ellers med k1 = kl
y
NKORDE: hvis 0 s er b = 0 ellers fo = 5G(n,
NLKRUM: hvis O sd er fn beregnet med o o d.v.s. fra ligning (&

cliers med L 1(7')d.\i’.s. fra ligning (59).



Lidt mere udfgrligt kan de 2 teorigrupper beskrives siledes:

Gruppe I,

ISTAB = O

Dette er den sadvanlige, geometrisk linesre bjmlke-
teori, her medtaget til sammenligning og kontrol.

Gruppe II, ISTAB == 1,72

ISTAB = 1 er den enklest tionkelige made, at tage
hensyn til endelige flytninger p&. Der tages her
hensyn til de ekstra tvierkrsfter, der opstar pa
bjelkeenderne, ndr eclementet er normalkraftpivirket
og har en fastlegemedrejning, v + O. Denne teori
er bl.a. foresléet af Przemienegki [11].

ISTAB = 2 er en forbedring, der medtager den geome-
triske forkortelse bas beregnet med kl = 0.

Gruppe III, ISTAB = 3, 4, 5,

For alle disse teorier gmlder, at ISTAB = 1 er inde-
holdt, samt at momentfordelingen i bimlken er beregnet
ud fra den ikke-linemre bjwlkedifferentialligning (20).
ISTAB = 3 tager ikke hensyn til den geometriske f{or-
kortelse. Denne teori er foresliet af blandt mange
andre, Argyris [6]. ISTAB = 4 medtager desuden den
peometriske forkortelse F;’ neregnet med kl = 0,
medens ISTAB == 5 medtager 6G beregnet ud fra den ikke-
linemre inhomogene bjmlkedifferentialligning (20).
Connor [#] har behandlet en ISTAB = 5 teori, dog be-
regner han 6 fra den homogene bimlkedifferentiallig-
ning, d.v.s. han medtager ikke indflydelsen p& by fra
evt. belastning uden for knuderne.

Hvor der i det iglgende tales om lclassisk stabilitetsteori, me-

nes en ILSTAB = % teori forenklet med kravet om, at alle aksiagl-

flytninger er identisk nul (B. Pedersen & E. Byskov (21).
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.2 Eksempler, alment.

I det fgligende gennemregnes og kommenteres 4 eksempler pd
plane rammekonstrulctioner, » smd og 1 stort.

Hvert eksempel pramsenteres med en figur, der dels viser refe-
rencekonfigurationen, dels udbgjiningsfiguren beregnet ved hgje-
ste lasttrin ud fra de konsistente elasticitetsligninger

(ISTAB = 5). Bemerk at visse af udbgjningsfigurerne er for-
stgrrede. Verdien af kl hgrende til udbgjningsfiguren er pi-
skrevet hvert bjmlkeelement.

Efter udbginingsfiguren er der, for hver af de » smd eksempler,
gengivet udvalgte belastnings-flytningsrelationer samt South-
wellplot til bestemmelse af den kritiske last.

Relationerne er udregnet i en rakke punkter, og alle 6 teorier
er med pa gralerne, hver markeret med sit symbol.

Symhol Teori Gruppe
— ISTAB = 5
X : ISTAB = 4 IIT
+ : ISTAB = 3
—_— ISTAB = 2 1T
o ISTAB - 1
—_—m ISTAB = O I

Tabel 2. Grafsymbolforklaring.

AT oversigtsgrunde er 3 af teorierne markerede med en knek-
linie og et symbol nmr enden af knsklinien, medens de 3 gvrige
er markeret udelukkende med symboler.

I eksempel 2 og % er rammekonstruktionens egenvagt medregnet,
dog er de 1 eksempel 2 viste belastnings-flytningsrelationer
rensede for egenvegtsbidrag.

Til Southwellplottene er kun benyttet {lytningsparametre, der
ogsd beskriver udknskningsfiguren efter den klassiske stabili-
tetsteori. De dvrige flytningsparametre duer ikke til South-

wellplot. (Nermere om Southwellplot, se f.eks. Timoshenko [&]



pP. 191 eller Roorda [10]).

Ved sammenligningen mellem de f'orskellige teorier, mé& det
erindres, at den bedste ar teorierne, den konsistente, ikke
er eksakt, men er behmftet med fejl, der stammer fra afvi-
gelserne mellem virkeligheden og de antagelser, der er gjort
i udledningen.

I cksemplerne efterkontrolleres en af de vigtigste antagelser,
nemlig antagelsen om sma rotationer, o << 1. Af Pglgeantagelserne
¢ = tan ¢ = sin © 0g cos ¢ = 1 er det cos v = 1 antagelsen, der
introducerer den stgrste relative fejl.

3.2.1 Fksempel "BEP", fig. 4.

Dette eksempel er hentet fra B. Pedersen & E. Byskov {2], hvor
det er beregnet for et enkelt belastningstrin, svarende til det
maksimale i denne fremstilling. For at f& ISTAR = 3 til at
svare til teorien i [2] er arealerne pi konstruktionselementerne
valgt sd store, at normalkrafttginingerne er forsvindende. Her-
ved bliver elementernes slankhedstal usadvanligt store.

Af fig. 6 og fig. 7 ses, at uvafstivet translation og rotation
inden for hver teorigruppe fglges ad, dcg bliver flytningerne

fra ISTAB = 3 noget for store, iser ved store verdier af P/Pcr'

Southwell plottet fig. 5 viser PCP = 4, 4i E; for gruppe I1TT
teorierne. Det hemerkes, at dette eksempe? ikke har nogen ud-

knakningsliast i klassisk forstand, da konstruktionen har udbdg j-
ninger pd etihvert lastirin. Pc.h er da den last, ved hvilken ud-
bgjningerne bliver uendeligt store. Dette gmlder ogsa {or de
fglgende eksempler.

Af fig. 8 fremgir, at teorierne ISTAB = 0, 1 og % som ventet

ikke giver nogen nedbgjning af sgjlen, hvorimod ISTAR = 2, 4 og 5
giver betydelige nedbgininger. Disse nedbgininger stammer ude-
lukkende fra medtagelsen af den geometriske forkortelse, b
ISTAB = 4 og 5 ses at glve omtrent samme resultat. Bemzrk
moderate kl verdier.

Beregnes snitkraftfordelingen fra de forskellige teorier, viser



det sig, at gruppe I og II giver momenter, der er megei for
smd. I forhold til den konsistente ISTAB = 5 teori giver
ISTAB = 3 og 4 momenter, der er h.h.v. 27% og 10% stgrre.

Uoverensstemmelsen er stgrst 1 sgjlen.

Normalkrmsi'terne er ens inden for grupperne. Gruppe I cg IX
giver normalkrefter, der er ca. %% stgrre end gruppe III.

Stgrste verdi al rotationen o indtrasffer ved sgjlens top [for
TSTAR = - Q.5 - Tor I 3 o= o = 0.
ISTAB = 3 med Prax = 0,518 og for ISTAB = 4,5 med CI 0,427.
Antagelsen cos ¢ = 1 giver herved en fejl & h.h.v. ca. 14%

og ca. 10%.

P& grund at de store ¢ werdier ved maximallasten md der swbtes
spgrgsmélistegn ved resultaternes kvantitative verdi. Ved 7/8
af maximallasten er den stgrste fejl ved cos ¢ = 1 antagelsen
dog allerede faldet til 2%.

5.02.2 Iksempel "SES-PR2-1" rig. 9, fig. 10.

Dette eksempel er hentet fra en forsggsopstilling lavel af

S. Svensson (9]. I sin rapport viser Svensson belastnings-
flytningsrelationer samt Southwellplot for den vandrette flyt-
ning af @gverste hgjre rammehjgrne ved % forskellige ekscentri-
citeter afl belastningen. Desvarre er E-modul og ekscentrici-

teter ikke oplyst.

Anvendes ET = 2,1 - 10° . fﬁ . 3,0 . 0,17 kpem© - 525 lkpem©

fas de i fig. 9 op fig. 10 viste udbgjningsiigurer ved ekscen-
tricifteter pa 1 ¢m h.h.v. 2 em. Ua fra de 2 figurer ses hl.a.,

at fordobling af ekscentricitet mere end fordobler flytningerne.

Ved Southwellplottet {inder Svensson P = 2,29 kp. Ved bereg-

ar

ning med EI = 5H2H kpcm2 findes P - 2,41 kp. Tor at opnd over-

op
ensstemmelse ved de [dlgende belastningsilytningsgrafer, er det
derfor antaget, at den virkelige LI har vamret EI = 525 x 2,29/2,41
t) -’
kpem™ = 498 kpoma

tykkelsesbestemmelsen afl tversnittet pd ca. 1,6%.

» hvilket f.eks. svarer til en ungjagtighed 1

Sammenligning mellem den eksperimentelt fundne belastningsfiyt-



ningsrelation for den vandrette flytning af dverste hdjre hj@rne
og den beregnede, viser god overensstemmelse for den laveste

af’ Svensson's eckscentriciteter med EI = 408 kpcm2 og en ekscen-

tricitet pd 0,5 em. Disse verdier er derfor anvendt ved udrepg-

ning af de viste belastningsflytningsrelationer.

Lignende god overensstemmeclse er fundet for de andre 2 ekscen-
triciteter. Dluse resultater er dog ikke medtaget her.

Fra fig. 11 ses, at alle teorierne i gruppe ITI giver god over-
ensstemmelse med den eksperimentelt fundne relation, ligescm
det tilhgrende Southwellplot pi fig. 12, som ventet, giver

Pcr = 2,29 kp for gzruope I1I.

Fig. 1% viser den lodrette nedbgjning af knude 6 . Det ses, at
kun ISTAB = 4,5 giver en tilfredsstillende flytningsbestemmelse

ved store verdier af P/P Desvipre er der i [9] kun optegnet

(el
belastningsflytningsrelation for den vandrette flytning ar

knude 6 , men fotografier af konstruktionen i belastet, udbgliet
Lilstand viser god overensstemmelse med de her optegnede udbgj-

ningsfigurer.

Rotationen al’ knude 4 , som vist pa fig. 14, er swrdeles inter-
essant, idet den er et eksempel pd reyersering af flytninger ved
monoton belastningsforggelse. Bjslken i l-etage starter med at
have positiv krumningsfordeling, men ved belastningsforggelse
bliver krumningerne i hgjre ende snart negacive,

Pette fenomen, der skyldes den geometriske ikke-linearitet, er
for en enkelt bjmlkesgjle bl.a. behandlet hos Timoshenko [8]
pp. 24, 191.

Snitkraftfordelingen fra gruppe I er uvantagelig. Den har endog
JIr. ovenstdende forkerte fortegn pé nogle af momenterne. Op
til P/Pcr = 1/2 er moment- og normalkraftfordeling fra gruppe II
antagelig. Over P/PCP = 1/2 kan kun gruppe ILIT teorier bruges.
Ved hgjeste belastningstrin er normalkraftfordelingen inden ior
gruppe III ens. ISTAB - 4,5 viser nmsten identiske momentfor-
delinger, medens ISTAB - 3 giver op til 8% stgrre momenter.
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Den maksimale rotation, Pmax = 00,0314, indtreffer i knude
6 og giver en maksimal relativ fejl fra cos v = 1 antagelsen

)

pd mindre end 5 - 10 o

Som et kuriosum til dette eksempel bemmrkes, at gruppe IIIT

teorier, der ikke medtager virkningen af imaginsre kl verdier,

ved P/Por ~ (0,9 pludseligt bliver instabile. Xun nir den i

dette tilfwlde gunstige virkning af imaginmre kl veerdier med-

tages, kan belastningsflytningsrelationerne beregnes helt tast
3 2 —

op mod P/lcr >l

%.2.% Eksempel "BLEICH CHARNIER"., fig. 1b.

d

Denne l-etage 1-lags plane ramme med charnier understgininger,
belastet med enkeltkrefter P 1 hvert rammehjgrne ses bl.a. hos
Bleich [5] og Timoshenko [8] p. 66.

= 1,82 EI/1° = 1176 kips

Klassisk stabllitetsanalyse gilver PCP

med de aktuelle data.

Hos J. Connor [4] er relationen mellem den vandrette flytning
af rammehjdrnerne og belastningen undersggt og optegnet for en
lille ekstra vandret kraft, Q = P/1000 i det venstre rammehjgrne.

L

Denne relation svarer ngje til den pd I'ig. 16 viste relation.

"sucecessive

Til sammenligning mellem Connor's lgsningsmetode
substitution" og den her angivne er paskrevet det ngdvendige
antal iterationer i hvert belastningspunkt. Heraf ses dels, at
den her angivne metode krwver farre iterationer til 1% konvergens
end "successive substitubion" til 5%, dels at "successive substi-
tution" ikke er praltisk anvendelig ved laste meget tmbt pA den
kritiske last.

Den vandrette flytning af venstre rammehjgrne er anvendt til
Southwellplottet, der giver en god bestemmelse af Pcr' Gruppe III
giver Pc“ = 1160 kips, hvilket er lidt mindre end den klassiske

.

brudlast pd 1176 kips.

Porskellien skyldes, at bgjningsmomenter i overliggeren, formind-
sker h.h.v. fordger normalkraften i1 venstre h.h.v. hdjre rammeben.
Uden at tase hensyn til dette forhold giver cen klassiske sta-

bilitetsteori flg. ligning til bestemmelse afl kil:



k1l tan k1l = 6

Hvis man tager hensyn til denne effekt fas, idet hgjre ben

bliver hiArdest belastet:
kl tan k1 = G/(1 + 9&(%)2)

Med de aktuelle verdier fis da, k1l = 1,3% og dermed Pcr

o
- (K¥1)PEL/AT - 1,795 EI/1° = 1160 kips, som ogsd Southwell-
plottet viste.

g, 18, der viser nedbginingen af det venstre ramnehj@grne, er

en god illustration af ovenwovnte effekt.

Alle teorier incl. den geometrisi linemre fdglges ad helt op

t1il 95% afl brudlasten pA grund af det lave slankhedstal pd

23,4. Hertil er hele nedbgjningen normalikraftbetinget. Over
5% niveauet viser ISTAR = % den ovennwmvnte aflastning af venstre
rammeben, medens ISTAB = 4 og 5 viser de®t lntuibivt rigtige, at
selv om normalikraften aflastes ved ggning af P, forgges den lod-

rette nedbgjning krafiigt pad grund af den geometriske forkortelse.

Af fig. 106 og fig. 19 ses 1 gvrigt, at rotation og uaflstivet
translation inden for hver teorigruppe fdlges godt ad, samt at
der er god overensstemmelse mellem g ruppe LI og gruppe 111 op
til P/Pcr = 1/2,

Den maximale rotation oy = .01, hvilket giver en relabtiv

_r
fejl fra cos ¢ = 1 antagelsen pd mindre end 5 - 107 7.

3.2.4 Eksempel "30-ETAGER 2 FAG". fig. 20, fig. 21, fig. 22.

Dette sidste eksempel viser en hgjhusramme belastet med en
realistisk Jjeevnt fordelt etagelast virkende samtidig med en
skvivalent vandret Jjordskwmlvsbelastning. PFig. 20 viser belast-
ningen, LOADCASE No. 2, og fig. 21 viser profiler og enkelte
karakteristiske slanknedstal. Eksemplet er taget fra J. Solnes
& 0. Holst [11] og kun beregnet for brugslasten, hvorfor nogen
pelastningsfiytningsrelation ikke er optegnet. Derimod er ek-
semplet blevel underkastet en egensvingningsanalyse, hvis re-

sultater presenteres sammen med uddrag afl de dvrige resultater.
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De 3 laveste egensvingninger undersggtes, og det viste sig,
at gruppe 11 op IIT gav 4-5% stpgrre egensvingningstider end
gruppe T med en tendens til mindre dgning ved ngjere egensving-

ningstider.

Da den mikvivalente vandrette jordskwmlvsbelastning er afhasnglg

af grundsvingningstiden, er de f¢lgende resultater al sammen-
ligningsgrunde baseret pd en og samme grundsvingningstid,

T = 4,84 sek. Med denne konstante vandrette belastning viser
det sig, at alle ikke-linemre teorier giver ca. samme vsrdier

Tor rotaticner, rotationsdel af lodrette {ranslationer samt
vandrette translationer, idet der dog er en interessant gruppering
al teorier. Teori ISTAB = 1 og 3 giver 10,7% st@rre vardier og
ISTAB = 2, 4 og 5 giver 9,4% stgrre vemrdier for ovennmvnte [lyt-
ningskomponenter end den linesre teori, ISTAB = 0. Grupperingen
g&r her pad medtagelse eller udeladelse af geometrisk forkortelse,

medens k1l verdier ingen rolle spiller.

Ser man derimod pad de lodrette translationer, excl. rotations-
delen, er der ingen [lorskel pd [STAB = 0, 1 og 3, medens den
gvrige gruppering gdr pd medtagelse eller udeladelse af k1l i
den geometriske forkortelse. ISTAB = » giver 5,7% stgrre og
ISTAB = & og 2 giver 2,%% stgrre verdier lor ovemmsvnte rlyt-
ningskomponenter end ISTAB = 0, 1 og %. Ovennevnibe sammenligning
mellem flytninger og teorier er kun foretaget for de 3 gverste
knuder i konstruktionen, men da flytningerne 1 gverste etage

er sterkt afhonglge af {lytningerne 1 alle underliggende etager,
er der god grund Lil at antage lignende forhold for alle dgvrige
flytninger i konstruktionen.

Snitkraftfordelingen fglger lkke samme gruppering som flytnings-
fordelingen. Det viser sig, at gruppe I1I og IITI teorier giver
identiske normalkrefter og momenter inden for nogle fa promille.
Normalkrsfterne 1 bjmlkerne og midtersgilen er ens 1 alle
grupper. I ydersgjlerne giver de ulinewmre teorier fordgede tryk
i venstre sgjle og formindskede tryk 1 hdire sdjile. DBidragene
er lige store med modsat fortegn i hver etage, voksende fra O kN
i toppen til 143 kN i bunden, svarende til trykforggelser pd
mellem O og M og trykformindskelser pd mellem O og 13%%. For
momenterne er billedet mere broget. Forggelserne af positive og

negative momenter i bjmlker er op til 10% og 1 sgjler op il 20%.



Der er en tencens til at de stgrste relative fordgelser sker
omtrent halvvejs oppe og i1 hgjre side, hvor trykaflastningen

sker,

Tilsidst skal det nmvnes, at reaktionernes moment om midter-
sgjlens bund ved linewmr beregning er pa 23,5% MNm og ved ikke-
linesr beregning 25,91 MNm, en forgdgelse pid 10%.

Den maximale rotation Omax = 5 - 10'9, hvilket giver en aldeles
forsvindende fejl fra v << 1 antagelsen.

Det bemmrkes, at gruppe II og ITI teorier alle giver praktisk

taget samme [lytnings-, egenverdi- samt snitkraftbestemmelse

med undtagelse af aksialflytninger i afstivede retninger. Hvis
korrekte aksialflytninger 1 afstivede retninger ikke tillmgges

stor vaerdi i en analyse, kan man altsd ngjes med en ISTAB = 1
teori, ndr man gnsker at tage hensyn til geometrisk ikke-linearitet

plane rammer til hushygningsformdl.
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I, Konklusion.

Der er foretaget en konsistent udvikling af elasticitetslig-
ningernce med hensyntagen til geometrisk ikke-linearitet for et
plant bjmlkeelement med foreskrevne knudekrmfter og jmvnt for-

Fa

delt tvarbelastning. Til lgsning af ligningerne er anvist en
elfektiv iterationsmetode, der gilver god og hurtig konvergens.
Anvendes elasticltetsligningerne og ldgsningsmetoden for ele-
mentet 1 et program til beregning af ramuekonstruktioner, vil
normale husbygningskonstruktioner konvergere efter 2 iterationer

ud over den initiale gennemregning.

Et antal tilnmrmede slasticitetsligninger er afprgvet. Det
bemsrkes, at tilnmrmelserne kun gav smd besparelser 1 ngdvendipge
antal iterationer og total regnetid pd datamat.

Fglgende fallestraek for tilnsrmelserne noteres.

Translationer I uafstivede retninger oz rotationer er namsien
vafhengiyg af, om man tager hensyn til geometrisk forkortelse
eller ¢, medens bectemmnelse af translationer 1 afstivede ret-
ninger krawver hensyn til geometrisk forkortelse.

IMlytningsbestemmelsen er mere kraovende med hensyn til finhed af

teori end snitkrafthestemmelsen.

P4 basis af de gennemregnede eksempler voves {'dlgende beslut-
ningstabel med hensyn til valg af teori til beregning arl uafstli-
vede rammekonstruktioner, hvor geometrisk lkke-linearitet gnskes

tilpodeset.

Tabellen viser et talpar, (ISTABF, ISTABS), hvor ISTABF er
mindstekrav til teori, nhdr hide flytnings- og snitkrafibestem-
melse dnskes korrekt, medens ISTABS er mindstekrav til teori,

nir snitkrosfterne har stgrst interesse.



B0
1 P .
T = ]lcl|maX <1 |1 « lkl!max < 2 < |k_l|max
cr
< 100 | < 4 (2,1) (3,3) (3,3)
> )’ (131) (33.3) (5:3)
> 400 | < 4 (2,1) (4,3) (5,3)
> % (4,3) (4,3) (5,5)

Tabel 3. Beslutningstabel for valg af teori.

Tabellen mid kun opfattes som vejledende, og parametergranserne

skal tages med nogen varsomhed. Hvis det ikke a priori er

muligt at skgnne sikre verdier af ovenstience parametre, an-

befales at bruge den konsistente teori, der, forudsat den er

implementeret, ikke koster meget mere cnd de tilnsrmede.
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Appendiks 11. Cauchy-kontra Piola-Kirchhoff spondinger.

Til dimensioneringsform&l har man brug for Cauchy spandingen
Trs 1 stedet for Piola-Kirchhorr spendingen Tﬁj' Det vises
her, under hvilke forudsmtninger de 2 spendingsmil er lige store.

Lad 2, betegne koordinaterne til et punkt i det deformerede
legeme med referencekoordinaterne Xy médlt i samme koordinat-
system. Med flytningsmdlet (2) ras da:

AT Xg o+ W - Uy X5
Zy = Xg 4 Uy,

Mellem T og T.. eksisterer flg. eksakte relation -(Malvern

rs ij
[3] p. 223)
i - 1 b['r T, E_ZE
rs bzk bxl 1) dx.
det } J
th

Jag téginingsmalet (2) ligger antagelserne Wae << 1, Uy << 1.
intages yderligere upo”xp << 1 fas

hzi bz? ) o bzi bz2 0
éxi bx? bxg bxi
d.v.s
Tpg = s
eller
r — ﬁ'f m — _— —
T = Tyqs Typ = Ty S e

Da vi fra starten har antaget, at normaler ikke forandrer langde
under deformaticnen, kan snitkrsfterne M 0g N direkte anvendes
til dimensioneringsformil under de givne antagelser.
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Appendiks 1IT. Tnitialkrumning op geomotrislkt forsponding.

A TLI. 1 Tilfdjelse £il bopstavliste.

Nf Geometrisk normalkraftforspending.

Us o Initialtverudbgining

Un Momenthetinget tvwrudbgining

Ve Initialvinkeldrejning

UNf Initialforlunzelse svarende til Nf

5Gf Geometrisk [{orkortelse fra initialkrumning K
€ Initiallesngdetd ining

e Imlitiaikrumning

A TI1. 22 1ldledning al sndringer.

Til dimensioneringsformil har man ofie brug for dels at kunne
beregne hjrmlkeelementel med en vis normbestemt spondingsfiri
initialkrumning s dels at kunne rezne med en geometrisk for-
spwndingskralt, d.v.s. en normalkraft forspaending Nf fremikommet
ved, at elementets evi. initialkrummede lomgde el forskellig fra

den teoretiske langde i konstrulktionern.

I dette appendiks viges, hvilke andringer en kconstant initial-
Krumning np OF el kerstant normalkrafttforscending Nf medi'grer
L]

i de tidligere udledie elasticitetsligninger. Sidste del al

ligningsnummer refererer t1il selve rapporten.

3 66 by Ve
6
2 ‘\\ o, Uy 5 ‘K\\
1 - @ —li_ __Jl_ m —'® — 4
v - X1,Us F.v
Vs LUzm Vi
|: L ot

¥ Xg. Uy

fig. A II1T-1



En konstant initiallkrumning np Svarer til endevinkeldrejningerne

Ve = -1 - ”F/Q og initialudbgjningen bliver
Uy = v (x - x7/1)

med ugf'(o) = -uef'(l) = v

og u2f" = —2vf/l = M

Idet U, er denn momentbetingede tverudb@gining fis fglgende
udtryk for den totale tverudbg jning Uy

= 1
Uy = Unp + Uy

Zndringen 1 de geometriske feltbetingelser bliver
E11 =€ - X,

e = uio' + ﬂ(ug')ﬂ - e, (A III-3%)

1 det der regnes med konstant initiallmngdetgjining € 08 kon-

stant initialkruming e

De geometriske randbetingelser vedrdrende tvarudhginingen sial

opstilles 1 Usye VI far

Vo T =Yy (0) Vs = Top(1) = -uy(1)
= o ! P !

Vg = =uy ' (0) v u, ' (1) —
= -u, ' (0) + u,.'(0) = =uy (1) 4 u,.' (1)
/= —U:‘)'(O) -+ "l.l"f s -ugr(l} = Vf

Deformationsparametrene (5) er umndrede.

Med de indfgrte tgjningsmdl er de fysiske feltbetingelser (10)
og (11) umndrede.

Hlele udledningen af de statiske telt- 0g randbetingelser er uwmndref:
hortset fra 2 at de statiske randbetingelser, der pad grund af
#ndrede geometriske randbetingelser bliver til



I L. ) o= - i o+ 1T -
Fy = MA ij4Nvf Fb = M13 FNVGINVf (A T1I-19)

Indswttes i den statiske felthetingelse (18) den fysiske felt-
betingelse (10) og den geometriske feltbetingelse (A III-3) fas
fglgende differentiallipgning

TV 2. 0w _ D
Yom L Yoo T OET
Tnasmsttes her ue” = ugf” + u2m” og ordnes fas
v 2 n D _ e "
s + k Us = BT l Uy a
=P e (A TIT-20)

ET
Dette er prineipielt den samme differentialligning som (20),
blot er der t£ilfdgjet et belastningsled N - "o I det de geometbtriske
randbetingelser er givet 1 Un s bliver de eneste msndringer i afl-
snittet om tverudbgining og moment at erstatte U, med Usy, 08
p med p + N - Moo
be vigtigste resultater fra dette afsnit med hensyn til opstil-

ling af elasticiftetsligningerne er

M A, ALV A
A 3 . 2] -
_— 1 At . (p + an)l' - (A TII-31)
My Ao At | VB B
0
- 1 3e
Mt [(kM)T-By B, v, . 1
AR e + 5{p + an)l (A 17I-33)
MYy By (k1)7-B, |} vy

T afshnittet om alksialdeformationerne Car vi

N e = u, ';lg(us')2 - = konstant (A TIT=34)

EA 1 3

og ved integration m.h.t. x fra ¢ il 1

Nl . N ) _
T O S (I TR TuNS \ e

(A ITIT-35)
Hvor det erindres, at Ao skal beregnes udfra den totale udbginings-
kurve Un

1
fo = g (uy';ax : (A 11I-38)



- kg -

d.v.s. ud fra (39) eller (40) med Vg = "Vy + Vp + Vg,
_— . D — B 3 4 i I
Vg = Vg - Vp + Vp 0g Dy = (p + an)l /T

De nye parametre bar ©O8 Vyr €r givet ved

L
=fgr * Vyp = $ - €pdx (A IIT-38.1)

Hvis der ikke er nogen geometrisk forspsnding, er Nf =i Vyp = o,
og ligning (A IITI-35) giver i den udeformerede konstruktion,

vy T 0

eller

— - A - = D = \
5 GG(VA = Vg = Vp, Vp=Kl=pg o= 0)

Gf = i
hvilket jovnfgr ligning (40) giver
- 2 _3R.0
bop = 1vp /6 (A IIT-38.2

Hvis der krmves forspaending, N = Nf, har vi ¢il bestemmelse af
v

Nf
N1
£ =0+ 8. - & bV,
73? 8 Gr NT
eller
N.l ' -N,
....f_. . - _ — . —_— " .
Yne = BE ' far - 8g(vy = vy = v, Kl = =1, By -

)

2
-(K1)%L -+ xp)

Tilsammen opsummeres virkningerne af initialkrumning og geometrisk
forspanding i fglgende andringer i elasticitetsligningerne

- . EA
Ry = = (6, - bgp + vyg)
- o) (A III-43)
R2 = (p + N - uf)l Aj
Bemsrk at R2 = 'pl er usndret, thi selv om vi i momentdifferen-

tialligningen Tar en regningsmessig ekstra tvaerbelastning pi

N - Hes bliver der, som ventet, ikke nogen resulterende ydre
tvasrreaktioner. Bidragene fra (A IIT-19) og A III-3%3) udligner
hinanden.

Lterationsopskriften til elasticitetsligningerne (42) pavirkes

ikke, thi endringerne i1 ligning (43) er konstante, uafhsngive af v
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