=
]
f—

i

Stabilitet af tynde skalkonstruktioner

Bjarke Laustsen

PhD Thesis

Department of Civil Engineering
2016

DTU Civil Engineering Report R-348

DTU Civil Engineering
Department of Civil Engineering




Stabilitet af tynde

skalkonstruktioner

Bjarke Laustsen

Ph.d.-afhandling

Institut for Byggeri og Anleeg
Danmarks Tekniske Universitet

2016



Stabilitet af tynde skalkonstruktioner
© 2016 Bjarke Laustsen

Tryk: GraphicCo

Institut for Byggeri og Anleeg

Danmarks Tekniske Universitet

Byg Rapport R-348

ISBN: 9788778774385

ISSN: 1601-2917



Forord

Denne afhandling er indleveret som en delvis opfyldelse af kravet til den danske ErhversPhD-
grad. Arbejdet er udfart pd DTU Byg, Institut for Byggeri og Anleeg, og ved radgivningsvirksom-
heden ALECTIA A/S.

Fra DTU er arbejdet udfart under vejledning af farst docent emeritus Henning Agerskov og se-
nere af professor Jeppe Jonsson. Fra ALECTIA A/S er arbejdet vejledt af civilingenigr Jesper

Gath, afdelingsleder for konstruktioner og civilingenigr, ph.d. Thomas Hansen.

Jeg vil rette en stor tak til professor emeritus, dr. techn. Mogens Peter Nielsen, som med inspi-
ration og personlighed har veaeret en grundsten for projektet. Desuden vil jeg takke lektor emeri-

tus Leif Otto Nielsen for hans rdd og engagement.

Derudover vil jeg takke ALECTIA-Fonden og Knud Hgjgaards Find som sammen med Innovati-

onsfonden har finansieret projektet.

Afhandlingen blev indsendt 3. december 2015 og forsvaret 15. april 2016. Bedgmmelsesudval-
get bestod af professor Linh Cao Hoang, Danmarks Tekniske Universitet, professor Arne Aal-
berg, Norges Teknisk-Naturvitenskapelige Universitet og Mikael Wimpffen Braestrup, ph.d.,
Rambgll Gruppen A/S.

| forhold til den indsendte version af afhandlingen er flere mindre redaktionelle rettelser samt fle-

re mindre bemaerkninger fra bedgmmelsesudvalget implementeret.

Fredrikstad, juli 2016

Bjarke Laustsen






Resumé

Denne afhandling omhandler stabilitetsteori og dens anvendelse pa tynde imperfekte skaller.
Tynde og slanke konstruktioner anvendes ofte i beerende konstruktioner, hvor det mest benyt-
tede materiale er metal, iseer stal og aluminium, men der udferes ogsa mange tynde skalkon-
struktioner i beton. Denne afhandling omhandler kun stabilitetsberegninger for statisk konserva-

tive problemer.

Stabilitetsteori for skaller betragtes af mange konstruktionsingenigrer som et sveert og komplice-
ret emne. Derfor er der i denne afhandling udviklet en simpel og systematisk metode til stabili-
tetshestemmelse for skalkonstruktioner, hvor der kun kreeves kendskab til tensornotation og

elementeer variationsregning.

| farste del af afhandlingen er den nye teori benyttet til udvikling af en stabilitetsteori. Den lige-
veegtstilstand hvis stabilitet gnskes undersggt kan ofte bestemmes vha. en lineeer teori. Her er
forskydningskraefternes bidrag til deformationer negligeret, og ligevaegt er opskrevet i den ude-
formerede tilstand. Den klassiske stabilitetsteori fremkommer vha. den nye teori ved at opstille
ligeveegtsligninger for neerliggende ligevaegtstilstande. Disse fremkommer ved variation af sted-

vektoren.

Teorien kreever, som alle andre skalteorier, en raekke antagelser og simplificeringer for at opret-
holde en vis overskuelighed. Ved at anvende variationsregning opnas den fordel, at kun de
ngdvendige led fremkommer. Saledes er det undervejs i udledningen ikke ngdvendigt at skelne

mellem sma og negligerbare starrelser og de starrelser, som er styrende.

Desuden udvikles en tilnaermet ikke-lineaere teori, hvor det bliver vist, hvordan der kan tages

hensyn til imperfektioner.

| anden del af afhandlingen benyttes den udledte teori pa en aksialt belastet cirkulaer cylinder-
skal. De numeriske beregninger udfgres vha. differensmetoden. Den perfekte skal undersgges
ved en egenveerdianalyse og to imperfektionsformers betydning for den kritiske last bestemmes

ved en iterativ Igsning.
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Summary

This thesis deals with the stability theory and its application on thin imperfect shell structures.
Thin and slender structures are often used in modern load-bearing structures where the com-
mon material is a metal, particularly steel or aluminum. This thesis only deals with stability theo-

ry for conservative systems.

Stability theory is by many structural engineers considered a difficult and complicated subject.
Therefore in this thesis a simple and systematic method has been developed which only re-

quires knowledge on tensor analysis and elementary calculus of variations.

In the first part of the thesis the new theory has been used to develop a theory of stability. The
equilibrium system, the stability of which is considered, may often be investigated by a linear
theory. In this the effect of shear forces in the direction of the shell normal are neglected and
equilibrium is formulated in the undeformed configuration. The classical theory of stability
evolves by formulating equilibrium conditions for adjacent configurations. These are created by

means of a first variation of the position vector.

The present theory requires, as all shell theories, a number of assumptions and simplifications
in order to obtain a kind of clearness. By using calculus of variations one has the advantage that
only those terms which are important appear in the equations. Thus one does not need to esti-

mate the important parameters and those unimportant.

In the first part also an approximate non-linear theory is formulated. This theory may also take

into account imperfections.

In the second part of the thesis the new theory is used in a calculation of a circular cylindrical
shell axially loaded. The numerical solution is carried out by means of difference equations. The
eigen-value problem is solved and furthermore two kinds of imperfections and their influence on

the load-carrying capacity are analyzed.
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1 Indledning

1 Indledning

Far stabilitetsteorien for skaller opstilles i afhandlingens Del 1 og anvendes i Del 2 gives der her
en kort introduktion til skalteorien. Pga. skallitteraturens enorme omfang, af flere beskrevet som
det mest studerede emne inden for beerende konstruktioner, vil kun de vigtigste bidrag til udvik-

lingen blive omtalt.

Dette afsnit er delt op i tre hovedemner, for hvert af de tre emner gives en historisk oversigt. Sa-
ledes bekrives farst, i afsnit 1.2, teorier for sma flytninger og sma flytningsgradienter, de sakald-
te lineaere teorier. | afsnit 1.3 introduceres stabilitetsteorien for skalkonstruktioner og den sa-
kaldte lineaere stabilitetsteori forklares. | afsnit 1.4 omtales de geometriske ikke-linegere teorier
og disses betydning for imperfekte skalkonstruktioner dvs. skalkonstruktioner hvis geometriske

form afviger svagt fra den tilsigtede og veldefinerede form.
Forst beskrives dog hvad der forstas ved en skalkonstruktion.

1.1 Definition af en skalkonstruktion

En skalkonstruktion kan bedst beskrives ud fra en geometrisk flade i rummet. Denne flades be-
liggenhed kan beskrives ved en stedvektor, r, rettet fra begyndelsespunktet i et globalt kartesisk
X1, X5, x3-koordinatsystem til et vilkarligt punkt. Stedvektoren er en funktion af to krumlinede fla-

dekoordinater u' og u? og kan pa vektorform skrives

r=r@tu?) (1.1)

De krumlinede koordinater kan veelges frit, dog med den betingelse at et koordinatpar

(ut,u?) entydigt fastleegger et punkt pa fladen.

En skalkonstruktion fremkommer, hvis der pa begge sider af fladen tilfgjes et materiale med
tykkelsen h/2, malt langs fladenormalen. Starrelsen h betegner skaltykkelsen og den definere-
de flade bliver dermed til skallens midterflade. Haves en skalkonstruktion, hvor tykkelsen er

meget mindre end de andre dimensioner af skallen, betegnes skallen som en tynd skal.

En skalteori er en teori for en deformation af en skal, hvilket betyder, at stedvektoren r er en
funktion af en parameter, fx tiden. Deformationen skyldes ydre kreefter, hvor egenvaegten ofte
spiller en betydelig rolle. Kraefter, der er uafhaengige af tiden, betegnes en statisk belastning el-
ler en dgdvaegtsbelastning. Ved en sadan belastning er det kun ngdvendigt at skelne mellem
forholdene i to tilstande; den udeformerede tilstand og den deformerede tilstand. Forskellen

mellem stedvektoren for de to tilstande kaldes flytningen.



En deformation fremkalder tgjninger, som bade er leengdeaendringer og vinkelaendringer. Tgj-
ningerne giver anledning til speendinger og sammenhaengen mellem tgjninger og spaendinger
beskrives vha. de konstitutive ligninger. Er der en lineser sammenhaeng mellem spaendinger og

tgjninger, er materialet lineaerelastisk.

Et vigtigt element i en skalteori er beskrivelsen af spaendingstilstanden. Ofte arbejdes der dog

ikke med spaendinger men med deres statiske eekvivalens — snitkraefterne.

Deformationer kan ogsa fremkomme ved en dynamisk belastning, fx et stad. Herved fremkaldes

svingninger, og stedvektoren bliver en funktion af tiden.

Teoriens basis er naturligvis Newtons love og en teori eller en antagelse om materialets konsti-

tutive ligninger.

Om den historiske udvikling af den klassiske mekanik henvises til to korte gennemgange af Ti-

moshenko (Timoshenko, 1953) og Nielsen og Harder (Nielsen & Harder, 2004).

1.2 Lineeere teorier
| de klassiske teorier for forskellige konstruktionselementer som bjeelker, sgjler, skiver, plader,
skaller (en plade er en skalkonstruktion hvor midterfladen er plan) og massiver er det hensigts-

maessigt at dele teorierne op i tre elementer:

1) Statiske eller dynamiske betingelser (Newtons love).
2) Geometriske betingelser, der beskriver sammenhaengen mellem flytninger og tgjninger.

3) Konstitutive ligninger, der beskriver sammenhgengen mellem tgjninger og spaendinger.

Betragtes en statisk belastning hvor speendingstilstanden er beskrevet vha. snitkraefterne, kan

de tre elementer i teorien overseettes til:

1) Ligeveegtsbetingelsen mellem snitkraefter og ydrekraefter.
2) Sammenhaengen mellem flytninger og de deformationsmal der benyttes til at beskrive
deformation.

3) Sammenhangen mellem snitkreefter og deformationsmal.

Med en sadan skalteori kan alle stgrrelser, der indgar, beskrives som funktion af fladekoordina-
terne u® og u?, og den betegnes derfor som en todimensional teori. Tilsvarende haves en éndi-

mensional teori for bjeelker og sgijler.

Det er veerd at bemeerke, at elementerne 1) og 2) er uafhaengige af de konstitutive ligninger.



1 Indledning

| de klassiske teorier har de teorier, hvor sma flytninger og sma flytningsgradienter forudsaettes
en stor rolle. Er de konstitutive ligninger lineaere og opstilles ligeveegtsligninger uden hensynta-
gen til flytningerne, fas en linezer teori. For en lineger teori geelder superpositionsloven, hvilket

naturligvis er af stor betydning.

Forudsaetningen vedr. flytningerne og flytningsgradienterne i lineaere plade- og skalteorier farer

til, at de kun geelder, nar flytningerne i normalens retning er sma ift. tykkelsen.

1.2.1 Udviklingen

For at beskrive den klassiske skalteoris udvikling er det naturligt at begynde med udviklingen af
den klassiske pladeteori. De fgrste forsgg pa at opstille en sadan teori blev gjort af Euler og J.
Bernoulli. Yderlige fremskridt blev gjort, da det franske akademi for videnskab udskrev en kon-
kurrence, hvor opgaven bestod i at forklare Chladnis forsgg med sand pé& vibrerende metalpla-
der. Den eneste som besvarede opgaven var Sohpie Germain, der i efteraret 1811 indleverede
sin besvarelse. Hun havde lgst opgaven ved en energibetragtning, hvor hun antog, at pladens
elastiske energi kunne bestemmes ved at integrere funktionen (1/p, + 1/p,)? over pladen. Her
er 1/p,0g 1/p, hovedkrumningerne i den udbgjede plade. Funktionen blev minimeret vha. vari-
ationsregning, men der var imidlertid fejl i udregningen af den fgrste variation. Lagrange, som
var en del af bedgmmelsesudvalget, fandt fejlen, og Germain fik derfor ikke prisen. Vha. det vir-
tuelle arbejdes princip lykkedes det Lagrange at finde formen af den korrekte differentialligning

for Chladni-svingningerne dog med en ubekendt konstant faktor.

Prisopgaven blev udskrevet to gange til, begge gange blev den kun besvaret af Germain. Til

trods for at man stadig ikke var tilfreds med besvarelsen, fik hun prisen i 1816.

| 1814 viste Poisson, som ogsa var en del af bedemmelsesudvalget, at den ligning Lagrange
havde fundet ogsa ville fremkomme ved minimering af et integral af et udtryk af formen

A(l/p; +1/p,)% + B(1/p? + 1/p3), hvor A og B er konstanter. Med passende veerdier af A og B
stemmer udtrykket med det udtryk der i dag benyttes til bestemmelse af pladens tgjningsenergi.
Poisson angav ogsa et udtryk for konstanterne 4 og B, men de var ikke korrekte, idet han opfat-

tede pladen som bestaende af partikler udelukkende placeret i pladens midterplan.

Den korrekte differentialligning blev opstillet af Navier i 1820. | modseetning til Poisson antog
han, at partiklerne var fordelt over hele pladens tykkelse. Konstanterne var dog stadig ikke helt

korrekte, da partikelteorien kun giver én elastisk konstant for et elastisk materiale i stedet for to.

En korrekt todimensional pladeteori blev fgrst fremstillet i 1850 af Kirchhoff (Kirchhoff, 1850).
Han formulerede det, der i dag ofte kaldes Kirchhoff-Love forudseetningerne for plade- og skive-

teorier. Forudseetningerne er at:



1) Midterfladens normal vil ogsa veere en normal til den udbgjede midterflade.
2) Tajningerne i midterfladen er nul, hvis belastningen er vinkelret pa midterfladen (tveer-

belastning).

Den farste forudsaetning er analog til Euler-Bernoullis bjeelketeori fra omkring 1750. Forudsaet-

ningen kaldes normalt for forudsaetningen om at plane tvaersnit forbliver plane.

| Kirchhoffs afhandling (Kirchhoff, 1850) udledte han den linegere pladeteori, vi benytter i dag. |
afhandlingen afklarede han samtidigt randbetingelserne. Vha. to forudseetninger beregnede
Kirchhoff pladens potentielle energi udtrykt ved flytningerne. Dermed kunne han beregne den
farste variation af den potentielle energi, som kraeves lig med nul for at fa ligeveegt. Herved
kunne han udlede savel pladens differentialligning som randbetingelserne. Metoden farte til, at
der pa en fri rand kun er to randbetingelser, mens andre bl.a. Poisson var kommet frem til tre
randbetingelser. Umiddelbart er det ogsa at forvente, at der pa en fri rand skal veere tre randbe-
tingelser, idet det vil veere naturligt at kreeve, det bgjende moment, det vridende moment og

kreefterne er nul.

Kirchhoff kunne dog vise, at hans randbetingelser farte til en entydig lgsning. Han benyttede, at
den elastiske energi er en positiv definit funktion af de anden afledede af flytningerne altsa
krumninger og torsion. Mere herom senere. Nar der er en entydig I@asning med kun to randbe-

tingelser, vil det ikke vaere muligt at f tre betingelser opfyldt undtagen i specialtilfeelde.

Kirchhoffs bevis var ren matematik. Fgrst senere viste Kelvin og Tait (Lord Kelvin & Tait, 1888),
at en reduktion af randbetingelserne havde en simpel statisk forklaring. Det kan nemlig vises, at
det vridende moment pr. leengdeenhed langs en rand er statisk sekvivalent med en forskyd-
ningskraft pr. leengdeenhed plus evt. nogle enkeltkreefter fx i hjgrner. Den ene af Kirchhoffs
randbetingelser kunne dermed forklares ved, at de vridende momenter er omsat til statisk aekvi-
valente forskydningskraefter. Det kan altsa ikke forlanges, at et pafart vridende moment og en
pafart forskydningskraft pa en rand er i fuld overensstemmelse med de indre kreefter, der kan

kun kreeves overensstemmelse mellem deres statiske aekvivalens.

Af Saint-Venants princip falger det, at en aendring af vridende momenter til en statisk eekviva-
lent fordeling af forskydningskraefter kun sendrer speendingsfordelingen i en lille omegn, i star-

relsesordenen pladetykkelsen, omkring randen.

Overfgrelsen af Kirchhofs pladeteori til skalkonstruktioner blev beskrevet af Love i (Love , 1892-
93). Mens Kirchhoff havde stattet sig kraftigt til den tredimensionale elasticitetsteori, er Loves

udvikling naesten konsekvent todimensional. Han formulerer forudsaetning 1) ovenfor som



1 Indledning

Kirchhoff men tillader tgjninger i skallens midterflade. | stedet for 2) skriver han, at der ingen

tgjninger er i normalens retning.

Med Loves arbejde er skalteoriens grundlag stort set blevet tilfredsstillende formuleret. Derfor vil
der i det falgende blive fokuseret pa nogle detaljer i teorien, som er blevet lgst pa mange for-

skellige mader med et utal af varianter af teorien til falge.

1.2.2 Lineeer skalteori
Til at fa et overblik over mulighederne og rammerne for formulering af linezere teorier kan et saet
krav opstilles. Fra M. P. Nielsen (Nielsen, 1964), hvor en raekke krav til konsistente teorier om-

tales, citeres der

1) Teorien skal ggre det muligt at definere et virtuelt arbejdes princip.

2) Teoriens deformationsmal skal veere nul ved stiv beveegelse og skal ggre det muligt
ud fra givne deformationsmal entydigt at bestemme flytningerne bortset fra en stiv be-
veegelse.

3) Kendte naturlove fx Newtons love skal kunne tilfredsstilles.

| det falgende vil det blive beskrevet, hvordan ovenstaende krav kan opfyldes.

En skalkonstruktions form er under Love-Kirchhoffs forudseetninger bestemt af to tensorer a,z
09 bgp, @, f=1,2. Tensoren a,; er den metriske tensor der bestemmer midterfladens sékaldte
metrik. Tensoren b,z bestemmer krumningsforholdene. Deformationsmélene skal altsa ud fra
aqp 09 b, veere af en sédan art, at den deformerede skal kan bestemmes entydigt. | en linezer
teori vil det derfor i farste omgang veere naturligt at veelge den ferste variation af a,z 09 byp
hhv. §a,pz 0g 5b,5, som mél for leengdeaendringerne og bgjningen. Dette svarer til en variation

or af stedvektoren til midterfladens punkter, som herved bliver midterfladens flytninger.

Herved bliver deformationsmalet for laengdeaendringerne i skalmidterfladen defineret ved

1
5€aﬁ = Edaaﬁ (1.2)

Mht. til et mal for bgjningen er der to grunde til ikke at veelge 8byp. Den farste grund er, at hvis
8bep veelges ma der indfgres en unaturlig modifikation af tensoren N%#, som bestemmer kraef-
terne i midterfladens tangentplan. Se fx (Budiansky & Sanders, 1962). Den anden grund er, at i
specialtilfeeldet, hvor der haves en pladestrimmel, bliver bgjningsmalene ikke identiske med
dem der anvendes i bjeelketeorien. | bjeelketeorien er bgjningsmalet, som kaldes krumningen,
lig med tilveeksten i et normalsnits vinkeldrejning pr. leengdeenhed, dvs. bgjningsmalet er uaf-

haengigt af en eventuel samtidig leengdesendring af bjeelken. Det er derfor naturligt at finde et



bgjningsmal, som er mest muligt uafhaengigt af skalmidterfladens la&engdeaendringer. Et sddan

bgjningsmél er tensoren 8k, der er defineret ved

Her er vektoren §6; rotationen af fladenormalen og tensoren Swg, betegner rotationen i tan-

gentplanen omkring fladenormalen. Kommaet betyder kovariant differentiation.

Deformationerne i skalmidterfladen er bestemt af de afledede af flytningerne hvilket 5wy, ogsa

er. Det er altsa ikke lykkedes helt at fierne alle afledede af flytningerne i bagjningsmalene.

Det kan vises at den symmetriske del af 5k,; sammen med da,pz bestemmer 6b,g.

De herved definerede deformationsmél da,z 0g 5k, tilfredsstiller krav 2) opstillet ovenfor efter-
som da,p 0g 8b,g forsvinder ved en stiftlegeme bevaegelse. Det bemaerkes at deformationsmé-

lene i Loves lineaere skalteori ikke tilfredsstiller dette krav.

Skallens snitkreefter i et vilkarligt normalsnit, dvs. et snit hvor midterfladens normal ligger, er be-
stemt af tre tensorer N*#, M*# og Q,. Tensoren N*# bestemmer, som naevnt, kreefterne i mid-
terfladens tangentplan, M*# bestemmer momenterne og Q, bestemmer forskydningskraefterne i

normalens retning.

Det kan nu vises at det indre virtuelle arbejde pr. arealenhed af skalmidterfladen kan defineres

ved fglgende integral, som er taget over hele midterfladens areal F
A= f (N 8e4p + M*B Sk g )dF (1.4)
F

Nar ligeveegtsbetingelserne er opfyldt er betingelsen A; = A,, hvor A, er de ydre kreefters arbej-

de, eksakt opfyldt, se (Nielsen, 2004). Kravet 1) ovenfor er altsa opfyldt.

| en dobbeltkrum skalkonstruktion vil normalsnittets udseende variere fra snit til snit. Selvom
den tredimensionale spaendingstensor i skallen er symmetrisk, vil den statiske aekvivalens heraf
ikke ngdvendigvis give to symmetriske tensorer N*# og M*#. For tynde skaller vil det dog ofte
veere tilstraekkeligt at benytte de konstitutive ligninger, der geelder for lineaerelastiske skiver og
plader. At anvende disse konstitutive ligninger blev allerede foreslaet af Love. Dette medfarer at
b&de N*# og M% vil blive symmetriske. Dette er et problem, da momentligningen om normalen

dermed ikke generelt kan tilfredsstilles. Krav 3) vil derfor ikke vaere opfyldt.

Den simpleste Igsning p& problemet séledes krav 3) opfyldes, er at regne M* symmetrisk og
N8 asymmetrisk, men kun lade den symmetriske del S*# af N*f indgé i de konstitutive lignin-

ger. Den asymmetriske del F*# vil dermed alene veere bestemt af ligeveegtsligningerne.



1 Indledning

Skalteorien, som fremkommer efter den ovenfor beskrevne metode bliver identisk med Sanders
teori (Sanders, 1959). Han kom frem til sin teori pa en helt anden méde, idet han bl.a. bestemte

deformationsmaélene vha. det virtuelle arbejdes princip og ved at anvende de eksakte ligeveegts

ligninger pa todimensional form.

Koiter (Koiter, 1960) kommer ogsa til denne teori. Han starter med at betragte den tredimensio-
nale teoris formler for tgjninger som funktion af flytninger, som er en funktion af en koordinat x3
malt langs normalen til skalmidterfladen. Han seetter tveertgjningerne til nul og ser bort fra led af
typen /R, hvor ¢ er leengdetgjningen i midterfladen, og R er et af skalmidterfladens krum-
ningsmal, idet han viser, at led af denne stgrrelsesorden er ubetydelige i teorier, hvor Loves li-
neaere konstitutive ligninger benyttes. Derefter viser han vha. det virtuelle arbejdes princip at
Loves tgjningsenergi giver de eksakte todimensionale ligevaegtsligninger for skaller. Desuden
viser han, at nogle skalteorier har bgjningsmal, der afviger fra den udviklede teori med stgrrel-
ser, der ikke er af ordenen &/R og som Koiter derfor formoder kan give starre fejl. Her naevner
han teorier foreslaet af Knowles og Reissner (Knowles & Reissner, 1957) og Green og Zerna
(Green & Zerna, 1954).

Det er bredt accepteret, at med Koiters og Sanders arbejde er formuleringen af en linezger skal-
teori afklaret. Deres formuleringer forklarer ogsa, hvorfor der findes sa mange brugbare varian-

ter af lineaere skalteorier.

Skalteorier baseret pa Love-Kirchhoffs forudsaetninger kan betragtes som et specialtilfeelde af
en mere generel teori, teorien for de sakaldte orienterede legemer. | disse knyttes til hvert punkt
et saet vektorer, normalt tre. Ved en deformation antages disse vektorer at blive overfart til et

nyt seet vektorer (som ogsa kan underga laengdeaendringer).

Teorien for orienterede legemer blev foreslaet af brgdrene Cosserat (Cosserat & Cosserat,

1909) se ogsa (Braestrup, 1970). Her var kun én ekstra vektor (rotationsvektor).

Teorier der ofte citeres, og som kun afviger ubetydeligt fra den her benyttede teori, er bl.a.

Fligge (Fliigge, 1960), Goldenveizer (Goldenveizer, 1961) og Novozhilov (Novozhilov, 1959).

1.3 Stabilitetsteori

| det fglgende introduceres stabilitetsteorien ved en kort beskrivelse af den generelle tredimen-

sionale teori. Denne kan let overfares til bade én- og todimensionale systemer.

En stabil ligeveegtstilstand defineres ved, at hvis der tilfgjes yderligere ydre kreefter til de allere-
de givne ydre kraefter p& en konstruktion, skal disse ekstra ydre kreefter udfare et positivt arbej-

de A for at fremkalde en aendring af ligeveegtstilstanden til en naerliggende ligeveegtstilstand.



Betragt en sadan deformation hvor alle starrelser som indgar, er funktioner af én parameter fx
tiden t. Bidrag fra accelerationer er her ikke medtaget. | den generelle tredimensionale teori er
det indre arbejde pr. oprindelig volumenenhed i et tidselement dt lig med T"f(aEij/at)dt. Her er
TY den anden Piola-Kirchhoff speendingstensor og E;; er Lagranges tgjningstensor. i og j lgber
fra 1 til 3. Volumenkraefternes arbejde i et tidselement dt er f, - (Ou/dt)dt, hvor f, er kraften
pr. oprindelig volumenenhed og u er flytningsvektoren. P& randen udfares et tilsvarende arbej-

de p, - (du/at)dt hvor p, er randkraften pr. oprindelig arealenhed.

Arbejdet A fra ekstra ydre kreefter er i et tidsinterval fra ¢, til t

A—jt j 71980 4y V4 jt o v )d ft
_t 17 ot ° T_t Vofo'a 0 T_t

[ 0 0 0

ou

0

Det integreres over det oprindelige volumen V;, og langs den oprindelige rand F,. T er en inte-

grationsparameter, der erstatter t. Det er forudsat, at f, og p, er uafheengige af t.

En stabil ligeveegtsstilling er, ud fra definitionen, en stilling hvor A > 0 for enhver geometrisk
mulig flytning u(t) i et lille omrade omkring ligeveegtsstillingen. Det ses, at starrelsen A4 er til-
veeksten i den potentielle energi idet f, og p, er konstante, og der dermed udggr et konservativt

system.
Flytningen u antages at veere fglgende simple funktion af t

u=uy+ (t—ty)w (1.6)

Her er u, flytningen til tiden t, altsd startflytningen. Flytningen w angiver en vilkarlig formfunkti-

on og er uafhaengig af t.

| variationsregningen foretages tilsvarende undersggelser for at finde ekstrema af integraler, der
er funktioner af en funktion, sakaldte funktionaler. | variationsregning er (t — t,)w kun en sa-
kaldt svag variation. Selvom w er vilkarlig, kan det vises, at kriteriet A > 0 strengt taget ikke er

nok for en vilkarlig flytning. | praksis har dette problem dog ingen betydning.

Indszettes (1.6) i (1.5) bliver A en funktion af t nar w fastholdes. Der fas

e~ J,, - ot T°T ), forgp Ve LT (1.7)

Det ses at hgjresiden er et udtryk for det virtuelle arbejdes princip, som i ligevaegtstilstanden

ved tiden t = t,, er lig med nul. Dermed er dA/dt = 0 for t = t,.



1 Indledning

Differentieres der en gang til fas

d?A _ f oTY aEU " Tij 62EU v,
ez~ ), \ ot ot acz )0 (1.8)

idet det blev forudsat, at f, og p, er uafheengige af den stilling legemet indtager.

Stabilitetskriteriet ang. positivt arbejde fra ekstra ydre kraefter, A > 0, er opfyldt hvis falgende to
betingelser er opfyldte

d"A

g >0 For t = t, og for et vist lige n

o (1.9)
Frial For t = t, og for alle mindre n

| praksis er det sjeeldent ngdvendigt at bestemme hgjere afledede end d2A4/dt?.

Hvis d?4/dt? # 0 er en ngdvendig men ogsa tilstreekkelig betingelse for stabilitet, at hgjresiden

i (1.8) er stagrre end nul for t = t, og for alle geometrisk mulige flytninger w.

Stabilitetskriteriet bliver da
dzA _ f aTl] aEU + Tij 62Ei}' dV. > 0
ez J, \ ot ot atz ) ° (1.10)

| variationsregningen foretages, som naevnt, tilsvarende undersggelser. Indfgres derfor nu be-

tegnelserne fra variationsregning ved

du
ou =—dt =wdt
dt
_ dA
6A = Edt (1.11)
d2
24 — 2
0°A = a0 dt

der tages til tiden t = t, kan (1.7) dermed skrives

Vo

Vo Fo

som i ligeveegtstilstanden er nul.

Stabilitetskriteriet (1.10) kan nu skrives

824 = | (S6TYSE; +TY82E;;)dV, >0 (1.13)

Vo

En belastning som medfgrer at 5§24 = 0 kaldes en kritisk belastning. For denne belastning geel-

der det, at systemet kan deformeres i det sma uden, at der skal udfares et arbejde. Tilstanden



hvor §24 = 0 har derfor stor praktisk betydning, da blot en lille ubetydelig eendring af belastnin-

gen vil ggre konstruktionen ustabil.

Ved en kritisk belastning vil et nyt eller flere nye deformationsmgnstre ift. deformationerne op til
den kritiske last ofte blive mulige. Er deformationsmansteret op til den kritiske last ogsa statisk
muligt for starre belastninger end den kritiske har deformationsmgnsteret et sakaldt bifurkati-
onspunkt. Deformationsmgnsteret eller flytningsmgnsteret ved en kritisk belastning kaldes ty-

pisk foldningsmganster eller foldning.
Nar en konstruktion undersgges vha. energikriteriet (1.13) betegnes det som energimetoden.

For en belastning hvor §24 = 0 vil det geelde, at der ogsa er ligeveegt i en nabotilstand, hvis
konstruktionen udsaettes for en flytningstilstand svarende til den tilstand, som giver §24 = 0. Det
kan vises, at den mindste belastning, der giver mulighed for ligevaegt i en nabotilstand, er lig
med den belastning, der giver §24 = 0. Denne metode til at bestemme stabilitet betegnes lige-

vaegtsmetoden.

| praksis erstattes Piola-Kirchhoffs speendingstensor TV i (1.13) ofte med spaendingstensoren
o'/ som anvendes i den linezere teori. Ligeledes erstattes Lagranges tgjningstensor E;; med den
szedvanlige linezere teoris tgjningstensor ;. Dermed bliver 6oif6sij til tilveeksten af den dobbel-
te elastiske energi. Stabilitetskriteriet i (1.13) kan da skrives

524 = fv (6098 + 0 %e;)dVy > 0 (1.14)

o

Bestemmelse af den kritiske belastning kan i praksis ske ved at betragte en proportionalbelast-
ning dvs. en belastning bestemt af én belastningsparameter n. Spaendingsfordelingen bestem-
mes da for varierende n-veerdier vha. den linegere teori, hvilket betyder at ligeveegtsligningerne
opstilles uden hensyntagen til flytningerne. Herefter kan kritiske veerdier af belastningsparame-
teren der giver 624 = 0 bestemmes. Ofte vil der vaere flere lgsninger, men i praksis vil det natur-
ligvis normalt kun veere den laveste, der har interesse. Denne vigtige variant af stabilitetsteorien

betegnes den lineaere stabilitetsteori.

En sadan analyse kan ikke bruges til at vurdere, hvordan konstruktionen opfarer sig for starre
flytninger end de infinitesimale flytninger svarende til en variation du. Skal konstruktionens op-
farsel udover denne flytning undersgges skal hgjere ordens led medtages. A£ndringen i arbej-

det bliver da, idet §4 = 0 ved ligeveegt
A = 162A + 163A + ! 5*A +
=3 6 24 (1.15)

For en kritisk belastning er, som naevnt, §24 = 0.
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1 Indledning

En ligevaegtslgsning bestemmes under alle omsteendigheder ved at kraeve, at den potentielle
energi er stationger. Ved at medtage flere led, som vist i (1.15), er det muligt vha. en ikke-lineaer
teori at fa en indsigt i konstruktionens opfarsel neer den kritiske belastning. Haves en konstruk-
tion med kun én flytningsstarrelse w og én kraftstarrelse P vil forholdet P/P.., hvor P, er den

kritiske last, vaere bestemt af et udtryk af formen

P
— = 2 4.
P 1+ a,w+a,w* + (1.16)

Her er a, og a, konstanter. Funktionen er afbildet i Figur 1.1. | tilfeelde | er a, = 0, i tilfaelde Il er
a, = 0 0g a, > 0 og i tilfeelde Il er a; = 0 og a, < 0. Med en saddan undersggelse kan fglsom-
heden overfor geometriske imperfektioner vurderes. | tilfeelde | og Il vil konstruktionens beere-
evne kunne veere fglsom overfor imperfektioner, idet beereevnen bliver lavere end for den per-
fekte konstruktion. Dvs. at det er deformationsmgnsteret efter bifurkation for den perfekte kon-

struktion som afggr om konstruktionen er fglsom overfor imperfektioner.

P P p
P cr P cr

// NN

Tilfeelde | Tilfeelde 11 Tilfeelde 111
Figur 1.1 — Opfarsel i naerheden af en kritisk belastning

Stabilitetsteorien her beskrevet ud fra en generel tredimensional teori kan, som naevnt, let over-
seettes til én- og todimensionale teorier. Det er dog en forudseaetning, at en komplet ikke-lineaer

teori haves til radighed.

1.3.1 Udviklingen
Et af de farste veesentlige bidrag kom fra Bryan (Bryan, 1891). Han udledte energiligningen til

bestemmelse af kritiske belastninger for en skive.

Den kritiske belastning for en cirkulaer cylinderskal belastet med et aksialt tryk blev fgrste gang
bestemt af den tyske ingenigr Lorenz (Lorenz, 1908). Han betragtede en imperfekt cirkulaer cy-
linder under tryk. Lorenz bestemte et udtryk for den kritiske belastning ved, at en naevner i en
brak, til bestemmelse af deformationerne, blev uendelig stor ved et bestemt tryk. Senere, i

(Lorenz, 1911), behandlede han foldning for en cirkuleer cylinder med balger i bade leengde- og
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omkredsretningen. Dette i modsaetning til hans farste arbejde hvor han kun arbejdede med bgl-

ger i leengderetningen.

Det i dag velkendte udtryk for den klassiske kritiske aksiale belastning af en tynd cirkulaer cylin-
derskal uden imperfektioner tilskrives Timoshenko. Han fandt frem til falgende udtryk

E h

Oc = mﬁ (1.17)

Her er o, den klassiske kritiske veerdi af den pafgrte normaltrykspaending, E er elasticitetskoef-

ficienten, h er tykkelsen, og R er midterfladens radius.

Udtrykket i (1.17) geelder for cirkulaere cylinderskaller, hvor tykkelsen er meget mindre end de
andre dimensioner af skallen. Dvs. at cylinderskallen er sa tilpas lang at den ved den kritiske
last folder med flere bglger i leengderetningen dog ikke leengere end, at den begynder at opfare

sig som en Eulersgijle.

Timoshenko skrev i 1910 i (Timoshenko, 1910) om en lang raekke stabilitetsproblemer (Euler-

sgijler, gitterstaenger, rektanguleere plader, kipning af bjeelker og cirkuleere cylinderskaller). Se-
nere blev disse resultater samt mange andre samlet i et meget veerdifuldt veerk (Timoshenko,

1934).

Teorier for en kritisk belastning har vaeret og er stadig af stor betydning, men det |4 tidligt klart
at disse teorier, specielt for aksialt belastede cylinderskaller, stemte darligt overens med forsgg.
Arsagen til den lave eksperimentelle belastning blev i begyndelsen forklaret med randforholde-
ne. Det viste sig at veere forkert. Baereevnen af ikke alt for korte skaller har senere vist sig uaf-
heengig af randforholdene, nar blot randene er fastholdt mod flytninger i tangentretningen. Dette
blev ogsa bekreeftet, da det lykkedes at na den klassiske last ved forsgg med tilnaermelsesvis

perfekte cylindere.

Derfor har mange arbejdet med dels at finde grunden til den staerkt nedsatte baereevne og dels

udvikle teorier til at bestemme den.

| dag er der bred enighed om, at den mest betydningsfulde arsag til forskellen mellem forsag og
teori er geometriske imperfektioner, men teorier for imperfekte skallers beereevne er stadig un-

der udvikling.

1.4 Ikke-lineaere teorier
Det vil i princippet veere simpelt at udvide teorier til at gaelde for ikke-lineaere konstitutive lignin-
ger. | gennerelle ikke-linezere teorier forlades forudsaetningen vedr. sma flytninger og sma flyt-

ningsgradienter, hvilket gjorde det muligt i den linegere teori at opstille ligevaegtsbetingelser i
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1 Indledning

den udeformerede tilstand uden at bega alvorlige fejl. | de simpleste ikke-lineaere teorier beva-
res dog forudsaetningen om at skalnormalen, til den udeformerede tilstand, under en deformati-

on forbliver ret og star vinkelret p& den deformerede skalmidterflade.

En konsistent ikke-lineeer teori bar tilfredsstille krav, der er analoge til kravene opstillet i afsnit

1.2.2 for lineeere teorier.
De mest oplagte deformations mal er derfor nu
Aagp = agp — agp (1.18)

Disse formler udtrykker forskellen mellem hhv. den metriske tensor a,z 0g krumningstensoren

b i den deformerede tilstand og de tilsvarende i den udeformerede tilstand, agﬁ og bgﬁ. | prak-

sis arbejdes dog normalt med et deformationsmal givet ved

1
Atap = (aap — aap) (1.20)

Dette skyldes, at a,z bestemmer kvadratet pa bueleengdedifferentialet ds. Definitionen i (1.20)

vil da fgre til den saedvanlige tgjningstensor i den lineaere teori for tgjninger i skallens tangent-
plan. Der foretages ingen tilsvarende aendring vedr. Abgg, dvs. deformationsmalet for krumnin-

gen Ak,p er
Bkgg = —(bap — bag) (1.21)
Minustegnet er indfart af hensyn til bekvemmelighed.

Deformationsmélene Ae,; 0g Ak, har den ulempe, at det indre virtuelle arbejde pr. arealenhed
af skallen ikke bliver N*f §e,5 + M* §k,5. Her er, som tidligere, N“¢ normalkrafttensoren der
bestemmer snitkraefterne i tangentplanen i et vilkrligt normalsnit, og M*# er momenttensoren

der bestemmer de bgjende og vridende momenter ogsa i et vilkarligt normalsnit.

I den ikke-lineeere teori foreslaet af Sanders (Sanders, 1963), lgses dette problem ved at indfa-

re en modificeret normalkrafttensor Nfﬁ defineret ved
N:zlﬁ = N + bela (1.22)

Det kan da vises, at momentligningen om skalnormalen kraever, at NX“B er symmetrisk. Med

denne modificerede normalkrafttensor bliver det indre virtuelle arbejde lig med

A= f (Nfﬁ&a,; + M Sk g )dF (1.23)
F
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Det ses, at uden minustegnet i (1.21) ville (1.23) have faet en ugnskelig form.

Ligeveegtsligninger og randbetingelser har naturligvis samme form i en vilkarlig deformeret til-
stand som ligeveegtsligningerne i den udeformerede tilstand. Basisvektorer mv. skal naturligvis

svare til den betragtede tilstand.

De konstitutive ligninger vil normalt vaere en sammenheaeng mellem Nfﬁ og M*F og deformati-

onsmalene Ag,z 0g Ak,p. Her kan i det simpleste tilfeelde benyttes en lineser sammenhaeng

svarende til den lineaere teori.

Selvom Sanders teori i princippet er simpel bliver ligningerne meget komplicerede. Derfor vil der

i denne afhandling blive udviklet en simplere ikke-lineger teori.

Med en ikke-lineeer teori til radighed kan den potentielle energi opskrives og deformationsmu-

ligheder i ligevaegtstilstande kan bestemmes som forklaret i afsnit 1.3.

En meget benyttet tilneermelsesteori er foreslaet af Koiter (Koiter, 1945). Hans doktorafhandling
var skrevet pa hollandsk, og hans arbejde blev farst kendt i den engelsktalende verden langt

senere.

Koiters idé er i princippet meget simpel, men den har vist sig at vaere meget nyttig. Som en til-
naermelse foreslar han, at flytningstilstanden i et bifurkationspunkt kan regnes proportional med
flytningstilstanden svarende til den klassiske kritiske belastning. Flytningstilstanden er dermed
bestemt af én parameter, og der haves en situation som beskrevet i afsnit 1.3. For at den poten-
tielle energi i naerheden af bifurkationspunktet kan beregnes som funktion af den naevnte para-
meter, kreeves det naturligvis, at en fuldsteendig eller tilnaermet ikke-linezer teori haves til radig-

hed. Dermed kan flytningstilstanden bestemmes.

Koiter behandlede ogsa lineaere kombinationer af klassiske foldningsmgnstre og viste eksem-

pler p&, at sddanne kombinationer kan veere farligere end de enkelte foldningsmegnstre.

1.4.1 Udviklingen

En cirkulaer aksialt belastet cylinderskal beerer sin last pa tilsvarende vis som en sgjle pa et ela-
stisk underlag, hvor cylinderes geometri med "ringe” skaber det elastiske underlag. | 1940 viste
von K&rman, Dunn og Tsien (von Karman, et al., 1940) at en svag ikke-linearitet i underlaget
kan have en dramatisk effekt. Deres idé var altsa, at det er "ringenes” ikke-lineaere egenskaber,
der forklarer den aksialt belastede cylinderskals opfarsel herunder den reducerede baerevene,

den store spredning pa forsggsresultaterne og det pludselige brud.
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1 Indledning

En lang reekke af forfattere har benyttet en ikke-lineger tilnsermelsesteori for cirkuleere cylinder-
skaller foreslaet af Donnell (Donnell, 1934) eller varianter heraf. | denne teori ses der til at be-
gynde med bort fra forskydningskraefter i normalens retning i et snit vinkelret pa omkredsretnin-
gen. Herved kan snitkreefter i tangentplanen beskrives vha. Airys spaendingsfunktion. Til at be-
stemme tgjningerne som funktion af flytningerne medtages kun fglgende ikke-linegere led:
i(aw/ax)z, %(aw/ay)z og (0w/dx)(dw/dy). Her er w flytningen i normalens retning, x-aksen
ligger i laengderetningen og y er bueleengden i omkredsretningen. | formlerne for krumningerne
medtages kun leddene fra den linegere teori. Mht. projektionsligningen i normalens retning an-
tages det, at skallen er "flad”, herved kan krumningernes bidrag bestemmes vha. de anden af-

ledede af w mht. x og y.

Benyttes de konstitutive ligninger fra den lineaere teori, nas der frem til, at spaendingsfunktionen

C og flytningerne w skal tilfredsstille fglgende differentialligninger

ViC =E

(62W)2 2°wad*w  19%w

dxdy 9x% 9y2 R 0x? (1.24)
Eh3 Thw 4 E d'w _ [d*wad*C ) 0*w 09%C +62662W
12(1 —v?) W RZgxt T dx? dy? dxdy d0xdy = 0x? dy? (1.25)
Her er nabla-operatoren
02 02
2= 4
Tz’ dy? (1.26)

| stedet for at Igse disse ligninger kan Donnells teori benyttes til at beregne den potentielle
energi. Energien udtrykkes vha. et antal parametre og den potentielle energi minimeres mht. til
disse parametre. Denne metode blev benyttet af von K&rman og Tsien (von Karméan & Tsien,
1941).

Pa grundlag af et tilnsermet udtryk for flytningen w i normalens retning, minimerede de den po-
tentielle energi mht. til to parametre. | deres undersggelse blev to forhold mellem antallet af

bglger i omkredsretningen m og antallet af halvbglger i frembringerretningen n undersggt nem-
lig2n/m=10g 2n/m = 0,5. Ift. forsgg passede den farste vaerdi bedst. Alle deres beregnin-

ger var for en perfekt skal.

| Figur 1.2 er et af deres resultater vist. Figuren viser ligevaegtslgsninger for en cylinderskal med
R/h = 1000. oR/Eh er afbilledet som funktion af eR/h, hvor € er den gennemsnitlige relative

forkortelse i laengderetningen, og parameteren n betyder her m?h/R.
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Figur 1.2 — oR/Eh som funktion af eR/h for n/m = 1. Stgrrelsen n = m?h/R bestemmer antallet

af bglger i omkredsretningen

Resultaterne var pa den tid enestadende. De viste, at der for en perfekt skal er ligevaegtslasnin-
ger, som ligger meget teet ved den lineaere arbejdslinje op til den klassiske lgsning. Det bemaer-
kes, at nogle af Igsningerne svarer til at skallens leengde, efter forkortelse op til den kritiske last,
vokser. Herved kan den lave last, malt ved forsag, forklares. Nar den klassiske baereevne nas
vil lasten ved et flytningsstyret forsgg pludseligt falde til et punkt P pa en af ligevaegtslgsningens

kurver, som vist i Figur 1.2. Lasten i punktet P er her faldet til ca. 1/3 af den klassiske baereev-

ne.
A A
0.6 / : 5
111\: 0.4
[\ (
® 0L
-4

o} | 2 3 4 5 6
' R/t '

Figur 1.3 — Kempners aflastningskurve for en perfekt cylinderskal under enakset tryk

Det viste sig dog, at den manglende optimering mht. n/m-forholdet gav misvisende resultater. |
flere arbejder af bl.a. Leggett og Jones (Leggett & Jones, 1942), Michielsen (Michielsen, 1948)

og Kempner (Kempner, 1954) blev det vist, at nar der ogsa optimeres mht. til n/m-forholdet fas
kun én veldefineret ligevaegtslasning efter, at den klassiske last er ndet. Kempners kurve er vist

i Figur 1.3.
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1 Indledning

Disse resultater viste sig ogsa at veere ufuldsteendige. | 1966 viste Hoff (Hoff, 1966) at inddra-
gelse af mange flere parametre, som nu kunne behandles vha. computerberegninger, ville med-
fare at baereevnen efter aflastning kunne blive meget lav, afheengigt af skaltykkelsen h. For

h — 0 vil beereevnen ogsa ga imod nul.

Denne opfarsel blev forklaret i 1955 af den japanske professor Yoshimura (Yoshimura, 1955).
Han forklarede at den cirkulaere cylinderskals midterflade, som er udfoldelig, deformeres til en
anden udfoldelig flade, der bestar af et antal trekanter, se Figur 1.4. Den eneste modstand mod
denne udbgijning vil veere bgjningsmodstanden langs trekantens rand. Dette deformationsmgn-

ster observeres ofte i praksis pa dele af skallen og betegnes Yoshimuras diamantmgnster.

Figur 1.4 — Yoshimuras diamantmgnster
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2 Grundlag

2 Grundlag

Der gives i dette afsnit en kortfattet redeggrelse for koordinatbeskrivelsen og nogle af de mest

grundlaeggende formler i fladeteorien.

Det forudsaettes at nar vektorligninger skrives ud i koordinatligninger benyttes et hgjrenhandsko-

ordinatsystem.

Overalt i det falgende benyttes Einsteins summationskonvektion, hvilket betyder at nar et eller
flere indices i et produkt gentages to gange summeres over alle de starrelser, der fas ved at la-
de de pageeldende indices gennemlgbe de pa forhand definerede vaerdier. Summationskonvek-

tionen seettes ud af kraft vha. parenteser omkring de pageeldende indices.

2.1 Metrik

En tynd skalkonstruktion opfattes som naevnt som en flade i rummet "belagt” med en masse,
som malt langs fladens normal har samme tykkelse til begge sider. Fladen betegnes skallens

midterflade og den samlede tykkelse malt langs normalen betegnes skaltykkelsen h.

Iht. Love-Kirchhoffs forudsaetninger antages det, at normalen under en deformation forbliver ret
og desuden regnes den ustraekkelig. | det simpleste tilfaelde, hvor forskydningskreefternes bi-

drag negligeres, vil normalen ligeledes forblive vinkelret pa skallens midterflade.

Med disse forudsaetninger bliver skalteorien en todimensional teori, idet alle starrelser beskrives

vha. midterfladens koordinater.
Skallens midterflade, som beskrevet i indledningen, teenkes givet ved funktionen
r=r{l,u?
der ogsa kan skrives pa formen
r=x,(ut,u?e; + x,(ut, u?e, + x3(ut, u?)e; (2.1)
Her er e,, e, 0g e; enhedsvektorer langs hhv. x;-, x,- og x5-aksen.

Holdes fx u? konstant beskriver funktionen en kurve pé fladen, en u'-koordinatkurve. Pa tilsva-

rende made defineres en u?-koordinatkurve, se Figur 2.1.

I mange tilfeelde er det hensigtsmaessigt at vaelge de krumlinede koordinater saledes, at koordi-
natkurvernes tangenter star vinkelret pa hinanden. Dermed haves ortogonale krumlinede koor-

dinater.
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Betragtes forskellige kurver pa fladen, som gar igennem samme punkt, vil tangenterne til disse
kurver, i punktet, ligge i samme plan. Denne plan betegnes tangentplanen. Normalen til tan-

gentplanen betegnes fladenormalen.

U2
(u'=konst,)

u?
(uw’=konst,)

Xz

Figur 2.1 — Koordinatkurver

2.2 Leengde- og arealforhold
Tangenten langs en u!-koordinatkurve betegnes a, og tangenten langs en u?-koordinatkurve

betegnes a, svarende til

or
Ay = N a=(12) (2.2)

Vektorerne a, kaldes de kovariante basisvektorer.

Gives u! en tilveekst du' og u? en tilvaekst du? bliver tilvaeksten til stedvektoren

ar

dr = ou®

du® = a, du”® (2.3)

Laengden af tilveeksten til stedvektoren betegnes ds og bestemmes ved

5 Jr Or « 1B @ 7 B « 1B
ds =dr-dr=W-Wdu du?f = a, - ag du® du” = agp du® du (2.4)

Starrelsen a,z kaldes fladens kovariante metriske tensor og formlen
ds? = azp du® duf (2.5)

kaldes fladens farste fundamentale form. Det ses, at a,g er symmetrisk, dvs. a,z = ag,-

Det viser sig nyttigt at have et andet seet basisvektorer, de kontravariante basisvektorer a?. De

er fastlagt ved

a, af =s" (2.6)
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2 Grundlag

Her er 55 Kroneckers delta, der i fladeteorien har veerdierne
6i=67=1 65 =67=0 (2.7)

Det ses, at a® er defineret til at vaere vinkelret p& a, og a? vinkelret pa a,. Desuden er de ska-

leere produkter a, - a? og a' - a, altsé positive og lig med 1.

Pa grundlag af den kontravariante basisvektor a* defineres den kontravariante metriske tensor
a%f = a® - aPf (2.8)

Det ses, at a*? ogsa er symmetrisk.

Specielt geelder der for et saedvanligt retvinklet koordinatsystem at a,z = .4, hvor Kroneckers

delta 6,4 er defineret ved
611 =08;2=1 812 =062, =0 (2.9)
Tilsvarende bliver a®¥ = §*f med analog definition af Kronecker deltaet §%¢.

Laengden af basisvektorerne ses at veere

lag| = /a@)  aw = /Aaa) (2.10)

|a%| = Va@ - a@ = \/glaa) (2.11)

Haves en vilkarlig vektor i tangentplanen v kan den oplgses efter basisvektorerne pa felgende

made

v=vla, + v’a, = v%a, (2.12)

v=v,a% (2.13)

Starrelserne v* og v, kaldes hhv. vektorens kontravariante komponenter og vektorens kovari-

ante komponenter.
Multipliceres (2.12) skaleert med a? fas
v-af =va,-af = v* 6° =P (2.14)
Her er Kroneckers delta, 85, benyttet som substitutionsoperator.
Ved indszettelse i (2.12) fas fglgende relation, som ofte vil blive brugt i det fglgende

v=w a%a, (2.15)
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P4 tilsvarende vis findes

v=_w: a,)a” (2.16)
Bemeerk at kvadratet af en vektor v i tangentplanen er

vi=v-v=(%,) - (vpaf)=v7y, (2.17)
Tilsvarende ses, at det skaleere produkt mellem to vektorer v og w i tangentplanen er

v-w= ) - (wgaf) = v¥w, = v, w” (2.18)
Benyttes relationen i (2.15) pa den kontravariante basisvektor a® fas

a® = (a” - af)ag = a ay (2.19)

Tilsvarende findes for a,

Ay = aqp aF (2.20)
Det ses, at

a® - ag = (a"a;) - (ag,a") = a* ag, 6} = a* ap; (2.21)
Jf. (2.6) haves dermed

a* ag; = 8§ (2.22)

Vha. denne relation kan komponenterne i a** bestemmes, idet (2.22) betragtes som et linezert

ligningssystem. Pa denne made findes falgende nyttige sammenhaenge:

a a —a
11 22 22 11 12 21 12
a - = a“c = a“=q°“ =
. - " (2.23)
Her er a determinanten |a|
a= |aaﬁ| = ay1a,; — ai, (2.24)

Arealet basisvektorerne a, og a, udspaender, er lig med va idet

sin le =

ATeal _ m _ 1 _ ( al . az )2 _ ‘[allazz - a%2 2 25
Vaqi1a;; 12 la | |a,| Vai10z2 (2.25)

Her er 2, vinkelen mellem basisvektorerne.
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2 Grundlag

Figur 2.2 — Arealelement

Arealelementet svarende til tilveekster du' og du? bliver herved va du'du?, idet sideleengderne
er hhv. du'y/a;; og du?a,,

Sammenhaengen mellem en vektors ko- og kontravariante komponenter findes ved at indseette

resultatet fra formel (2.19) i (2.13), som ved udskrivning ses at give

v=v,a*=v,a" a; = v'a, (2.26)
Dvs.

vt =aty, (2.27)
Tilsvarende findes

vy =y VY (2.28)

a’® kan altsd benyttes til at haeve ét indeks og a,,, til at seenke ét indeks.

Haevning og seenkning af to indices gares tilsvarende
v = a® af v, (2.29)
Vap = Qqa Apy v (2.30)

2.3 Krumningsforhold

En enhedsvektor i fladenormalens retning benaevnes a;, se Figur 2.1, og er bestemt ved
1
a; = \/—a(a1 X a,) (2.31)
Vha. den sékaldte permutationstensor ey, hvor

€12 = —€21 = Va €11 =€ =0 (2.32)

kan parentesen i (2.31) skrives

a, X ag = eqp a3 (2.33)
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Permutationstensoren e*# bestemmes ved haevning af indices

e = qr gf? ey1 (2.34)
For permutationstensoren geelder, at

e®e,, =8¢ (2.35)
hvorved det ses, at

el2 = —g21 = \/_H ell = g22 — (2.36)
For de metriske tensorer geelder specielt at

Aqp = €qp €py aPY (2.37)

a®B = eap oBY ayy (2.38)

Desuden geelder fglgende vigtige formler

a® x af = e a, (2.39)
a; X a, = eyp af (2.40)
a; x a® =e ap (2.41)

Det farste udtryk findes ved at heeve indices i (2.33). De sidste to kan verificeres ved udskriv-

ning.

2.3.1 Krumningen af midterfladen

Krumningen af midterfladen bestemmes ved krumningstensoren b, der er givet ved

Jdas
baﬁ = _W Ay (242)

Formlen kaldes fladens anden fundamentale form.

Da a; - a, = 0 og dermed % = 0 geelder ogsa at
Jda, dag
bep = as A Al (2.43)

Indfgres (2.2) kan krumningstensoren skrives

2°r

bab’ = a3 ) auaauﬁ (244)

Det ses umiddelbart, at b,z er symmetrisk. Desuden ses at by, 0g b, er normalkrumningerne af

koordinatkurverne, mens b,, = b, er fladens torsion, se den senere formel (2.50).
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2 Grundlag

2.3.2 Normalkrumning
Normalkrumningen % af en vilkarlig kurve i fladen bestemmes pa falgende made. Har kurven

enhedstangentvektoren h og er s bueleengden af den betragtede kurve er normalkrumningen

1 oh
=% 5 (2.45)
Idet dr = a, du?, jf (2.3), ses det, at enhedsvektoren kan skrives

_dr  du”

T ds  ds a, = h%a, (2.46)

At h er en enhedsvektor ses ud fra fglgende, hvor ds? bestemt af (2.4) benyttes,

du® duf du® duf
et = (G o) (o) = aas gy 5 =1 (2.47)
Da a; - h = 0 og dermed % = 0 kan (2.45) ogsa skrives
1 Odas
R- sk (2.48)

a
Med indfgrelse af krumningstensoren b,z 0g h% = ddis, kan normalkrumningen endelig skrives

1 anp
7 = Dagh%h (2.49)

2.3.3 Torsion
Torsionen % af den vilkarlige kurve defineres ved

1 d(as x h) at
T — a3 . 765 = a3 . & (250)

t = a; x h ligger i tangentplanen vinkelret pa h og kan jf. formel (2.40) skrives som
t=t'a,=e"hya, (2.51)

d(az-t)

e 0, findes, som ovenfor

Benyttes at a; - t = 0 og dermed
1—b @ hy hf = b,y t* hP
T = Dgp € a = Pap t (2.52)
De tre vektorer h, t og a5 er i hgjrestilling idet vektorproduktet h X t har samme retning som a;.
Eftersom h er en enhedsvektor, er t ogsa en enhedsvektor.

Summen af normalkrumningerne i to pa hinanden vinkelrette retninger er

2H = b} + b2 = b¢ (2.53)
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som er en invariant dvs. konstant under en koordinattransformation. Starrelsen H kaldes mid-

delkrumningen.

Der findes altid to p& hinanden vinkelrette retninger, hvor torsionen er nul, og i disse retninger er
normalkrumningerne ekstremale. De betegnes naturligvis hovedkrumningerne og de tilsvarende

retninger hovedretninger.

2.4 Christoffel-symboler
Betragtes en vilkarlig vektor v, nu i rummet, kan denne oplgses efter basisvektorerne og flade-

normalen, dvs.
v =v%a, +via; = va® + via; (2.54)
Ved at multiplicere skaleert med hhv. a? og a; fas
v =v.af (2.55)
V¥ =v-a, (2.56)

hvorved (2.54) kan omskrives til

v=w -a%a,+ v az)a; (2.57)
Benyttes (2.57) pa Z% fs

da, (da, Y da,

oub <6uﬁ @ )ay * (W . a3> s (2.58)

For faktoren til a,, som beskriver tilvaeksten i basisvektorernes retninger, indfgres betegnelsen

()= %aa v
aBl =g @ (2.59)
Denne starrelse kaldes Christoffel-symbolet af 2. art. Bemaerk at Christoffel-symbolet ikke er en
tensor. Desuden bemaerkes det, at Christoffel-symbolet er symmetrisk i @ og  da % = %.
Faktoren til a; i (2.58) er iflg. (2.43) lig med b,z 0g dermed haves

da, y

uF { /3} a’ + bag as (2.60)

Nar den vilkarlige vektor i rummet oplgses efter de kontravariante basisvektorer fas

v= W aya*+ (v-az)a; (2.61)
Og dermed

da“ a

P {5 y} a’ + bg as (2.62)
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Er guli nu den vilkarlige vektor i (2.57) fas

Jda, da, y Jdas
ue (6u“ @ )“V (a @ “3>“3 (2.63)
Daa;-a; =0 o0g dermed -az +as- Z_ = 0 er faktoren til a; lig med nul. Faktoren til a, kan
omskrives til
da, Jda,
a}’.aua = _(ayll ay) ,m: a’b,, = b}’ (2.64)

Dermed kan (2.63) reduceres til

Jda,

u® = _bZ a, = _bya a’ (2.65)

Denne formel kaldes Weingartens formel.
Christoffel-symbolet af 1. art betegnes [a 3, y] og er bestemt ved

[a B, v] = ay, {ayﬁ} (2.66)
og dermed er

{ayﬁ} =a"[apy] (2.67)

2.5 Kovariant differentiation
Betragt igen en vilkarlig vektor i rummet v oplgst efter basisvektorerne og fladenormalen. De

partielle afledede af v mht. uf er

ov ov“ aaa 6173 oa;

= — a 3_ 2
E i A i L I (2.68)

som vha. formlerne (2.60) og (2.65) kan omskrives til

w v 0w
m 6uﬁ‘;“+v {aﬁ}ay+v baﬁ 113-|-a ﬁ bﬁay (2 69)
dv 14 v .
:(m+{aﬁ}v“+b;;v“) (a ﬁ+ baﬁv >a3

Faktoren til a,, kaldes den kovariante afledede af v¥ og den skrives

avY y
Yy
vj =g+ p) v (2.70)

Dermed kan (2.66) skrives

ov vy ov? ,
m = (U’B + bﬁv )a.y + m + byﬁv as (271)
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Oplgses v i stedet for efter de kovariante basisvektorer fas

v s (v
527 = (W = bpyvs )a¥ +{ S5 + by | as (2.72)

hvor den kovariante aflede v, ; er defineret ved

vy, a
vy =2ty g} va (2.73)

Kovariant differentiation kan generaliseres til tensorer af vilkarlig orden. Den kovariante aflede-
de af tensoren Af,‘f er fx defineret ved

Y i
ap _ %%p up (B jau (K gap (M 4ap
s =5+t + {u A}AYP ~{y AJai —{, A} 4 (2.74)

Det ses at placeringen af summationsindekset, i dette tilfeelde u, for de kontravariante indices
sker som i (2.70) ved forst at udskifte « med p og herefter f med p. Tilsvarende fglger placerin-
gen af summationsindekset for de kovariante indices formel (2.73). Bemaerk desuden at der

kommer forskellige fortegn for kontra- og kovariante indices.

Den kovariante afledede af en skalar A defineres som den saedvanlige partielle afledede

0A

Ar=517 (2.75)

Det kan vises, at de kovariante afledede bliver tensorer. Endvidere kan det vises, at de kovari-

ante afledede af de metriske tensorer og permutationstensorerne er nul
Agpy =0 a, = (2.76)

eapy =0 e (2.77)

Der geelder de saedvanlige differentiationsregneregler for kovariante afledede af summer og

produkter.
For de kovariante afledede af krumningstensoren geelder

bagar = barp (2.78)

Fire af disse otte ligninger er identiteter af formen by, ; = by, ;. De resterende fire giver kun to

forskellige betingelser som er

baz,1=baz1 a=(12) (2.79)
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3 Ligeveegtsligningerne

| dette afsnit opstilles ligevaegtsligningerne for en skalkonstruktion, da disse er essentielle for
resten af afhandlingen. Ligningerne opstilles for en skal af given form under forudsaetning af
kendt belastning og kendte snitkreefter. Ligeveegtsligningerne bliver derfor i denne forstand ek-

sakte.

Til disse ligeveegtsligninger hgrer naturligvis et saet randbetingelser. Disse vil ikke blive opskre-

vet her, men der henvises til (Nielsen, 2004), afsnit 7.

3.1 Snitkreefter i en skalkonstruktion
Snitkreefterne i skallen angives ligesom i en plade ved den statiske aekvivalens pr. leengdeen-
hed. | en skalkonstruktion fas i et normalsnit med den udadrettede normal n, dvs. et snit som

indeholder normalvektoren a5, et moment pr. leengdeenhed og en kraft pr. leengdeenhed.

Momentet pr. leengdeenhed er en vektor og betegnes M,,, hvor indeks (n) benyttes som refe-
rence til normalsnittet. Indices som er sat i parentes betyder, som tidligere naevnt, at summati-
onskonvektionen ikke skal benyttes. | alle skal- og pladeteorier er det en grundlseggende forud-
seetning, at momentvektoren ikke har nogen komposant i normalens retning, i dette tilfeelde a;’s
retning. Beregnes momentet pr. le&engdeenhed om normalen af en vilkarlig kontinuert normal-
spaendingsfordeling findes, at dette moment gar imod nul, nar den leengde, hvor momentet be-
regnes for, gar mod nul. Dette skyldes naturligvis, at dette moment indeholder den kvadrerede

leengde.

Kraften pr. leengdeenhed i snittet betegnes N,,). Mens M, altsa ligger i tangentplanen, lige-
som i en plade, kan N, have en vilkarlig retning. Komposanterne i tangentplanen, hvilket sva-
rer til skive- eller membrandelen, betegnes med N¢, mens komposanten i normalens retning,

forskydningskraften, betegnes med bogstavet Q.

Fortegnsregningen for snitkraefterne i snit langs koordinatkurverne fastleegges saledes, at der i
et snit langs en u!-koordinatkurve er det snittet med u?-koordinatkurven som udadgaende kur-
ve, der benyttes til fastleeggelse af fortegnsregning. Tilsvarende geelder for et snit langs en u?-

koordinatkurve.

For at bestemme sammenhaengen mellem snitkreefterne i koordinatretningerne og i et vilkarligt
snit udledes en formel for normalen n til det vilkarlige snit udtrykt ved normalerne n; og n, i to
givne snit. Disse to snit vil ved anvendelserne naturligvis veere normalsnit i koordinatretninger-

ne.
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Figur 3.1 — Vilkarlig trekant i tangentplanen med udadrettede enhedsnormaler n, n, og n,

For vilkarlig trekant med sideleengderne 1, [; og [, og med de udadrettede enhedsnormaler n,

n, og n,, se Figur 3.1, geelder

Denne formel kan fx udledes ved at betragte spaendingstilstanden plant hydrostatisk traek.

Basisvektorerne a,, a* og skalnormalen a; samt vektoren a; X a, er vist i Figur 3.2.

Figur 3.2 — Vektorbetegnelser

Jf. Figur 3.1 og Figur 3.2 findes saledes at enhedsnormalvektorerne kan skrives

n _azxa, eya'  Vaa'  a a0
1 = — —_— _— .
la,| Vazz Vazz Vall (3-2)
a; X a, e;,a? Va a? a?
n, = - =- =- = - 33
la,l Vagg Vaiq Va?? (3.3)

Af formel (3.1) folger dermed

2 1

a

,/a22

a

N7 (3.4)

nl=

Idet n = n,a' + n,a? = n,a® fas ved multiplikation med hhv. a, og a,

1
Nrerie (3.5)

1
n-al=—l>nl=

Vall

l1 nzl =

1
vall
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Dvs.

l]_ = Nnqv all l

Herved kendes alle starrelser i (3.1).

N
I
S
N
7
N
N

(3.6)

I
/.
Figur 3.3 — Infinitesimal trekant i tangentplanen pavirket af kraefterne Ny, N10g N, der kan ha-

ve komposanter i alle retninger

Betragtes nu en infinitesimal trekant i tangentplanen, som vist i Figur 3.3, som har sideleengder-
nel, I, = va?? du? og I, = vall du?, svarende til koordinattilveeksterne du'® og du?, geelder li-

geveegtshetingelsen

Nyl = Nily + Ny, (3.7)
Af (3.6) fas

Ny = Nlnlm + N,n,\/a?? = Nana\/m (3.8)

Oplgses N, efter basisvektorerne og fladenormalen fas

N, =N a; + Qa, (3.9)
Indfagres
Nt = N [q@ NP = N%Fn,, (3.10)
0% = Qy/ale® 0 = Q%n, (3.11)
giver (3.8)
Ny = N a@n a; + Q% a@n,a,
= N*n,ag + Q%n,a; (3.12)
= NPag + Qa,

Farste led pa hgjre side i (3.12), Nﬁaﬁ, er skivekreefternes bidrag mens det andet led Qa; =

Q) er forskydningskreefternes bidrag.
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Desuden kan (3.9) skrives

N,=N% ag +Q*

1 1
v ala®) p v ala®)

as

B
fu.

(3.13)

Figur 3.4 — Infinitesimal trekant i tangentplanen pavirket af momenterne M,,,, M09 M, belig-

gende i planen
Momentligevaegt kreever jf. Figur 3.4 at
Myl = M1y + M,l,
Analogt til (3.8) fas
M, = Mlnl\/m + M;,n,/a?? = Manax/m
Skrives

Ma = Maﬁ (a3 X aﬁ) = e‘glM:[Q','B(ljL

og indfgres
MB = M*B [qlax)
giver (3.15)

M, = M%Pegya*n,a@® = epyM¥n,a* = Mya*

Desuden kan (3.16) skives

1 1
M, = M a; x ag) = ep; M a’
“ a(atx)( ’ ﬂ) A v alaa)
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3.2 Ligeveegtsligninger

-Nva du’ -M nfaz. du’

p\a du’du?

-MzJ;udUI 'Nz@ du?

( N.Ja + ')NTulfidUZ)dul

(N az +28=du’ )du?

OMay 42 1
(Mz\/aizz +"“f',;}fa”du’)du2 (MzJa;; +“ o du )dU

Figur 3.5 — Kreefter og momenter pa et skalelement

| Figur 3.5 er vist de kraefter og momenter, der virker pa et skalelement med sideleengderne
Jag; du! og «a,, du? jf. Figur 3.3. Belastningen er givet ved kraften p pr. arealenhed, hvilket
betyder, at kraften pa skalelementet er p va du' du?. Oplgses p efter basisvektorerne og flade-

normalen fas

p =pa, +pia; (3.20)

Benyttes sammenhaengen fra (2.23) mellem a'!, a?? og a'? = a?! og tilsvarende for de kovari-

ante komponenter, ses det at projektionsligningerne kan skrives

aNy a ay)

T +pvJa=0 (3.21)

Momentligningen om koordinatlinjernes skeeringspunkt bliver

Maarr a(w [N Jaam ] =0 (3.22)

Vedrgrende bidraget fra normalkraften N,, bemzerkes, at der er tale om en greenseovergang,
hvor du® - 0 og du? — 0. Herved udgar andenordens bidragene og de eneste fgrsteordensbi-

drag bliver krydsprodukterne mellem a, og N, og a, og N,, som i den plane teori.

Vha. (3.13) og (3.19) kan (3.21) og (3.22) skrives

ON"*/a a,, 6Q Vaa,
ouY ouY
o (Mreyaay x a)
+a

ouY

+pJa=0 (3.23)

x [N"*Vaa, +Q"Vaa;] =0 (3.24)
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Disse ligevaegtsligninger i vektornotation kan omskrives til tensorligningerne

NY* —bF Q" +p*=0 (3.25)
NY* b, + QY +p* =0 (3.26)
M~ Q*=0 (3.27)
eyaNY® — e,q by M* =0 (3.28)

Bemeerk at e, ikke kan fiernes fra (3.28). Desuden ses det, at ligningen (3.25) er analog til li-
geveegtsligningen for en plan skive (krumningstensoren er da lig med nul), mens (3.26) og

(3.27) tilsammen er analoge med momentligningerne for en plade.
| ligeveegtsligningerne optreeder, som det ses, de kovariante aflede af NY*, M¥“ og Q" .

Pga. normalsnittenes form i en skalkonstruktion er det umiddelbart natuligt at regne med, at ba-
de NY* og M"* er asymmetriske tensorer. | (Nielsen, 2004) er det dog vist, at man for tynde
skaller godt kan regne bade NY* og M¥% for symmetriske tensorer uden, at der opstar veesentli-
ge fejl. Imidlertid forhindrer momentligeveegtsligningen (3.28), at bAde N?* og MY% kan regnes
symmetriske. Derfor antages, som det ogsa geres i (Nielsen, 2004), at NY* er asymmetrisk men

at MY* er symmetrisk.
Oplgses N¥% i en symmetrisk og en asymmetrisk del fas

NY® = SY® 4 FY® = 2(NY% + N®) + _(NV* — N) (3.29)
hvor SY% er symmetrisk og F¥* asymmetrisk (det ses at F1! = F?2 = 0 og F'? = —F?1),
Ligning (3.28) giver, idet det udnyttes at S¥* er symmetrisk og dermed e, S** = 0

F12 = 2p} M?2 — 2b2 MM (3.30)
Det ses, at (3.30) og det tilsvarende udtryk for F2* kan skrives

FY® = MA@ bY — “M* b (3.31)
Formlen ses at geelde for alle y og a.

Normalt indgar forskydningskreefterne Q” ikke i de konstitutive ligninger, hvorfor det er naturligt
at eliminere Q¥ i (3.25) og (3.26) vha. (3.27).
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3 Ligeveegtsligningerne

De ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for ligevaegt bliver da
1
Sy = byMy® +5(MA b) — MY bT) +p® = (3.32)
SY* by + M_]}/,$+p3 =0 (3.33)

mens (3.27) og (3.31) bestemmer hhv. den asymmetriske komponent af NY* og forskydnings-

kreefterne Q.
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4 Stabilitetsteori — Ligeveegtsmetoden

4 Stabilitetsteori — Ligeveegtsmetoden
En af metoderne i klassisk stabilitetsteori kaldes, som naevnt tidligere, ligeveegtsmetoden, hvor
naerliggende ligevaegtstilstande betragtes. En neerliggende ligeveegtstilstand teenkes her udvik-

let ud fra en given ligeveegtstilstand ved en variation §r af stedvektoren r.

Ved opskrivning af en variation af ligeveegtstilstanden er der brug for variationerne af de geome-
triske parametre, som 6r giver anledning til. Disse variationer bestemmes ved anvendelse af
elementeer variationsregning, se fx (Goldstein, et al., 2000), hvor hovedsageligt falgende forhold

vil blive brugt:

e Variationen af differentialet er lig med differentialet af variationen fx

d (Y
w6 =5(3) d(8y) = 5(dy) (4.1)
e For variationer geelder samme regneregler som for differentiation.

Desuden bliver der, ved opskrivning af de varierede ligeveegtsligninger, ogsa brug for afledte
starrelser af badde de uvarierede og varierede geometriske parametre, hvorfor disse betragtes i

det fglgende.

4.1 Variation af geometriske parametre

Betragt farst variationen (den farste variation) af basisvektorerne a,. Af formel (2.2) haves

ar

Qo =3 (4.2)

Ved variation fas derved

or d
Sa, =& (W) = = (67) (4.3)

Oplgses vektoren or efter basisvektorerne og normalvektoren haves

or = v®a, + dwas = 6v,a® + Swas, (4.4)

Dermed fas vha. formlerne (2.71) og (2.72)
%] a(éw)
Bag = -2 (6r) = (8u), = blow )ay, + (52 + byedv? ) as

Ju®
a(6w)

(4.5)
PR b};Svy) a;

= (6vyq — baydw )a¥ + (

Starrelserne §v*, 6v, og Sw betegnes flytningerne.
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Vha. dette udtryk kan den fgrste variation af a,; beregnes. Fra formel (2.4) haves

Agp = Aq - Qg (4.6)
og dermed

bagp =ba,-apg+a,-dag
B s (00w)
= [(517%0, — beyw )a¥ + ( PR bac?vy> a3] -ag @.7)
, L (06w)
+ |8y = bgyow)ar + (S + bjovy ) s - a

Derved fas, idet a” - az = §}, a, - @’ = §; og ag - a; = 0,

bagp = Vg o + Vo p — 2bapdw (4.8)
hvilket vil vise sig at veere en vigtig starrelse. Iflg. (2.4) haves nemlig

ds? = agp du® duf (4.9)

Da §(ds)? = 2ds 6(ds) fas

du®duf

1
8(ds)? = 2ds 6(ds) = bagp du®duf = 5(ds) = EéaaﬁT (4.10)

(ds)

Den relative leengdeaendring de = % i retningen svarende til du®bliver da

_8(ds) 1 du® duf

Oe = =05 = 2% s (4.12)

Fra (2.46) haves h* = % og dermed ses det, at (4.11), kan skrives

Oepy = 5saﬁh“hﬁ (4.12)
hvor

O0¢ap =3 0aqp = 5 (8Vpq + 64p) — bapdw (4.13)
Tensoren ¢, er skalmidterfladens tgjningstensor, som ses at vaere symmetrisk.
Dernaest beregnes variationen af a;. Da §a; er parallel med skalmidterfladen fas jf.(2.61)

éa; = (a, - Sas)a* + (a; - Saz)a; = (a, - Sas)a” (4.14)
Da endvidere

a,-a;=0=a, 6a; =—a;-da, (4.15)

fas idet formel (4.5) benyttes, og det erindres, at a; er en enhedsvektor

40



4 Stabilitetsteori — Ligeveegtsmetoden

a(6w)
ou®

fa; = —(a; - fay)a* = —( + b(}x/(?vy) a® (4.16)

Den vigtige faktor til a* i (4.16) benaevnes rotationen af fladenormalen som betegnes §6, dvs.

a(6w)
ou¢

Sas = 66,a% 86, = —( + beSvy) (4.17)

Senere bliver der ogsa brug for de afledede af variationen af a; mht. u%, som jf. formel (2.62)

bliver
d(5a;) 9 a(56,) a
our = 3 00 0 = =5 ma + 80, (~{g  Ja” + bf as) (4.18)
som ogsa kan skrives
d(6as)
T; = 60,pa% + b3 50,a; (4.19)

idet formel (2.73) for den kovariante afledede er benyttet.
Af (4.17) fas
8045 = —(OWag + b 5 6V, + bl Svy5) (4.20)

Den ferste variation af krumningstensoren b,z kan nu bestemmes ud fra (2.42)

da, d(éas)
« ub ~ % Toup

a(s
(V10 — bazow )a* + ( (w)

u“
= byp(6v), — bl 6w)—86,4

Sbeg = —ba

[-byay | - ac - (66, pa” + bj66,a5]  (4.21)

+ b} 617,1) a,

Naeste skridt er at bestemme rotationsvektoren @, som bestar af komposanter i bade tangent-

planen og i normalens retning.

Rotationen 62 af normalen a; er defineret ved da; = 62 X a;. Kun den Igsning hvor vektoren

82 ligger i tangentplanen® er af interesse og derfor fas jf. formel (2.41)
80 = a; x fa; = e* 56, a, (4.22)

For de afledede af 622 geelder

2(60) 0 d(8as)
A oub (4.23)
= —bgya" X (66, a%) + az x (66,5 a® + bg 66, a3)

da,
(a3 x 6as) =Wx6a3+a3><

! Lasningen 84 til ligningen Sa; = 62 x a5 er, n&r a; er en enhedsvektor, 52 = a; x §a; + tas,

hvor t er et vilkarligt tal. Nar 622 ligger i tangentplanen er t = 0.
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hvor formel (2.65) samt ovenstaende formler for §a; og de afledede af §a; er benyttet. Vha.
(2.35) og (2.41) fas

0(602)
oub

= e™80,5 a; + €56, a; (4.24)

For at kunne beregne rotationen §2; om a; beregnes forst differentialet af 6r, dvs. d(6r). Be-

nyttes farst (4.3) og dernaest (2.57) med da, som den vilkarlige vektor fas

a(éor
d(ér) = %du"‘ = da, du”

= (ag - da,)aPdu® + (as - Sa,)azdu® (4.25)
= %(aﬁ -8ay +a, - Sag +ag-Sa, —a, - Sag)afdu® + (a; - Say)azdu” .
= (8qp + Swap)alPdu® — 56, azdu®

Til den sidste omskrivning er benyttet (4.8), (4.13), (4.5) og (4.17) i neevnte raekkefglge, samt

definitionen

20wap = ag-da, —a, - ag (4.26)
som udtrykt ved flytninger jf. (4.5) kan skrives

Swap =5 (8 — Svap) (4.27)

Det ses at Sw,z er skeevsymmetrisk, dvs. w;, = —8w,; 09 6w, = Sw,, = 0. Swep er skalmid-

terfladens rotationstensor.

For at bestemme rotationskomponenten §£2; om a;, projiceres d(8r) pa en enhedsvektor vin-

kelret p& h* = du®/ds. Som naevnt i afsnit 2.3 er en sddan enhedsvektor bestemt ved t =
e h,a,. Til rotationen er det kun Sw,g fra d(6r), som giver et bidrag. Dermed bliver

803 = (8wqp h® af) - (eM hy a,) = bl Swagh®hy = e 5w ,zh%h, (4.28)
Udskrives dette resultat, idet h*h, = 1 benyttes, nas der frem til falgende formel
805 = eM?6w,, = 2603 = ePdw,y (4.29)

Det fremgar her, at 6025 er en invariant, dvs. konstant under en koordinattransformation. Desu-

den ses det at

1 1
6.{23 = \/_550)12 = —\/—55(»21 = 5waﬁ = 6.(23 eaﬁ (430)

Dermed haves nu rotationsvektorens komposanter i bade tangentplanen og i normalens retning

dvs. samlet kan skrives
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For at bestemme de afledede af 5@ benyttes, at % jf. formel (2.57) kan skrives

I(sP) (a(5¢) ' a") Wit (a(aqb) W )a
- 3 3

oub oub oub

Vha. (2.65), (4.23) og (4.29) kan komposanterne i tangentplanen skrives

6(6¢D)
oub

= e 80,5 — S0sbf = e“#(aeaﬁ — b} away) = e Skgq
hvor

Skap = 8654 — bl Swg,
Tensoren 6k, kaldes bgjningstensoren og dens symmetriske del Sk, er

1 1 1 1
8Kap = 5(51(,“!; + 6kpy) = 5(59%5 +66p4) — 5 be Swgy — - bg 8wy,

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Tensoren 5k, eller dens symmetriske del 5k,z har den egenskab, at den i videst mulig ud-

straekning definerer midterfladens bgjning uafheengig af midterfladens laeengde- og vinkeleen-

dring.

Senere vil der ogsa blive brug for de afledede af §a,. Vha. formel (4.5) fas nar udtrykket for 56,

i (4.17) ogsa indseettes

d(6a,) 9(6vy,q) da’ 0bgy, a(dw) da¥

= : 14 _ v _ -~

o - ouf a 6171,,,1 F " uf owa bay EW; a¥ bay(ﬁwauﬁ
266, das

“our % O0agyp
Den kovariante afledede af tensoren év, , er iflg. (2.74)

8Vyap = % - {yﬂp’} SVpa — {ayﬁ} Sy,

Nar de afledede af a¥ og a; bestemmes vha. hhv. (2.62) og (2.65) bliver slutresultatet

6(6aa) by, a(éw) u N
— [517,10,3 + {a ﬁ] SVru— = — 5w — bgy — + bew {ﬁ y} + 59ab,w] a
2(66,)
[ oub 2 b“((Sv”a ba“(SW)] a;
Udtrykkes flytninger i stedet for ved de kovariante komponenter fas
d(say) A ab} , 6(5w) 1 N
" [5 e+ 5} 60} — =% 6w — b} { ﬁ}+ 56,b} | a;
9(66,)
— S + bus (80t — bliow) | s

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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Endelig bliver der brug for variationen af (a; x a,) og de afledede af denne variation

6(as; X ay,) =da; xa, +a; xdoa, (4.40)
Indseettes de udledte udtryk for §a, og Sa; fra hhv. (4.5) og (4.16) fas

8(as x a,) = e"(8v,,4 — by, 6w)a; + €3,66%a; (4.41)

For de afledede haves fra (4.40)

d(6as)
oub

da, Oda, d(da,)
W+wx6aa+a3xw (4.42)

a
= [8(as X ap)] =

5P X a, +da; X

Indszettes de udledte udtryk for de forskellige starrelser fas falgende

0
57 (@ x a)] =

eapbw59’1ap - elpbaﬁé'elap

u 0by; a(éw) u (4.43)
+ele [517,1,0,,3 +{4 ﬁ] 8Vpu = =73 OW = boa——~ + b Sw {ﬁ y} + aeab,w] a,
+[e2a00% + 2 5} 867 = 225 (83, — bayow )] s
Udtrykkes flytninger i stedet for ved de kovariante komponenter fas
3] 5 B
m[ (a; xa,)] =
eapbw69}“ap - e,lpbaﬁé'e’lap
A
2 u 2 0by o LO00w) {,1} (4.44)
+ey, [&W + {a ﬁ}(sv# Sur W — b=~ blow ] ol a

+[e206% + ea 5} 80% = s b (805 — blow )] as

4.2 Variation af ligeveegtsligningerne

Far ligeveegtsligninger for en naerliggende tilstand bestemmes, vil de transformerede belastnin-
ger og transformerede snitkraefter blive defineret. De transformerede stagrrelser refererer til en
referencetilstand, som fx kan veere en udeformeret tilstand eller en tilstand, hvis stabilitet gn-
skes undersggt. | det folgende vil * blive benyttet som betegnelse for transformerede stgrrelser

og 0 som indeks for starrelser i referencetilstanden.

Fordelen ved i det fglgende at arbejde med transformerede starrelser er naturligvis, at disse

kan refereres til konstante starrelser, hvorved visse variationer af leengder og arealer undgas.

4.2.1 Transformerede belastninger og snitkraefter
Stgrrelsen va er, som omtalt i afsnit 2.1, bestemmende for arealet af skalmidterfladen, idet
Va dudu? er arealelementet svarende til koordinattilvaeksterne du' og du?. Arealelementet i

referencetilstanden benaevnes vVa, du'du?.
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4 Stabilitetsteori — Ligeveegtsmetoden

Den transformerede belastning p, defineres som belastningen malt pr. arealenhed i reference-
tilstanden. Dermed er den transformerede belastning bestemt ud fra belastningen i den defor-
merede tilstand og forholdet mellem arealelementet i den deformerede tilstand og arealelemen-
tet i referencetilstanden

Va
p. = p\/—a_0 (4.45)

Snitkraefterne transformeres pa samme made, dvs.

Va Va o e yges VO
Jae NN (4.46)

De transformerede snitkreefter er analoge til Piola-Kirchhoffs spaendingstensor i den tredimensi-

N“ﬁ - Naﬁ Qa - Qa
onale teori, se fx (Nielsen, 1976).

4.2.2 Indre ligeveegtsligninger for neerliggende ligeveegtstilstande

Indfgres de tranformerede starrelser i ligevaegtsligningerne (3.23) og (3.24) fas

N Jasa, 00\ aas |

our our P-y/ao =0 (4.47)
a (M Jay(a; X ay)
( \/;}/3 a )+ayX[NZa\/a_0aa+QZ\/a_Oa3] =0 (448)

Det ses, at ligevaegtsligningerne pa tensorform (3.32) og (3.33) ogsa geelder i referencetilstan-

den, nar blot alle starrelser erstattes med de transformerede starrelser.

ST5 = bgMI, + (M} — MI7bE), + pt =0 (4.49)
A
Sy + MY, +p3 =0 (4.50)

Ligesom i formel (3.29) er her indfart

N = s 4 *F (4.51)
hvor den symmetriske del er givet ved

s = (N + NP7 (4.52)
og den asymmetriske del ved

o A (4.53)
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Nar % og M* er bestemt af (4.47) (4.48), findes "reaktionerne”
1 1,4
E'" = M}%b] — M7 b (4.54)
a=M5 (4.55)

Det gnskes nu at bestemme ligeveegtsligninger i en til referencetilstanden naerliggende lige-
veegtstilstand. Dette ggres, som beskrevet ovenfor, ved at udsaette en ligevaegtstilstand, i dette

tilfeelde referencetilstanden, for en variation dr af stedvektoren.

Det antages, at vha. de konstitutive ligninger kan variationen af snitkreefterne beregnes. Dette

vil blive behandlet neermere i afsnit 6.

Der ggres den vigtige forudsaetning, at belastningsvektoren bevarer sin retning og stgrrelse,

dvs. 6p. = 0. Dette vil fx veere tilfaeldet for en dgdveegtsbelastning.

Variationen af (4.47) giver hermed

d
ouY

[6N\Jag ag + N \[a Sa, + 6Q) \[as as + Q! \[a; 5a;] = 0 (4.56)

Indfares de varierede og afledede starrelser samt udnyttes ligevaegtsligningen (4.47) pa tensor-
form, svarende til (3.25) og (3.26), fas efter nogen regning, at (4.56) er sekvivalent med falgen-

de tre skaleere ligninger

(8NY%),+ (—p2 + b}QY)8I% + NI“81%,, — by8QY — p366% + Q166% =0
(4.57)
(a=1,2)
bay SNY“ + (6Q)),+ pZ66, + NI “6byy, = 0 (4.58)
hvor (4.57) er faktoren til a, og (4.58) er faktoren til a;.

I ligningerne er fglgende betegnelser indfart

61;/1 = 6170[‘/1 - b;{a6W
819 = 8v% — b éw (4.59)

(Slfjl_y = 617'%, — (b éw),,

Her indgar kovariante afledede, fx

_a(bgew) +{ 2

u
(bfow)y = —=— . y} blsw — [ " y} bisw (4.60)
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4 Stabilitetsteori — Ligeveegtsmetoden

Variation af (4.48) giver

3]
ur [6M!*\[as(as x ay) + NI'“\[aq 6(as x ap)] + Sa, x [N/*\[a; a, + QY \[a, as] (4.61)
+a, x [6N"[a, a, + N'*[a, 6a, + 6Q\[a; as + Q! \[a, Sas] = 0 .

Foruden de tidligere udledte udtryk for forskellige starrelser bliver der i det falgende ogsa brug

for
Sa, X a, = —ey, 80, af + e;,(6v; — bj}éw) as (4.62)
a, x8a, = e,, 66, a’ + e,;(6vh — blow) a; (4.63)
sa, x a; = —e;, (6v} — bj}éw)a? (4.64)
a, x da; =e,;60" a; (4.65)

Med disse udtryk til radighed fas, nar ligevaegtsligningen (4.48) pa tensorform svarende til

(3.27) og (3.28) udnyttes, at (4.61) aekvivalent med falgende tre skalaere ligninger
(M%), — 8Q% — MI*b;,66% + M bF86, + MI*81%, = 0 (@=1,2) (4.66)
—e,q bY SM?* + e,, SN —e,, M** 5b) =0 (4.67)
Her er (4.66) faktoren til a, og (4.67) er faktoren til a;.

For variationer af snitkraefterne SN, §s** og 6F*F gaelder int. (4.51) til (4.53)

SN*WB — 55:1,3 + 51_:;“!3 (468)
5Sfﬁ = %(6Nfﬁ + 6Nfa) (4.69)
SFF = (NP — 6NE?) (4.70)

Betragtningerne i forbindelse med omskrivning af formel (3.28) til (3.31), gentages her (§F!! =
8F*2 =0, 8F'* = —6F?' og e,,6S!" = 0). Dermed fas fglgende formel for §F2 ud fra (4.67)

SF1? = 2b} 6M? — 2b7 SMM + M2 §b} — MM 5b} 4.71)
Det ses dermed at (4.71) og den tilsvarende formel for §F2! samlet kan skrives

SEY = b} M« — 1b% sMY + IMA%5b) — MY 5b (4.72)
der geelder for alle y og a.

4.2.3 Ligeveegtsligninger for neerliggende ligevaegtstilstande
De seks ligninger (4.57), (4.58), (4.66) og (4.67) er de 6 indre ligevaegtsligningerne for en neer-

liggende ligevaegtstilstand. Igen skal det naevnes at for teorier, hvor der ikke indgar konstitutive
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ligninger for forskydningskreefterne skal 5Q! elimineres af ligevaegtsligningerne. Her sker det
ved at bestemme §Q! vha. formel (4.66), som derefter indsaettes i (4.57) og (4.58). Samtidigt

deles N** og SN*# op i en symmetrisk og en asymmetrisk del.
Herved fas

8Q% = (8MI%),,— MI* b, 80 + M b6, + M 81%,, (4.73)
Ligevaegtsligningerne for en naerliggende ligevaegtstilstand bliver dermed

(8S7),y+ (SEY®),,+ (=p + b2QY)81% + SY*81%,, + F61%,,

4.74
—by 6QY —p3 60% + QY504 = (a=1,2) 4.74)
bay 881 + (8QY )y + p86, + (I + F/*)8bgy, = 0 (4.75)
Indszettes starrelserne for FE¥*, SEY* og §Q fra hhv. (4.54), (4.72) og (4.73) fas
1
(68T“)y+ 5 (b 5M2 - bgsMY + MA*5bY — MM 5bY),,
1
A A A pa pY A
+(—pt +b}QY)SIG + SY61% , + > (M2b) — MEPYb})s1%, 4.76)
—bg[(8MEY),p— MP* by, 607 + MY b) 56, + MO*SI), |
—p366% + Q1865 =0 (@=1,2)
Day 8SI° + [(6MEY),,— M2 1,607 + MI?b] 60, + MP*SIY, |, + pE56,
1

+ |7+ 5 (2] = M2 bg) | 8bgy = 0 @.77)

Det ses at formlerne er meget komplicerede, og de vil formentlig sjeeldent blive brugt i den fulde

udstraekning.

Disse tre koblede ligninger er de ngdvendige ligninger til at bestemme flytningerne dv, og éw,
idet variationerne af snitkraefterne 65*“/3 og SMfB bestemmes vha. de konstitutive ligninger, se

afsnit 6.

Nar flytningerne er bestemt kan §F/“ og §Q% bestemmes vha. hhv. formel (4.72) og (4.73).
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5 Randbetingelser for naerliggende ligeveegtstilstande

| dette afsnit vil de statiske randbetingelser blive bestemt for naerliggende ligevaegtstande. Det
skal vise sig, at randbetingelserne for normalkraefter bestemmes let, idet krav om fuld overens-
stemmelse mellem indre og ydre kraefter blot kan opfyldes. For momenter er sagen en anden

og et arbejdsprincip ma benyttes.

Til bestemmelse af randbetingelserne for en neerliggende ligevaegtstilstand indfgres i ethvert
randpunkt et lokalt retvinklet (n, t)-koordinatsystem. Enhedsvektorerne for hhv. n- og t-aksen
betegnes n og t. Koordinatsystemet placeres saledes, at n er en udadrettet normal til randen,

og det forudseettes at n, t og a; er i hgjrestilling.

Buelzengden langs randen betegnes s og regnes positiv i t-aksen retning. Forholdene er vist i
Figur 5.1.

Figur 5.1 — Lokalt koordinatsystem langs en rand

| afsnit 2.3 blev betegnelserne h, t og a3 brugt for tre vektorer i hgjrestilling og s til at betegne

buelaengden af en vilkarlig kurve med enhedstangentvektoren h.

5.1 Randkraft

Kraften N, pa randen er iht. formel (3.12) bestemt ved
N(n) = Naﬁnaaﬁ + Qnga; (5.1)
hvor n, er de kovariante komponenter af den udadrettede enhedsvektor n.

P& randen indfares en transformeret randkraft N7, bestemt ved

ds
New =New 75 (5.2)
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Her er ds buelaengden langs randen og ds, er den tilsvarende vaerdi i referencetilstanden. Der-
med bliver den transformerede randkraft ogsa malt pr. leengdeenhed i referencetilstanden. Den

transformerede randkraft kan, nar ogsa de transformerede snitkreefter jf. (4.46) indfares, skrives

ds /ag ds \/ay
N, = NF Y22 a V2O
n) * dSo \/E ndaﬁ + Q dSO \/a ngas (53)

For at kunne formulere randbetingelserne ma variationen af de kovariante komponenter af en-
hedsvektoren 6n, bestemmes. Randens ligning i u?, u2-koordinater antages at vaere beskrevet

ved
f@u®) =0 (5.4)
Dette er randens ligning for enhver konfiguration af den betragtede skalkonstruktion.

Langs randen er df = 0, dvs.

af of of
dfzmdul+ﬁdu2=0=>mdu“=0 (55)

o . . d a
Da du® her er en vektor langs randkurven, altsa en vektor i t-aksens retning (% =t%*erenen-

hedsvektor), ses at % er proportional med de kovariante komponenter af enhedsnormalen n,

altsa
Ny ===— (5.6)

hvor c er en proportionalitetsfaktor. Den beregnes ved, at udnytte at n, er en enhedsvektor,

dvs. n*n, = a*¥ngn, = 1, og dermed

of of
2 — qap —
¢ = A S P (5.7)

Af (5.6) fas

1 of 5c
e == 5005 = "N (5.:8)
og af (5.7) findes
of of
= B -
2c 6c = da” NN (5.9)

For at bestemme variationen §a®? benyttes betingelsen fra (2.22), nemlig at a®# Ay = 65. Her-

ved fas

8(65) = 6a*a,, + a*¥ba,, =0 (5.10)
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Multipliceres med a*” fas

ap”aa,,Sa“B + a”Va“B(Saay =0 (5.11)
Da a” a,, = 8} kan der omskrives til

Sarf = —am’a“ﬁSaay (5.12)

Indseettes da,, = 26¢,, fra formel (4.13) haves, at variationen af den metriske tensor kan skri-

ves

SarP = —25¢PF (5.13)

Herved bliver iflg. (5.7) og (5.9)

oc ap
o = o nany (5.14)

Variationen af de kovariante komponenter n,, kan ved indseettelse i (5.8) skrives

on, = 8ePn ngn, = Se,pnnPn, (5.15)
Da det iht. (4.12) geelder, at 6saﬁn“nﬁ er leengdetajningen, her i n-aksens retning, e, fas en-
delig

én, = dgmyn,, (5.16)

Den ferste variation af N¢,, fra (5.3) bliver dermed

ds +Ja 6(ds)/a ds 1 ds .Ja
x af 0 af [ T\*2) N0 et - Vo
0N,y = 6N, d50 Vo ngag + N, ( dse va ng + dSO,/a()& <\/E) ng + 450 Va ong, |ag

d__n a; + Q% @@n +£\/a_8(i>n +£@8n . (5.17)
* dSO \/a a™3 * dso \/a a dsO 0 \/a a dso \/a ” 3

+Q* ds()ﬁnaé%
P& randen er
6(ds)
PR (5.18)

hvor 8¢, er leengdetgjningen i t-aksens retning. Benyttes, idet der er tale om smé starrelser, at
den relative arealzendring tilnaermelsesvis er summen af leengdetgjningerne i to pa hinanden

vinkelrette retningen, er

1 1 1
6 (ﬁ) =——dVa= —ﬁ(&m + 6 (5.19)

51



DEL 1

Nér (5.17) opskrives i referencetilstanden, fas med Sa; og da; udtrykt ved hhv. formel (4.5) og

(4.16)

6NZn) = SN*“Bnaaﬁ + N*aﬁ [58@) — (68(0 + 58(,0) + Se(n)]naaﬁ
+N*“‘Bna(613/ﬁay - 89,;a3) (520)

+5Qf‘naa3 + Q,? [68(0 - (58(0 + 68(-,1)) + 5£(n)]naa3 + Qf‘naSHﬁaﬁ
Det ses at leengdetgjningerne udgar og at

SNy = (SN + N615, + 0607 )y + (50 — N 560, ),

(5.21)
= 6C%nqap + 6Von,a;
nér falgende betegnelser for §C*# og V¢ er indfart
5C% = NP + NP 518, + Q266F = 5T + SE™F + N s1E, + Qe 60F (5.22)
sV« =5Q% — N*¥ 50, (5.23)
Haves fx en dgdveegtsbelastning hvor 6N¢,, = 0, fas falgende skalaere betingelser
5C%n, =0 (B =12 (5.24)
8Vin, =0 (5.25)

Disse ligninger ma imidlertid modificeres i teorier, hvor der ikke haves konstitutive ligninger for

forskydningskreefterne.

5.2 Randmoment
Far de ngdvendige modifikationer behandles ses der pa de betingelser, der fremkommer ved

en variation af randmomentet.
Jf. formel (3.18) haves fglgende moment p& randen

M = Mnq(as x ag) (5.26)

Analogt med (5.2) defineres det transformerede randmoment M ,,, ved

My = M) s, (5.27)

Mgy = M7 5 7= a5 X ag) (5.28)
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5 Randbetingelser for naerliggende ligevaegtstilstande

Variation af M, giver

ap 45 /@

M,y = M NG na(a3 X aﬁ)

i (‘”Sr T aod () e+ 5o rm) (as x ap) (5.29)

dsy +/ dsgy +/
ds /a
af 0
+M; o5 Ve ng6(as x ag)

Fortseettes som ved beregning af 6N,,, og benyttes formel (4.41) for variationen af a; x ag fas i

referencetilstanden, hvor det igen ses at laengdetgjningerne udgar

M, = SMf‘BnaeﬁyaV + M [Ss(t) — (8e) + 8emy) + 6£(n)]naeﬁyay
+M P n, (81, 5" a, + 56%e5a3)
= e,,6M na’ + e, ;M nadloﬁa’1 + e,me‘ﬁnaéea% (5.30)
= e,2(OMT + M 517, ngat + €156 M P ay

= emSB“ﬁnaal + e,wé'H’lelﬁnaag
nar felgende starrelse er indfert
8B = sMI + M s1E, (5.31)

Det bemzerkes, at 6M(,,, i modseetning til M,,), har en komposant langs fladenormalen a;.

Denne komposant optreeder netop, fordi det er forudsat, jf. afsnit 3.1, at momentkomposanten i

enhver konfiguration af skallen er nul i normalens retning.

Bade for teorier med og uden konstitutive ligninger for forskydningskreefterne ma der, pga.
komposanten i a;-retningen, formuleres randbetingelser vha. et arbejdsprincip i stedet for et

krav pa randen om fuld overensstemmelse mellem indre og ydre kraefter.

Kraeves fuld overensstemmelse mellem momentkomposanterne pa randen fra de indre kraefter
og de ydre momentkomposanter viser det sig, at der ikke generelt vil vaere en Igsning til et skal-
problem. Hvis der kun kraeves statisk eekvivalens, i stedet for fuld aekvivalens mellem indre og

ydre momentkomposanter, kan der formuleres en brugbar randbetingelse.

Den statiske aekvivalens kan udtrykkes ved at udregne det arbejde M, udferer langs skalran-

den ved en deformation og derefter omskrive udtrykket for dette arbejde. For et linezerelastisk
materiale kan det herefter vises, at en entydig lgsning fas, hvilket indebeerer, at der ikke altid er

en lgsning, nar der kraeves fuld overensstemmelse mellem indre og ydre kraefter. Denne idé
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skyldes Kirchhoff og de randbetingelser, der findes pa denne made, kaldes derfor Kirchhoffs

randbetingelser. Udledelsen kan ses i (Nielsen, 2004), afsnit 72
For at bestemme randarbejdet er det ngdvendigt at udbygge formelapparatet yderligere.

Betragt igen randkoordinatsystemet, dvs. n, t-systemet. Her ma det beskrives hvordan n og t

aendrer sig med du' og du?, altséa‘% og a%‘ | Figur 5.2 er sammenhaengen mellem dn, du' og

du? vist. Det ses at en dn-tilvaekst svarer til en du®-tilvaekst, der kan bestemmes geometrisk
ved at indlaegge en normal til dn i endepunktet, altsa en linje parallel med t-aksen, og lade den-

ne skaere ul-aksen.

\ .= \a, du’

Figur 5.2 — Infinitesimal trekant som viser sammenhaengen mellem dn, du® og du?

Iflg. formel (3.5) er, idet dn - | = v/a du* du? (arealelementet svarende til tilveeksterne du'og
du?)
1 4 1 Vazgdu?>  +a, dn  dn

M= \/FT - Vait l - 1/a11\/EW T dut (5.32)
. 11 _ 1 +Ja;du! _ Vai; dn _ dn.
2T Vazz 1l (g2 l VazZJgdu? ~ du? (5.33)

dvs.

dn dn

o, = (5.34)
Altsa

on

5 = e (5.35)

% | (Nielsen, 2004), formel (7.12), mangler et led pa venstre side. Formel (7.12) skal vaere
Moy _ _Maw
Rpe ™" Ry

N (nn) —
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Vinkelret pd n-aksen haves t-aksen. Da (5.35) geelder for en vilkarlig akseretning og da
t, = ez n” geelder, jf. (2.51), bliver

ot ds

_ p)
Ju® oJu“

=ty = elanll = —epn (5.36)

Sammenhaengen mellem en vektors komposanter efter u*, u?-systemet og efter n, t-systemet

bestemmes pa seedvanlig made som vist i det falgende.

Betragtes eksempelvis M(,,), haves, i overensstemmelse med fortegnsregningen (se Figur 6.1),

i referencetilstanden

METL) = _M(*nt)n + M(*nn)t = eﬁlM:anaal (537)

Starrelsen efter det sidste lighedstegn findes vha. formel (5.28), nar denne omskrives til refe-

rencetilstanden.

Multipliceres formel (5.37) skaleert p& begge sider af lighedstegnet med n = na, fas

A

—My = epMPna* - (nPa,) = ey MFPn 5} = eMPnyn (5.38)
altsa
My = —eﬁ,lM,fwnan’1 (5.39)
Ved skaleer multiplikation med t = e”’n,a, i (5.37) fas
Moy = egaMPn at - (ePn,a,) = epre?’ M ngn, s} = egreP M n, 10
=5£Mf‘ﬁnanp=Mfﬁnanﬁ (5.40)
altsa
M{nmy = M ngng (5.41)

Som et andet eksempel betragtes oplgsningen af rotationsvektoren 62 efter n, t-systemet. Jf.
formel (4.22) fas

6N = —Sﬂ(n)n + 5Q(t)t = e 60, a, (5.42)
Dermed bliver komposanterne
0Ny = —e 66,1, (5.43)

5.(2(0 = 66(1 n® (544)
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Tilsvarende kan 6M,,) oplgses efter n, t-systemet, som jf. formel (5.30) giver
6MZn) = —é'A(nt)n + 6A(nn)t + 5A3a3 = e,de“ﬁnaa}‘ + 63_‘35911\/1,:1'871“(13 (545)
Her er §6B*F (5.31) indfart.

Variationen af M(,,, er altsa bestemt af stgrrelserne

6A(nt) = —(?B;L(SBO{[))TLQTL)L (546)
8Amny = 6B*Fn,nyg (5.47)

Det ses, at 64, har karakter af et vridende moment og 64,y har karakter af et bgjende mo-

ment.

Fersteordensbidraget til arbejdet langs randen i referencetilsatnden er integralet af N, - or +
Mg, - 502. Dette betegnes §W. Det arbejde, der skal lzegges til grund for randbetingelserne for
neerliggende ligeveegtstilstande, er tilsvarende integralet af SN{,, - 61 + M, - 622, som beteg-

nes &§%W. Det ses at

62W = J‘ SNEH) * 51‘ dSO + f 6METL) ° 69 dSO
= féC“Bnaaﬁ -ords, + f 6Veng,as - 6rds, + J. M, - 602 ds, (5.48)

= j 8C*n,6vp dsy + f SV, ow ds, + J (8Amey8Rem) + 8Amm 82 ) dso

Det bemaerkes at SN**, som er en del af 5¢%# jf. (5.22), endnu ikke er oplgst efter akserne i

n, t-systemet.

For dette gares ses der naermere pa det sidste integral. Omskrives 6.2, fra (5.43) vha. (5.18),
(5.35) og (5.36) fas

— ay — Lay a(SW) A
S.Q(n) = —e 60any =e W‘}- ba(SU}L le
_ (a(aw) on_ 9(6w) ot

on Ju“ Jat Jdu“

+ b;}(SvA) n,

=-—5 7 ebln, v,

a6 a(é
= e ( (6:/) ng — egn’ o, bé&&) ny (5.49)
a(é
=0-6n"*n, (6:/) +ebin,év,
a(ow)

Herved ses at 602, er bestemt ved flytningerne §v, og éw.
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5 Randbetingelser for naerliggende ligevaegtstilstande

Arbejdet bliver

S2W = J. 6C“Bna6vﬁ dsg + f 6V %n, 6w ds,
(5.50)

(6
+j [6A(m-) (— (6:/) + e”“bfnaé'vﬁ) + 6A(nn)6ﬂ(t)] dSO

Forudseettes det, for simpelhedens skyld, at det vridende moment 54, er en kontinuert funkti-
on defineret langs hele skalranden, geelder fglgende relation

a(éw) 6] 0(6Amp) 0(6Awme)
J‘SAW)T dso :j [& (6A(nt)6w) —a—s(nt)(ﬁw] dsy = j—%5w dsg (5.51)

De tilfeelde hvor der kun integreres over dele af randen, eller hvor randen fx har hjgrner, be-
handles pd samme made som randbetingelsen for det vridende moment i den linezere teori.

Herom henvises til (Nielsen & Rathkjen, 1981).
Under ovenstaende forudseetninger bliver arbejdet fra (5.50)

0(6Amn)
%) ow ds,

52W = f(dC“ﬁ + SA(nt)eV“bf)nade dsg +f <5V“na +

(5.52)
+f6A(nn)6-Q(t) dSO

Ved disse omskrivninger er bidraget fra det vridende moment i M, til arbejdet 52w omformet

SA(nt))
ds

til arbejdet fra eekvivalente forskydningskraefter X og arbejdet fra effektive skivekreefter

SA(nt)eV“bfnaa/g. Tilbage er kun bidraget fra det bajende moment 64,82 | SM,.

@nskes ogsa det farste led pa hgjre side i (5.52) angivet ved komposanter i n, t-systemet skri-

ves
8D(nn)n + 6D(nt)t = (6Caﬁ + 6A(nt)e”“bf)naaﬁ (5.53)
Ved skaleer multiplikation med n = n,a” fas

6A(nt)

SDmyn = (SC“Bnanﬁ + 5A(nt)e7’“b5nanﬁ = (SC“Bnanﬁ + R (5.54)
nt
Her er torsionen i n, t-systemet jf. formel (2.52) indfart.
1 1 b 0@

R, T ' e nen (5.55)

Ved skaleer multiplikation med t = e,,n”a* fas
_ apB a B _ ap 6A("t)
8Dty = €,86C Mo + §Apyet e, p by ngn? = €,56C*nenP — —— (5.56)

t

Her er krumningen i t-retningen indfgrt. Den kan beregnes vha. (2.49) hvor h, erstattes af ¢,
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1
7, = ¢ bpynany (5.57)

Benyttes betegnelserne

5C(nn) = 5C“ﬁnanﬁ (558)
0Cnp) = epB5C“ﬁnan" (5.59)
5V(n) =8V* U (560)

ses det at arbejdet kan skrives

SA 0A
o = 0~ ) s )

OB ‘ (5.61)
+f (SV(n) + T) owdsy + f 6Amn)00 dsg

Her er v, 0g dv() komposanter af §v i n, t-systemet, dvs.

8V = Svmyn + Syt = Svpaf (5.62)
Og dermed er

v, = n,6v(y) + e,,n v (5.63)
hvoraf

8V = Svg nf (5.64)

Sv(y = e"Fsvp n, (5.65)

Det bemzerkes at rotationerne 602,y og 612, derved kan udtrykkes ved éw, §v,, 0g év) pa

falgende made

a(ow ov ov
( )+ m (t))

80y = —( 55 TR, TR, (5.66)

80 = = (0(5:) + 5;:” + 6;:?) (5.67)
Starrelserne

L = bognnf

R, aB (5.68)

Ri og Ri er krumninger og torsion langs randen i n, t-systemet. Det bemazerkes at 512,y er be-
t nt

stemt nar éw, v, 0g 6v) kendes langs randen, mens 61, yderligere kreever angivelsen af
a(6w)

on
a(6w)

on '

. De veerdier af flytningerne pa randen, der kan foreskrives, er derfor §v ), v, w og
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5 Randbetingelser for naerliggende ligevaegtstilstande

5.3 Randbetingelser

Randbetingelserne for neerliggende ligeveegtstilstande kan nu formuleres ved at kreeve, at ar-
bejdet fra de pafarte kraefter og momenter pa randen 6N2‘n) - 6r og 61|712‘n) - 6Q er lig med arbej-
det fra kreefterne og momenterne for de indre kreefter pa randen. Bglgestregen benyttes til at

angive, at der er tale om péfarte starrelser.

Der betragtes nu to typiske tilfeelde. Et hvor der er tale om en dgdveegtsbelastning og et hvor

belastningerne falger det lokale randkoordinatsystem.

| det farste tilfeelde antages, at de pafarte kreefter og momenter beholder deres starrelse og ret-

ning, dvs. begge bidrag til arbejdet §2W er nul. Hvis §2W iflg. (5.61) skal vaere nul for enhver
a(dw)

veerdi af (S'U(n), 617@, ow 0og “on skal
0A

_ (nt) _

OCam — g = 0 (5.69)
5A(Tlt)

8C(nt) - Rt =0 (570)

0(6Ame))
Vimy + T’“ =0 (5.71)
8Ammy = 0 (5.72)

Starrelserne §Ceny, §Cineys Viny, 6Ame) 09 8A(my) bestemmes vha. formlerne hhv. (5.58), (5.59),
(5.60), (5.46) og (5.47).

| det andet tilfeelde antages de ydre kreefter og momenter at fglge n, t-systemet uden at aendre

stagrrelse. | n, t-systemet haves, idet de pafarte kreefter igen betegnes med bglgestreg
Ny = Nomyn + Niot + Qyas (5.73)
Myy = —Mippn + Moyt (5.74)

For at kunne beregne 6N ), nar 6N,y = 6N,y = 6Q(yy = 0 0g 8M{,), ndr §M¢,,,) = 6M¢,,) =0
ma 6n og &t kendes. Idet beregningerne falger samme fremgangsmade som ovenfor, anfgres

her kun resultatet der er
6n = —(6v% — bfdw)n.af + Seyn.a® — §6°n,a, (5.75)
8t = —ePr(5v% — bFéw)n,a, + e degyn a, — e®F56gn,a, (5.76)

Starrelsen 5¢(,,) er, som tidligere angivet, leengdetgjningen i n-retningen, dvs. deq,) = 6saﬁn“nﬁ,

jf. formel (4.12).
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Herefter kan 61V’(‘n) 0g Sﬂfn) beregnes vha. hhv. (5.73) og (5.74) og derneest arbejderne
81V’(‘n) - 6r og 6M’gn) - 602, der udtrykkes ved flytninger og rotationer i n, t-systemet. Endelig kree-
ves overensstemmelse med (5.61) for de enkelte komposanter. Formlerne bliver komplicerede

og vil ikke blive angivet her.

Endelig ma det beskrives hvorledes der tages hensyn til, at der langs en rand eller dele heraf
kan veere forskrevne veerdier af flytningerne. Med de ovenfor indfarte betegnelser geelder fal-

gende formler

6A(Tlt)
6D () = 6Cinny — R, (5.77)
5A(nt)
6D(nt) = SC(nt) - R (578)
Desuden indfgres betegnelserne
0(6Awmp)
8Fiuy = 8V +—— (5.79)

Disse formler kan bruges hvis der pa en rand foreskrives en eller flere af starrelserne §v ),
dv(y), 6w 0g %. Formel (5.77) til at bregne tilveeksten 8D, i normalkraften i n-retningen,
formel (5.78) til at beregne tilvaeksten 8D, i skiveforskydningskraften i t-retningen, formel
(5.79) til at beregne tilveeksten i den "effektive” forskydningskraft 6F,,y i skalnormalens retning

og endelig benyttes formel (5.80) til at beregne tilveeksten i det bgjende moment §G,,,) om t-

aksen.

| teorier, hvor der formuleres konstitutive ligninger for forskydningskreefter, kan der kraeves fuld
overensstemmelse mellem péaferte kreefter og momenter, og kraefter og momenter fra de indre
kreefter, se (Nielsen, 2004) afsnit 9. For nzerliggende ligevaegtstilstande bliver beregningen der-

for betydeligt enklere. Tilfeeldet vil ikke blive behandlet naermere her.

60



6 Konstitutive ligninger

| de fleste skalteorier benyttes meget simple konstitutive ligninger. De tages simpelthen fra ski-

6 Konstitutive ligninger

ve- og pladeteorien, dvs. indflydelsen af skallens krumning negligeres fuldsteendigt.

| det fglgende omtales kun lineserelastiske materialer.

De konstitutive ligninger i skive- og pladeteorien er behandlet i (Nielsen & Rathkjen, 1981). De

er simple eksakte lgsninger for homogene plane speendingstilstande for lineserelastiske mate-

rialer.

| dette afsnit vil de konstitutive ligninger for skiver og plader blive omskrevet til skalkonstruktio-

nens tensorkomponenter. Desuden vil deres anvendelse i stabilitetsteorien blive behandlet.

| dette afsnit vil betegnelser for flytnings- og deformationsstarrelser blive skrevet uden tilveekst-

tegnet §. Forbindelsen til de hidtil anvendte betegnelser knyttes i afsnit 8.2.

6.1 Konstitutive ligninger i lineaer skalteori

6.1.1 Pladevirkning

Betragt (3.18) i udskrevet form

My = eg;M*Pnza* = e,(M™n a? + M*'nya* — M*?n,a* — M**n,at)

Formlen giver momentet pr. laengdeenhed i et snit med den udadrettede enhedsnormal

n =n%a, = n,a%, altsa

n= n;a' + n,a®

a; =a’'=e;

X; =X

Xz =X°

a, =a’=e;

as l oM X, =x!
;5M11
SM7)
{oma=sm
Xz =X

Figur 6.1 — Bgjende og vridende momenter i en plade

(6.1)

(6.2)

Figur 6.1, til venstre, viser basisvektorerne i et retvinklet koordinatsystem. Her er a;, = a* = e,

og a, = a? = e, hvor e, og e, er enhedsvektorer i hhv. x1- og x2-aksens retning. Hermed bliver

Aap = Bqp, a%F = 6%F og determinanten a = 1.
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| Figur 6.1, til hgjre, vises positive vaerdier af momentkomposanterne i snit med hhv. x!- og x2-

aksen som udadgaende normaler.

| formel (6.1) og (6.2) geelder det, at for snittet vinkelret pa x!-aksen er n, = 1 og n, = 0 og for
snittet vinkelret p& x2—aksen er n, = 0 og n, = 1. Desuden geelder det, at M*# er symmetrisk,
som det blev antaget i afsnit 3.2, og at e;, = 1. | det betragtede koordinatsystem forsvinder lige-

ledes forskellen mellem kovariante, blandede og kontravariante komponenter af M*#, dvs.
M = Mf = Mg (6.3)

Deformationsstgrrelserne svarende til M*# er den asymmetriske bgjningstensor kqg, sOm iden
lineaere teori er defineret ved som formel (4.34). At M*# og kqp haenger natuligt sammen vil bli-

ve beskrevet naermere i afsnit 7, hvor det indre virtuelle arbejde omtales.

For en plade i x!, x2-systemet som defineret ovenfor, bliver deformationsstarrelserne den sym-

metriske bgjningstensor k,z. Udtrykt ved flytningerne jf. de til (4.35) og (4.20) analoge formler

kan bgjningstensoren skrives, idet b}, = 0 for plader og skiver

0%w

Kap = — 9x*9xP (6.4)
Her er w naturligves flytningen af pladen vinkelret pa pladens midterflade regnet positiv i as-
retningen, som er bestemt ved retningen af a; X a, = e; X e,.
De konstitutive ligninger bliver, se ovennaevnte henvisninger

Eh3

1 = My —vMy, (6.5)

Eh3

g K2 = M, —vMy,y (6.6)

Eh®

1z 2 = (1+v)My, (6.7)

3
Her er h pladetykkelsen og % er derfor inertimomentet pr. leengdeenhed, E er elasticitetsmodu-

let for treek og tryk og v er Poissons forhold.

Disse ligninger kan ogsa skrives

Eh?
1p = (L +vIMy; —v(Myy — My,) (6.8)
Eh®
?Kzz = (1 +v)My; —v(My — My,) (6.9)
ER3
1z 2 = (1+v)My, (6.10)
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6 Konstitutive ligninger

der, som let eftervises, kan skrives pa den korte form

Eh3
?Kaﬁ = (1 + v)daPSﬁ#MP” - V(Saﬁ(spuMp# (611)

Udnyttes at en tensorligning har samme form i ethvert koordinatsystem kan der uden yderligere

beregninger sluttes, at de konstitutive ligninger i et vilkarligt u*, u?-system er

Eh3
Exaﬁ = (1 +v)agpag,MP* —vaypa,, MP* (6.12)

som kan omskrives til fglgende simple form

Eh® 0
=7 Kap = 1+ v)Mpp —vagepM, (6.13)
De omvendte relationer, alts& M,z som funktion af k,z, findes ved farst at bestemme rcg =
afk,, vha. (6.13), hvorefter ligningerne kan lgses mht. M. Derved findes
_ ER® v o
Mas = o+ v) (kap + 7= 9a) (614)

6.1.2  Skivevirkning
De konstitutive ligninger for skivekraefter og tilhgrende deformationer bliver en sammenhaeng
mellem N%# og tgjningstensoren Eap-

| det ovenfor introducerede x!, x2-system bliver denne sammenhaeng identisk med ligningerne
for plan spaendingstilstand, da det her kun er den symmetriske del, S*#, af N*# som giver veer-
dier forskellige fra nul. Jf. (3.31) ses, at den asymmetriske del, F%#, af N%f er lig med nul, da
bl = 0.

Kraften pr. leengdeenhed fra S%# i et vilkarligt snit med den udadrettede enhedsnormal n kan

bestemmes vha. (3.12), dvs.
Ny = N%ngas = S%n,ap = S''nya, + S%'nya, + S*%nya, + S¥n,a, (6.15)

Kreefterne pr. leengdeenhed pa et snit hhv. vinkelret pd x*- og x2-aksen og med disse akser

som udadgéende normal er vist i Figur 6.2.
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as | S? X
; g2
__>SZZ= g2
g2
Xz

Figur 6.2 — Skivekreefter
| analogi med (6.3) haves for en skive
S = S§ = Sqp (6.16)

Komponenterne til tgjningstensoren bliver iflg. (4.13)

_ oy
&1 =57 (6.17)
_ 0y,
€2 =52 (6.18)
_ 1 (61;1 6172)
G2 = E1 = o \Gx2 T At (6.19)
Her er v, og v, flytninger i hhv. x!- og x2-aksens retning.
De konstitutive ligninger bliver
Ehell = Sll - VSZZ (620)
Ehgzz = 522 - VS]_]_ (621)
Ehglz = (1 + V)512 (622)
Fortsaettes som ovenfor vedr. momenterne, findes at de konstitutive ligninger kan skrives
Ehegg = (1+V)Sep — vagsSy (6.23)
De omvendte relationer bliver
Eh v
59 = — (eap + — Qupel) (6.24)

Nar de konstitutive ligninger i (6.14) og (6.24), eller tilsvarende, anvendes pa en skalkonstrukti-
on begas der fejl. Betragtes fx tilfeeldet ren bgjning af en skal, der kun er krum i én retning, bli-
ver tgjningsfordelingen ganske vist plan, se fx (Nielsen, et al., 1977), afsnit 3.10, men spaen-
dingsfordelingen bliver ikke plan, og der vil veere forleengelser eller forkortelser i skalmidterfla-
den. Videre geelder det, at belastningstilfeeldet med normalkreefter alene ikke kan betragtes iso-

leret, da der ikke vil veere ligeveegt.
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Nar de ovenfor beskrevne ukoblede ligninger alligevel giver brugbare resultater, skyldes det,
som naermere beskrevet i (Nielsen, 2004), at hvis sterre ngjagtighed @nskes, ma ikke alene de
ovenfor udviklede ligninger forbedres, men samtidigt ma virkningen af forskydningskraefterne og

normalspaendingerne i skalnormalens retning medtages.

Vedr. hensyntagen til forskydningskraefternes virkning henvises til (Nielsen, 2004), afsnit 9 og
11.1.

6.2 Konstitutive ligninger i stabilitetsteori for skalkonstruktioner
| stabilitetsteori er der, som det fremgar af det foregaende, brug for at kunne udregne sndringer

af snitkraefterne som funktion af eendringer af deformationerne.

Med en skalteori for store deformationer ville det i princippet vaere enkelt at beregne aendringer-
ne i snitkraefterne. Imidlertid haves en sadan generel teori ikke til radighed, og en simplere

fremgangsmade méa anvendes.

Ligningerne (6.14) og (6.24) kan skrives pé fglgende form

B Eh3

T 12(1+v)
Eh

v
B B B Y
M* (a“"a Hipu + 1 _va“ Ky) (6.25)

S =

(aapaﬁu e
v

v
ot ) (6.26)

Vedr. anvendelser i stabilitetsteorien vendes nu tilbage til de i det foregdende benyttede beteg-
nelser, dvs. g,5 09 kqp eller kqp @@ndres til 5e,p 0g Skqp eller 5k, . Betegnelserne for flytnin-

gerne v%, v, og w andres til 5v%, 6v, og dw og der foretages andre analoge s&ndringer.

Der ggres nu den simple antagelse, at ligningerne (6.25) og (6.26) kan benyttes til at beregne
gendringerne 6Mf‘ﬁ og 65*“3, dvs. aendringerne i de transformerede snitkreefter. | venstresiden
indseettes (SMf‘B og 6Sf’ﬁ og i hgjresiderne erstattes ¢, 09 k5 Mmed hhv. §e,5 09 5k,p. Herved

fas
Eh3 v
aB _ 14
SM*F = 2T 7) (a"‘paﬁf‘ Sicou + 7 Va"‘ﬁ 5Ky) (6.27)
Eh v
B _
88 = ey (a""’aﬁ” Seou + 7= Va“ﬁ 65},’) (6.28)

Deformationssterrelserne 6k, og §¢,, er deformationerne malt ud fra den tilstand, hvis stabili-

tet gnskes bestemt.

Det bemaerkes, at disse ligninger ikke ville vaere korrekte for et lineaerelastisk materiale, der fal-
ger formlerne af typen (6.14) og (6.24) for vilkarligt store deformationer, idet det ville veere de

metriske tensorer i referencetilstanden, der skal benyttes og ikke som i (6.27) og (6.28), hvor
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det er de metriske tensorer i den tilstand, hvis stabilitet gnskes undersggt, der indgar. Ved prak-
tisk anvendelse vil det dog ofte veere ungdvendigt at skelne mellem de metriske tensorer i refe-

rencetilstanden og i den tilstand hvis stabilitet gnsket bestemt.
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7 Stabilitetsteori - Energimetoden

Alternativt til ligeveegtsmetoden kan energimetoden benyttes. Her behandles stabilitetsproble-
met ved at betragte energiforholdene ved sendring af ligeveegtstilstanden i stedet for at betragte
neerliggende ligeveegtstilstande. De to metoder er aekvivalente, hvilket omtales naermere i det

falgende.

Den grundlaeggende teori for energimetoden blev kort behandlet i indledningen, derudover hen-

vises til (Nielsen, 1976).

7.1 Stabilitetskriteriet
Statiske og geometriske stgrrelser, der er valgt og beskrevet i de forgaende afsnit til at karakte-
risere hhv. spaendings- og deformationstilstanden i en skalkonstruktionen, tillader formuleringen

af det virtuelle arbejdes princip.

7.1.1  Virtuelle arbejdes princip

Der betragtes en ligeveegtstilstand, hvis stabilitet anskes undersggt. Denne ligevaegtstilstand er
bestemt ved de indre kreefter N*#, Q% og M*#, som sammen med belastningsstarrelserne p* og
p3opfylder ligevaegtsbetingelserne (3.25) - (3.28). Derudover forudszettes det, at de statiske
randbetingelser er opfyldt.

Betragt dernaest en virtuel flytningstilstand karakteriseret ved en flytning 8r. Flytningstilstanden
er vilkarlig men skal naturligvis passe til skalkonstruktionens understatningsbetingelser. De her-
til hgrende deformationsstarrelser er tgjningstensoren d¢,z, 0g bgjningstensoren 5k, g, der har

den symmetriske del §k,z. Der geelder fglgende
O08ap =3 0aqp =5 (8Vpq + 6ap) — bapdw
Skap = 8654 — bl Swg,
ke = 5(8kap + Okpa) = 5(804,5 + 6654) — 3 bhdwg, — 3 b dwg,
Rotationen af normalen a; er givet ved rotationsvektoren, 62 = e“*§6,a,, se (4.22).

At det indre og ydre virtuelle arbejde er lig med hinanden kan vises ved at antage, at det indre

arbejde pr. enhedsareal kan udtrykkes ved
N“ﬁé‘gaﬁ +Maﬁ(5‘kaﬁ (71)

Det indre virtuelle arbejde findes ved at integrere over hele skallens midterflade, som derefter
ved en raekke omskrivninger og ved anvendelse af ligevaegtsligninger og Gauss’ integralsaet-

ning kan vises at veere lig med det ydre virtuelle arbejde.
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Dette er vist i (Nielsen, 2004). Det virtuelle arbejdes princip kan skrives

f (M 6kyp + N Seyp)dF =
F

(7.2)
f p3sw dF+f pP v dF+f M §56,n, ds+f N 5vgn, ds+J QPngdw ds
F F S S S

Pa venstre side integreres der, som naevnt, over hele skallen midterflade F. P& hgjre side inte-
greres der i de to fgrste led igen over midterfladen, mens der i de tre sidste led integreres langs
randen S, som har den udadrettede enhedsnormal n. Stgrrelsen n, er de kovariante komponen-

ter af n.

Det bemaerkes, at starrelserne af snitkreefter er uafhaengige af flytnings- og deformationsster-
relserne. Dette betyder, at flytningsstarrelserne og dertil hgrende deformationsstgrrelser ikke
ngdvendigvis behgver at vaere de deformationsstarrelser, der fremkommer ved de snitkreefter,

som indseettes i (7.2).

Yderligere ses det, at N“ﬁ&saﬁ kan erstattes med 5“56504;, da §e,p €r symmetrisk. Er MeB

symmetrisk, kan M*# 5k, erstattes med M*# 8k 5.
Vha. formlerne for Ny, M), p 0og ér, dvs

Ny = N*¥ngag + Q“nya,

My = epyM*ng a?

P =p“a, +p’a;

or = dv®a, + dwa; = dv,a® + Swas,
samt formel (4.22) for §2 kan (7.2) omskrives til

f (M 8kyp + N Se,g)dF =f p-ordF +f (M@ - 6Q + N,y - 81)ds (7.3)
F F S

For at udlede stabilitetskriteriet for en skalkonstruktion benyttes det virtuelle arbejdes princip

med indfgrelse af de transformerede snitkraefter som beskrevet i afsnit 4.2.1, og ved indfgrelse
af den transformerede randkraft N,,, og det transformerede randmoment M ,,, bestemt ved

. ds

Now =New 7o (7.4)
. ds

My = Ma 5o (7.5)

Her er ds buelaengden langs, randen og ds, er den tilsvarende veerdi i referencetilstanden.
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Formel (7.2) kan da skrives

(M Skog + N e ,5)dF, =

Fo

(7.6)
J- p36w dF, + f pf&;ﬁ dF, + | M*s56,n, ds, + f N*aﬁtﬁvﬁna dsy + anﬁé'w ds,
Fo Fo So So So
Her er arealelementet i referencetilstande betegnet med dF, = \/a_odulduz.
Tilsvarende kan formel (7.3) skrives
] (M Skop + NP Se,5)dFy = jp p. - O6r dFy + L (M) - 69 + N,y - 67)ds, 7.7)
0 0 0

| stedet for som ovenfor at betragte en enkelt ligevaegtstilstand og pafere denne en virtuel de-
formation, betragtes en kontinuert reekke af ligevaegtstilstande. Disse ligeveegtstilstande kan
frembringes ved fx at lade stedvektoren r vaere en funktion af en parameter, eksempelvis tiden
t, som beskrevet i indledningen af afhandlingen. En anden mulighed for at frembringe en fglge
af ligevaegtstilstande er, at de enkelte ligevaegtstilstande sendres ved trinvis at pafgre en infini-

tesimal flytning &r. For hvert 6r beregnes deformationsstarrelserne 8¢, 0g 5k, vha. ovensta-

ende formler.

Betegnelserne Ae,; 0g Ak, benyttes for den samlede veerdi. Dvs. at for fgrstnaevnte metode il
opstilling af en reekke ligeveegtsligninger findes Ae,z 0g Ak, ved integration mht. tiden. For

sidstnaevnte metode findes Ae,p 0g Ak, ved at summere e, 0g 6k, Svarende de enkelte

bidrag.

7.1.2 Stabilitet
Betragt nu en ligeveegtstilstand med snitkraefterne Mf‘ﬁ og N*“B og med den ydre belastning pa
skallens midterflade p, samt randpavirkningerne karakteriseret ved momenterne M, og kreef-

terne N,,.

Betragt dernaest en aendring af denne ligevaegtstilstand svarende til en infinitesimal flytning .
Til denne aendring hgrer rotationen 62. ZAndringen af ligevaegtstilstanden kan ske ved at tilfgje
visse ydre kreefter pa skallens midterflade og momenter og kreefter pa randen. Arbejdet de tilfa-

jede momenter og kreefter skal udfgre betegnes §4 og er bestemt ved

SA= | (M 8kop + N Senp)dFy — J p. - O6r dF, — j (M) - 62 + N,y - 67)ds, (7.8)
Fo 50

Fo

Hvis en fuldstaendig ikke-lineaer skalteori for konservative ydre kraefter var til radighed ville A
veere den potentielle energi og 54 den farste variation af den potentielle energi. Farste led pa

hgjre side ville veere den fgrste variation af den elastiske energi mens de to sidste led fratraek-
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ker det arbejde, som belastning og de givhe randmomenter og randkreefter ville udfgre ved den

paferte deformation.

Imidlertid haves ikke en fuldstaendig ikke-lineaer skalteori til radighed, og §4 ma derfor bestem-
mes vha. de definitioner mv., der er indfert i de foregdende afsnit. | stedet for den farste variati-
on af den elastiske energi optraeder derfor i (7.8) det indre arbejde, som M** og N** udferer

ved deformationsstarrelserne 5k, 0g §eqp, der svarer til den pafarte deformation. Snitkreefter-

ne M* og N** ma naturligvis forestilles at veere bestemt svarende til en forudgdende deforma-
tion og er altsa ikke snitkraefter fremkaldt af deformationerne 8kap 00 8eqp-

Af (7.7) fremgar, at 54 = 0, dvs. fersteordensbidraget til det arbejde der skal udfgres for, at de-
formere skalkonstruktionen yderligere er nul, nar det drejer sig om en ligeveegtstilstand. Arbej-

der er derfor bestemt af hgjereordens bidrag.

Der gares nu den vigtige forudseetning, at §p. = §M(,,) = 6N, = 0, der svarer til at belastnin-

gen og randpdavirkningerne bevarer deres retning og stgrrelse. Variationen af anden orden

8§24 = §(6A) beregnet vha. (7.8) bliver under disse forudsaetninger bestemt ved

524 = f (M Skog + SN 8605 + MPP 62k + NP 62¢,5)dF, (7.9)
F,

0

idet bidragene fra belastningerne pa skallen og dens rand udgar.

En ligeveegtstilstand kaldes stabil, hvis det arbejde, som skal udfgres for at fare konstruktionen
til en vilkarlig naerliggende ligeveegtstilstand, er positivt. Dette er den sdkaldte statiske definition
af en stabil ligevaegtstilstand. Det findes ogsa en dynamisk definition, som ikke vil blive omtalt

her.
En tilstreekkelig betingelse for, at en ligevaegtstilstand er stabil, er at

524> 0 (7.10)

for enhver geometrisk mulig infinitesimal flytning ér. Betingelsen er ikke ngdvendig, idet det kan
ske, at 524 = 0, hvorfor hgjere ordens bidrag ma udregnes for at afgare, om ligeveegtstilstan-
den er stabil. Disse forhold vil ikke blive kommenteret naermere her. Ligeledes bemeerkes, at

den variationsregning som benyttes her (svage variationer) ikke altid er tilstraekkelig.

For at kunne beregne leddene i (7.9) ma bl.a. SMfB og SN*“B kendes. Hertil antages at de kon-
stitutive ligninger i (6.27) og (6.28) geelder. Derudover indgar den anden variation af hhv. bgj-

ningstensoren og tgjningstensoren, som ma bestemmes.
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Da §M“F er symmetrisk kan §M*# §k 5 erstattes med 6M* 5k, 0g da S,y er fodt symmetrisk,
kan §N*f 8, erstattes af 5S*# 5¢,5. Vha. de konstitutive ligninger findes dermed

SMP §1cop + 57 Sy

Eh3 v Eh v
—— " (gerqPr ap §.Y ap ,Bu aB sc¥
12(1+v)(a a 5"pu+1_va 5Ky)5kaﬁ+1+v(a a 6spu+1_ a 6ey)6£a5 (7.11)
_ (850816 + —— 80K ) + o (86P1 By, + o 5220])
T 1201 vy \O Mo T T OKadley ) T T 08T 08 T T 08a 08y

Variationerne 8%k, 0g 6%, beregnes vha. formlerne udviklet i de tidligere afsnit.

Fra formel (4.33) haves

2(6P)

e™8kgy = —F v (7.12)
Multipliceres med e, fs
au _ 2(6D) 4
e ewdkﬁa = eyu W - a (713)

Da e%e,, = &y, jf. formel (2.35) og da a; x a, = ¢, a* f. formel (2.40), fas falgende farste va-

riation af bgjningstensoren
2(6d)
Skgy = — 75 (as x @) (7.14)
Med dette udtryk kan 6%k, beregnes. Efter nogen regning findes
8%kg, = 60 36w,q — b[;ep,leww‘deﬂ + 6kﬁ5(6qf, — bfdw) (7.15)
Iflg. formlerne (4.7) og (4.13) haves
1 1
Seqp = E(S‘aaﬁ = E((Saa ag+a, - Sap) (7.16)
der fgrer til at den anden variation af tgjningstensoren kan skrives
2 1 2
) Sa,B = 25 aaﬁ = Saa . 6(13 (717)

Vha. denne formel fas efter nogen regning

5eys = a(6w) a(6w) a(6w) bl 6(6w)> 5,

ou® QJub ou® “ oub

—(BypOV: + byaOV), )OW + by b (SW)? + bl bASv,5v;

+ 517%“51;; + (b[’}
(7.18)

Herved er samtlige led i (7.9) er bestemt.

Til de enkelte led i (7.9) tilfgjes fglgende uddybende kommentarer.
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Leddene 6Mf‘ﬁ<$kaﬁ = 6Mf‘ﬁ51caﬁ og 5Nf‘ﬁ6saﬁ = 6Sfﬁ6£a5 er bundet sammen via de konstituti-
ve ligninger. De beskriver andenordens tillaegget til den elastiske energi. Deres fysiske betyd-
ning kan forstas ved at se pa Hookes lov for en enakset traekspaending o som funktion af en
leengdetgjning €, hvor ¢ = Ee¢. En tilveekst é¢ giver en tilvaekst §o = Ede. Den elastiske energi
pr. volumenenhed svarer til arealet under kurven for ¢ som funktion af ¢. Tilveeksten i energi,
nar ¢ far en tilvaekst 8¢, bliver derfor det skraverede areal i Figur 7.1, svarende til i&rds. De
naevnte led i (7.9) kan pa tilsvarende made vises at vaere det dobbelte af andenordens tilvaek-

sterne i elastisk energi.

Figur 7.1 — Andenordens bidrag til tilveekst i elastisk energi

Vedr. bestemmelse af elastisk energi i fleraksede tilfeelde henvises til allerede naevnte referen-
cer.
Betragt dernaest leddene i (7.9) med formen Nf‘ﬁcheaB. Nér (7.9) anvendes pa en plade med

a(8w) (5w)
ou® ouB’

udbgjningen éw pa tveers, fas i (7.17) kun bidrag fra leddene hvilket netop er de led,

der optraeder i Bryans ligning, se (Bryan, 1891).

7.2 Bestemmelse af kritisk belastning vha. stabilitetskriteriet
| det falgende vil det blive beskrevet hvordan der er muligt med energimetoden at finde green-
seveerdier og tilneermerede Igsninger, hvilket kan veere meget simplere end at finde eksakte

lgsninger.
Stabilitetskriteriet i (7.10), §4 > 0, skrives ofte pa formen
P=62A:P1_P2>0 (7.19)

hvor, jf. formel (7.9),

Py= | (M 6iup + 657 8e,p)dF, (7.20)

Fo

Py=— | (MP8%k,5 + S 62e,5)dF, (7.21)

Fo
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lgen indfares Sk,p = %(6kaﬁ + 8k, ) i stedet for 5k, 0g S7¥ i stedet for N*¥.

Er P, > P, for enhver geometrisk mulig flytningstilstand, haves en stabil ligeveegtstilstand. Er
P, = P, for en eller flere geometriske flytningstilstande ma hgjerordens led inddrages for at af-
gare om ligeveegtstilstanden er stabil. Er P; < P, for mindst én mulig geometrisk flytningstilstand

er ligevaegtstilstanden ustabil.

Da leddene af typen SMf‘ﬂSkaﬁ = 5Mf‘ﬁ5rcaﬁ og SN*“B&O,B = 553’365“,; i (7.20) og dermed P,
altid er positive eller nul og kun nul nér deformationsstarrelserne &i,z 0g de,p er nul (positive
definitte starrelser) skal P, veere positiv for at fa P < 0 og dermed en ustabil ligeveegtstilstand.
Dette kan fx ske ved at Sf‘ﬁ repraesenterer en spaendingstilstand med trykkreefter. Trykkraefter i

konstruktioner er som bekendt den mest almindelige grund til instabilitet.

En praktisk anvendelse af stabilitetskriteriet er det tilfeelde, hvor spsendingstilstanden hvis stabi-
litet gnskes undersggt kan regnes proportional med én parameter n > 0. Denne forudsaetning
kan ofte regnes opfyldt i det omrade af n, hvor konstruktionen er stabil og hvor de flytninger
konstruktionen far ved voksende veerdier af n er sm4, dvs. at den lineaere teori geelder med god

tilneermelse.

Betragtes en spaendingstilstand i udgangssituationen med Mf‘ﬁ = anif og N*“B = nSfﬁf . Be-
meerk at for passende sma veerdier af n er P > 0, idet P, > 0, nar den betragtede geometriske

mulige flytningstilstand har flytningsstarrelser # 0. | dette tilfselde kan stabilitetskriteriet skrives

Eh3 v Eh v
P= X —(61{"“6ka T SKgoK )+m(6£p”6£pu T 8edse] ) dF,

12(1+v)
(7.22)
(M B(Szkaﬁ + Saﬁazfaﬁ)dFo >0
Fo
eller
E a

fFO 12(1+ ) 5K 5Kp#+1 6Ka51c) Ty (58 6£p#+1 650,68 dFy

(7.23)

- I (M“ﬁszxa,; + 5% 52¢,5)dF,

Kvotienten pa hgjresiden er analog til Rayleighs brak introduceret til lgsning af egenveerdipro-
blemer i svingningsteorien, se fx (Bazant & Cedolin, 1991). Dette betyder, at kvotienten er en

gvreveerdi.
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Dette betyder, at hvis der indsaettes en vilkarlig sk@nnet geometrisk mulig flytningstilstand i hgj-
residen af (7.23), som giver veerdien n, vil en infinitesimal forggelse af den til n, svarende be-

lastning med sikkerhed ggre konstruktionen ustabil.

Den mindste veerdi af kvotienten pa hgje side af (7.23) kan bestemmes ved variationsregnin-
gens metoder. Findes en Igsning til variationsproblemet og er kvotientens veerdi < 1 er lige-
veegtstilstanden ustabil, idet P < 0. Ligeveegtstilstanden er stabil, hvis den mindste veerdi af kvo-

tienten er > 1.

Er den mindste veerdi af kvotienten 1, er P = 0 og hgjerordens led ma medtages. Fra et praktisk
synspunkt er der dog ingen grund til at udfare en sddan undersggelse, da en nok sa lille for-
ggelse af belastningen vil medfare, at ligeveegtstilstanden bliver ustabil. En belastning der giver

at kvotienten pa hgijre siden af (7.23) bliver 1 og altsd P = 0 kaldes en kritisk belastning.

Tilneermede veerdier af den kritiske belastning kan bestemmes ved at sk@nne en geometrisk
mulig flytningstilstand, der er en funktion af nogle frie parametre. Derefter bestemmes den
mindste veerdi af kvotienten pa hgijre side i (7.23) ved at minimere mht. til de frie parametre
hvorved det bedste resultat, der kan opnas vha. den skennede geometrisk mulige flytningstil-

stand findes.

Undersgges det om der for en belastning, karakteriseret ved parameteren n, findes neerliggen-
de ligeveegtslgsninger uden at belastningen aendres, geelder det, at den mindste veerdi af
1N = N for hvilken ligeveegtsligningerne og randbetingelserne i en naboligevaegtstilstand er

opfyldte er den samme veerdi, som findes ved at minimere kvotienten pa hgje side i (7.23).

Beviset for denne saetning vil ikke blive givet her. Der henvises til (Nielsen, 1968), hvor beviset

er gennemfart for den gennerelle tredimensionale teori.

74



8 Tilnaermet ikke-lineaer teori, imperfekte skaller

8 Tilnaermet ikke-lineeer teori, imperfekte skaller
Da baereevnen af skalkonstruktioner, som tidligere negevnt, ofte er steerkt afheengig af imperfek-
tioner i form af geometriske afvigelser mellem den forudsatte perfekte form og den virkelige

form, kan den i det foregdende udviklede klassiske stabilitetsteori ofte ikke benyttes i praksis.

En korrekt behandling under hensyntagen til imperfektioner kraever, at der haves en fuldsteendig
ikke-linezer teori til radighed. Et eksempel p& en sddanne er udviklet af Sanders (Sanders,

1963). Den er kort omtalt i (Nielsen, 2004), se afsnit 10.

Korrekte teorier farer til ekstremt komplicerede beregninger. Dertil kommer at der kun sjeeldent
er kendskab til den virkelige skalform. Derfor ma man ofte ngjes med at anvende en tilneermet
teori, der kun medtager de allervigtigste virkninger. En sddan tilnsermet teori er beskrevet kort i
det falgende. Teorien er en videreudvikling af den i det foregaende beskrevne linesere teori og

linezere stabilitetsteori.

8.1 Tilnaermet ikke-lineaer teori
Den i det falgende formulerede ikke-linegere teori er analog til den klassiske behandling af sgj-

ler, bjeelkesgijler, skiver og plader.

En neerliggende forudseetning kan veere at regne sammenhaengen mellem flytnings- og defor-
mationsterrelser bestemt af den lineaere teori. Her forudszettes sma flytninger. Det betyder, at
flytningsgradienterne og rotationerne er sma, saledes at kvadratiske led i form af produkter der

indeholder flytningsgradienter og rotationer kan negligeres.

En sadan teori, vil imidlertid kun give korrekte resultater, hvis flytningerne pa tveers er meget

mindre end skaltykkelsen, analogt med hvad der geelder i de fleste pladeteorier.

| skalteorien haves ofte udbgjninger pa tveers, der er af samme stgrrelsesorden som skaltykkel-

sen eller mere. | s& fald ma andenordensled medtages. Dette ggres ved til de linezere led at
medtage ledende hhv. ldzkaﬁ og lézsaﬁ, se formel (7.15) og (7.18). Herved fas de samlede
2 2

tilveekster fra farste- og andenordensled

1

Agop = Seqp + Edzsaﬁ (8.1)
1 2

Akaﬁ = SKaB + 55 Kap (8.2)

a(sw) a(Sw)

Ofte er det kun ngdvendigt at medtage leddet e ouF

i (7.18) mens alle led i %k, i (7.15)

negligeres. Dette er bl.a. i overensstemmelse med (Fligge, 1973).
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Som konstitutive ligninger for et linezerelastisk materiale benyttes (6.27) og (6.28), idet Ag,; 0g
Akqp nu indseettes. Herved bliver

3

Eh v
B _ =7 (qapgBu ab Ax?
oM, 20+ (a at Ak, + 1= Va Aicy) (8.3)
Eh v
af _ 14
85 = 7 - (a”‘pam‘ Agpy + 17 va“ﬁ Asy) (8.4)

Den snitkrafttilstand der bestemmes vha. lineaer teori, hvor ligeveegtsligningerne og statiske
randbetingelser opstilles uden hensyntagen til deformationerne, betegnes med et indeks 0. Bgj-
ningsmomenterne betegnes derfor Mf‘g, normalkreefterne Nf‘f, forskydningskraefterne Q%, osv.
De flytninger og deformationer der bestemmes vha. lineaer teori, og som svarer til snitkraefterne

med indeks 0 negligeres i de falgende beregninger.

8.2 Imperfektioner

Herefter antages at den iht. lineger teori beregnede skalkonstruktion undergéar en flytnings- og
deformationstilstand. Flytningerne opdeles i to bidrag, ét bidrag der betegnes med indeks imp,
som nu svarer til skallens imperfektion, og ét bidrag der beskriver de flytninger, som skallen far

ud over imperfektionerne. Dette bidrag betegnes med indeks til. Altsa
SV = 6V, + 0V W = Wiy, + Sy (8.5)

Ideen i tilneermelsesberegningen er nu den, at stgrrelser som i det foregaende blev betegnet
som 6Mf‘ﬁ , SN*“B mv. beregnes vha. de konstitutive ligninger med deformationsstarrelser sva-
rende til flytningerne §vg; og dwy;;, dvs. flytningerne ud over imperfektionerne. Ligeveegten i den
deformerede tilstand svarende til flytningerne 6v® = §vf,, + 6vg;; 09 6w = Wiy, + Swy;, beskri-
ves tilnaermet vha. ligevaegtsligningerne for en naerliggende ligeveegtstilstand, formel (4.76) og
(4.77), samt randbetingelserne, formel (5.69) til (5.72). De flytningssterrelser der indgar i disse
ligninger beregnes naturligvis for flytningerne 6v* = vy, + 8vg;; 09 6w = Wiy, + dwy;,. De

snitkraftstgrrelser der indgar i disse ligninger seettes lig med Mf‘g, N*“g, o OSV.
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| det fglgende gives, pa baggrund af ovenstdende udledninger, en behandling af stabilitetsbe-
stemmelse for den cirkuleere cylinderskal. Cylinderskallen antages at have en konstant tykkel-
se, h, og at veere udfart af et homogent og isotropt, lineaerelastisk materiale med elasticitetsko-
efficienten E og Poissons forhold v. Cylinderen har radius R, malt til skalmidterfladen, og laeeng-
den, L.

Skallen antages kun at veere belastet i leengderetningen med en dgdveaegt P, som beholder sin
stgrrelse og retning. Lasten antages at veere jeevnt fordelt tryk saledes at normalkraften pr.

leengdeenhed og normalspaendingen dermed bliver
N = & 5 =

*  2mR *xT (9.1)
Skallen vil dels blive undersggt for farsteordens flytninger og dels andenordens flytninger, hvor
ogsa imperfektioner medtages. Dermed vil den udledte teori blive testet imod den klassiske li-
neaere kritiske last samt dens evne til at handtere geometriske imperfektioner ved en ikke-
linezer beregning. Alle beregninger vil blive gjort for et lineserelastisk materiale, og der vil derfor

ikke blive taget hensyn til plasticitet.

Af ligevaegtsligningerne i nabotilstanden, som udviklet i afsnit 4, fremgar det at andenordens ef-
fekter af formen Nu indgar. Dette vil naturligvis tydeligere fremga, nér disse ligninger udskrives
for det aktuelle tilfzelde. Nar betegnelsen "linezer” bruges i det fglgende, er det i betydning for-
klaret i afsnit 1.3.

| det fglgende vil der ikke blive taget hensyn til fgr-foldnings deformationer, som for den geome-
trisk perfekte cylinderskal vil opsta neer randene. | normale konstruktioner og ved forsgg er skal-
lens ender forbundet til relativt stive endeplader, og aksesymmetriske bgjningsdeformationer vil
opsta neer skallens rande, nar den belastes aksialt, se Figur 9.1. Nar der ses bort fra for-
foldnings deformationer vil arbejdslinjen for den perfekte skal vil vaere ret op til bifurkationspunk-
tet.

Denne made at betragte en cylinderskal p& vil veere rigtig for uendelig lange slanke skaller med
friktionslgse understgtninger, og hvis Poisson-forholdet er lig med nul. Der henvises fx til

(Yamaki, 1984), hvor en udfarlig undersggelse er udfart.

Fer-foldnings deformationer tages heller ikke i regning, nar imperfektionernes betydning under-
sgges. Saledes er den skal som undersgges mht. imperfektioner, den samme skal som under-

sgges for lineaere flytninger, se Figur 9.1, naturligvis med et tilleeg for imperfektioner, se afsnit 8.
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P P
¥ AL iz N *
| AR
| H-
R | |
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L< $< \l—l‘ §<
P P

Figur 9.1 — Aksialt belastet cirkulaer cylinder. Tv. Ubelastet cylinderskal. Mf. Deformationer pga.

Poissons forhold. Th. Skal som undersgges mht. stabilitet

For randbetingelserne veelges et saet, som leder til det den klassiske kritiske aksiale belastning,
se (1.17). Disse svarer til fastholdelse mod flytninger i tangentretningen og i radialretningen i
begge ender og naturligvis fastholdelse mod aksiale flytninger i den modsatte ende af skallen
ift. den pafarte belastning. Med randbetingelser forstas her de fastholdelser, som kraeves efter

far-foldnings deformationerne.

For at finde den "rigtige” skal ma der strengt taget regnes tilbage, nar en lgsning til ligningerne
er fundet. Starrelserne AL og AR (numeriske sta@rrelser) betegner aendringerne i hhv. L, og Ry
ved aksialsammentrykning af skallen. Idet L = L, — AL, 0 = O + AO © R = Rz + AR, hvor O

betegner omkredsen fas

AL - XLR - LR ~ 05 LR
AR - XRR ~ O 182 LR
ve ) _l f— (9_3)

hvor ¢, og g, her betyder de numeriske veerdier af hhv. tgjning og normalspaending.

1 (9.2) og (9.3) er den klassiske kritiske elastiske spaending fra (1.17) indfart, og v er valgt til 0,3.
Det ses altsa tydeligt, at sa leenge h/R forholdet er lille, bliver forskellen mellem den "rigtige”
skal og skallen, som beregnes lille. Det bemaerkes at o,; er defineret positiv for en trykspaen-

ding, mens normalspaendinger i afhandlingen regnes positive som treek.

Til trods for at teorien for skaller i neerveerende afhandling er forsggt gjort sa simpel som mulig,
er det stadig en kompleks teori med tre koblede ligevaegtsligninger og tre flytningsstarrelser i
ethvert punkt. Derfor er det ngdvendigt at diskretisere problemstillingen og lgse den numerisk.
Til dette eksisterer der hovedagligt to metoder; elementmetoden og differensmetoden. | denne

afhandling er differensmetoden valgt.

80



9 Introduktion

Bifurkation

Lineaer /
L Ikke-lineger

OUygy
AL

e

Aksial forkortelse
Figur 9.2 — Skematisk arbejdskurve for perfekt cirkulzer cylinderskal under aksial belastning.

| Figur 9.2 er arbejdskurverne for lineaere og ikke-lineaere ligeveegtslgsninger vist skematisk for
en perfekt skal. | figuren betegner P, den klassiske kritiske last. Figuren illustrerer, at en lineser
foldningsanalyse kan benyttes til at bestemme bifurkationspunkter, altsa et punkt hvor et nyt el-
ler flere nye deformationsmgnstre bliver mulige. Ved at medtage ikke-lineaere flytninger bliver
det muligt at bestemme naerliggende ligevaegtstilstande op til bifurkationspunktet. Forskellen
mellem de to kurver i Figur 9.2 er overdrevet, og tilleegsflytningen du,;, vil for den perfekte skal

veere meget mindre end AL.

Voksende
imperfektioner

0

Aksial forkortelse

Figur 9.3 — Betydning af imperfektioner i radiaer retning

| Figur 9.3 er den forventede betydning af imperfektioner vist skematisk for voksende imperfek-
tionsamplituder. Med imperfektioner vil de tilleegsflytninger, som haves i en naerliggende lige-

veegtstilstand, vokse i takt med, at imperfektionsamplituden gges.
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9.1.1 Metrik
Skallens midterflade, cylinderfladen, beskrives ved at translatere en kurve i planen, frembrin-
gerkurven, i en given retning, frembringerretningen. For en cirkuleer cylinderskal er frembringer-

kurven naturligvis en cirkel.

Ved indlaeggelse af et poleert koordinatsystem kan den cirkulaere frembringerkurve beskrives
vha. radius R, og vinklen ¢, se Figur 9.4. Frembringeretningen defineres som x-aksen. For en
cylinder er frembringerretningen naturligvis vinkelret p& frembringerkurven og betegnes her

leengderetningen. Koordinatkurverne bliver dermed

1 _

ul =x u?!=Rp=y (9.4)

| Figur 9.4 er ogsa vist den positive omlgbsretning, som er bestemmende for den positive ret-

ning af fladenormalen.

Figur 9.4 — Koordinatkurver for cirkuleer cylinderskal

Et globalt kartesisk koordinatsystem indlaegges saledes at stedvektorens koordinater bliver

r= <x2> = (R cos (p) (9.5)
X3 Rsin ¢
For de valgte koordinatkurver bestemmes de geometriske parametre som beskrevet i afsnit 2.

De kovariante basisvektorer og fladenormalen bestemt efter (2.2) bliver

1 0 0
I ) R . ) I
0 cos @ —sing

Det ses, at a;, som er en enhedsvektor i fladenormalens retning, peger mod centrum af frem-

bringerkurven.
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Den metriske tensors komponenter og de kontravariante basisvektorer bliver jf. (2.4) og (2.6)

a1 = 1 Ayy = 1 A, = 0 (97)

1 0
) el
0 cos ¢

Komponenterne for den kovariante og den blandede krumningstensor bestemt efter (2.42) bliver
1

by =0 bor =5 by, = by =0 (9.9)
1

bl=0 b; =4 bl =b%=0 (9.10)

Dermed ses det, jf. (2.59), at Christoffel-symbolet af 2. art i alle kombinationer er lig med nul for
den cirkulaere cylinderskal. Dette ville ikke veere tilfeeldet, hvis der i stedet for ovenstaende fla-

deteori arbejdes med en tredimensional teori.

At Christoffel-symbolet af 2. art er lig med nul i alle kombinationer er yderst bekvemt, da de

kovariante afledede dermed kan bestemmes ved alm. partiel differentiation jf. (2.70).

Til slut bestemmes permutationstensoren efter (2.32)
€12 = —€21 = ’anazz —af, =1 (9.11)

9.1.2 Fysiske komponenter

| det forudgaende er ligninger opskrevet i et vilkarligt skeevvinklet koordinatsystem, hvor basis-
vektorerne ikke behgver at vaere enhedsvektorer. Disse ligninger giver en mere umiddelbar fy-
sisk forstaelse, nar de opskrives med fysiske komponenter af tensorerne, altsa de komponenter
der haves, nar der bruges enhedsbasisvektorer. Med de valgte koordinater bliver de fysiske

komponenter defineret i et lokalt retvinklet koordinatsystem.

Koordinatkurverne er vinkelrette p& hinanden (a,, = 0), og omskrivningen til fysiske komponen-

ter er let gjort jf. (Nielsen, 2004) afsnit 6.
For de fysiske komponenter benyttes i det falgende indeks x og y i stedet for 1 og 2.

For deformationsmalene geelder for de fysiske komponenter (her eksemplificeret ved tgjninger-

ne)
(=
58){ = a = 5811 (912)
&y,
bey, = 0 8&yp (9.13)
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€12

——— ={¢
a1, Gy 12 (9.14)

Gyy =

For normalkrafttensoren og momenttensoren geelder for de fysiske komponenter (her eksempli-

ficeret ved normalkraefterne)

5S, = a;; 681 = §st (9.15)
8S, = a,,65% = 5§%2 (9.16)
85}6}1 =4/ a11 a226$12 = 6512 (9.17)

Derudover geelder fglgende sammenhaeng mellem flytningerne

dvy
Svy, = — = ovifay,;, © 8v, = dv; = vt (9.18)
sv, = V2 _ 2 §v, = 6v, = 6v?
vy_@— ve/ayy © 0V, =0V, = 0V (9.19)

Samtidigt benyttes lejligheden til at omdgbe flytningerne, hhv. flytningen i leengderetningen og i

tangentretningen, til de typisk brugte betegnelser

ou = 6v, (9.20)
dv = dv, (9.21)

Idet flytningen i fladenormalens retning betegnes éw, er flytningen af et vilkarligt punkt pa skal-
midterfladen dermed oplgst efter et lokalt retvinklet koordinatsystem og er betegnet med éu, §v

og éw, se Figur 9.5.

Xz

Figur 9.5 — Flytningsvektorer
9.1.3 Deformationer og konstitutive ligninger

For den cirkuleere cylinderskal er de fysiske komponenter af tgjningstensoren (4.13) og den

symmetriske del af bgjningstensoren (4.35) udtrykt ved flytningerne bestemt ved
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a6
og, = 24 (9.22)
ox
5o _ 00V _ow 0.23)
gy = o "R )
_1(66u+65v) 9.24
Gy =3 dy  Ox (9.24)
026w
By = = (9.25)
5o - (L0 06w 026
= 7\R dy = 0y? (9.26)

s 1 d6u 3 dbv 0926w 9.27)
v T 4R dy 4R 9x 0xdy '

@nskes at medtage ikke-linegere flytninger, kan andenordens bidrag til tgjningerne jf. afsnit 8.1
medtages. | afsnit 8.1 er det forudsat, at alle andenordens tilleeg til bgjningstensoren kan negli-

geres, og at det kun er ngdvendigt at medtage et enkelt led i andenordenstillaaggene til tgjnin-
a(6w) a(6w) o
———. Herved fas

oub
adu 196w\

As, = — + — [ —— 9.28
= By ( 0x ) (9.28)
sy w1 (65W>2 9.29)

&= dy R dy '
N (66u 4 aév N aéw GSW) 9.30
Exy = dy 0x  0x Oy (9.30)

De konstitutive ligninger bliver nar indflydelsen af skallens krumning negligeres, jf. (6.27) og
(6.28).

85S: = (9.312)

adu v Sw 1(65W>2 V(aSW)Z]
1— 2

A A D, — v
2(£x+v &) = [ax +v6y vo+3(52 5

Eh du dsv  Sw v Aow\’
88y = Z(VAsx+Asy) D, ( )

(65”’) ] (9.32)

1— Vox "oy R ox dy
5St = Eh A _ 1—-v (Gé‘u 4 daév + adw 65W) 9.33
AR TRV A C dy  0x  0x 9y (©-33)
SM = Eh3 (81, +v6e,) = —D v 08V N 026w N 026w 0.34
* T —vr) e TV = T (R dy = 0x2 v dy? (9.34)
5ot = EP (st ey = —p, (L0004, 000w 00w 0,35
Y 12(1 —v?) VOl TOIy ) = TP\ R dy VY ox? dy? (9.35)
SMe = Eh3 S = Dy(1— ) 1 06u 3 9sv 09%5w 9.36
¥ TR+ TP T YIRSy T AR 0x  axdy (9.36)
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Her er fglgende stivhedsbetegnelser for hhv. aksial- og bgjningsstivhed, D, og D, indfart

Eh Eh3

= —_ D, =——
Da=102 b7 121 -v®

(9.37)

9.1.4 Ligeveegtsligninger
De lineaere ligeveaegtsligninger uden hensyntagen til deformationerne bliver for en aksialt bela-
stet cylinderskal jf. (3.32) og (3.33)

dS, 0S 1 oM
x+ xy+_ Xy _

9x ' dy 2R dy (9.38)
3Sy Sy 10My 3 OMy, 039
dy dx R dy 2R Ox '

1 0*M 0*M 0*M

=Syt 2 =0 (9.40)

R = 0x? 0xdy * dy?
Disse ligninger er identiske med Sanders (Sanders, 1963).

9.2 Ligeveegtsligninger for neerliggende ligevaegtstilstande
De tre ligeveegtsligninger for en naerliggende ligeveegtstilstand, (4.76) og (4.77), bliver for den

aksialt belastede cirkulzere cylinderskal

05s; 08Sy, 1 06Mj, _0%6u
ax T dy TR dy * 9x? =0 (9.41)

005y 085y, 3 00My, 108Mj 0%y _

=0
dy dx 2R ox R Oy o 0x?2 (9.42)
Lo, 0%M; 05, 0%My 0w _
R ™V 0x? 0xdy dy? *oxz (9.43)

9.2.1 Ligeveegtsligninger i lineaer stabilitetsteori
Ses der i fgrste omgang bort fra andenordens stgrrelserne, kan ligeveegtsligningerne i den li-
nezere stabilitetsteori, udtrykt ved flytningerne opskrives, nar samtidigt belastningsledet flyttes

over pa hgijre side af lighedstegnet.

625u+1—v626u+1+v026v 196w
41 ox2 2 0y? 2 0xdy VR ox

Dy[1=va2su 3(1-v)d%sv 1—v_ 036w d%5u (0-44)
ﬁ[ 8 dy? 8 oxdy 2 axayz] BT

1+vad?su 9%5v 1-vad?sv 106w
“[ 2 6x6y+6y2+ 2 ox? R ay]
D, [9(1 —v)0%sv 3(1—v)o%su 0%6v 3—v 035w 236w 0%6v (9.45)
R? 8 x> 8 6x6y+ dy? T3 R6x26y+R oy3 Z_Nxﬁ
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vodu 1d6v ow

“[Rox "Ry R
046w 0*%w  0*w 1—-v 0%8u 3—v 336v 1036v 3 026w

(9.46)
D [_ ox* _Zaxzayz_ oy* TR dxdy? 2R 9x2dy R dy =N dx?

Sammenlignes disse ligninger med Fliigges eller Sanders ligninger, jf. (Fligge, 1960) og
(Sanders, 1963), ses det, at ovenstdende ligninger, som er udviklet pa en helt anden made,

stort set er identiske med de naevnte ligninger.

Hvad angar Fliigges ligninger er der overensstemmelse med de led, der multipliceres med den
aksiale stivhed samt belastningsleddene, mens der er sma uoverensstemmelser i de led, der

multipliceres med bgjningsstivheden.

Sanders ligninger er noget sveerere at sammenligne med, da hans teori for stabilitet er udviklet
ud fra en fuldsteendig andenordens teori, hvor ligevaegt er opskrevet med hensyntagen til de-
formationer. Benyttes Yamakis gengivelse af Sanders ligninger, jf. (Yamaki, 1984), ses, at bade
leddene der er faktorer pa aksialstivheden, og leddene der er faktorer pa bgjningsstivheden er
identiske med nzerveerende teori, nar der ses bort fra leddene hidrarende fra fgr-foldning. Be-
lastningsleddene er forskellige, da Sanders her har indarbejdet bidrag fra den ikke-linegere teori,

der leder til andre andenordenseffekter (Nu-led).

En yderligere simpel kontrol er at lade R — o, hvorved differentialligningen for en sgjle under
hensyntagen til udbgjningerne skal fremkomme. Idet %—> 0 nar R - oo fas af (9.46)
045w 0%6w

T b T gxt + Ny ax?

(9.47)
som netop er sgjlens ligevaegtsligning.

9.2.2 Ligeveegtsligninger i ikke-lineger stabilitetsteori
Medtages ikke-linezere flytnings-tgjnings relationer i (9.28) til (9.30) fas falgende tre tilleeg til

venstresiderne af de lineeere ligeveegtsligninger (9.44) til (9.46)

[ (1 /06w\* | v (06w\? 1—v (36w asw) ]
G(E(W) +7(w)> a( 2 (WW))
D, = + % (9.48)
[ (v (06w\* | 1(06w\? 1—v (35w asw) ]
a(i(W) +§(—ay)> 9 <_2 (W—ay ))
D, [v (66W)2 N 1 (66W)2
R [2\ax ) T2\ay (9:50)
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Dermed bliver ligeveegtsligningerne for den ikke-linegere stabilitetsteori

0%6u 1-vod%*6u 1+vad?bv 106w
a[6x2+ 2 8y2+ 2 axay_vﬁ ax]
odwd%sw 96w o2sw 1 —v [déwodisw ISw d%w
a[ ax oxz TV dy 6x6y+ 2 <6x dy? + dy axay)]
Dy[1—-v0d?6u 3(1-v)d%sv 1-v_0a%°sw| 0%6u
R?| 8 a9y? 8 oxdy 2 axayz] T ox2

(9.51)

1+v826u+626v+1—v626v 196w
“l 2 oxoy 0y? 2 0x2 R 0Oy
D [ 06w 0%8w 06w 026w 1—v<86w625w 65W625W>]
a

52
Yoy 9y | ax oxdy T 2 \ay ox2 | ox oxay (9.52)

D,[9(1 —v)d2%5v 3(1—v)0d2%5u N 0%6v N 3-— Ve 238w LR a%sw]| 0%6v
R? 8 dx? 8 0xdy dy? 2 0x20y dy3

v dsu N 196v  w o | (65W)2 N 1 <asw>2
“lR 0x R dy R? %12R\ ox 2R\ 9y
045w 06w  9*w 1—-v 0%6u 3—-v 3%y 1 03617] 0%6w

— -2 - - - = hlhid
ox* 0x29y%  0y* TR 0xdy? 2R 0x%20y R 0y * 0x2

0,

9.3 Randbetingelser
Den beskrevne teori for randbetingelserne til brug bade for lineaer og ikke-lineger stabilitetsteori,

afsnit 5, vil her blive gennemgaet for den cirkuleere cylinderskal.

Forudseetningen vedrgrende dgdvaegtsbelastning, jf. det naevnte afsnit medfarer, at der ikke er

nogen variation af normalkraften, altsa
SNy =0 (9.54)
Langs den fastholdte rand i bunden (indeks b) dvs. ved x = 0 forudsaettes
ou, =0 6v, =0 Swp =0 (9.55)
Langs den belastede "frie” rand i toppen (indeks t) dvs. ved x = L er
dv, =0 ow, =0 (9.56)

Alle tre flytningsstarrelser ved bunden er altsa konstante. Dette adskiller sig bl.a. fra Fligges
(Flugge, 1973) velkendte analytiske Igsning, hvor Su-flytningen langs randene er varierende, og

kun gennemsnitlig er nul.

Til bestemmelse af randbetingelserne for en neerliggende ligevaegtstilstand indfgres et lokalt
retvinklet (n, t)-randkoordinatsystem i ethvert punkt pa randen. Systemet har enhedsvektorerne

n og t i hhv. n- og t-aksens retninger. Normalen til n,t-systemets plan er naturligvis a;. En-

88



9 Introduktion

hedsvektoren n gnskes at veere en udadrettet normal til randen, som sammen med, t 0g a;

skal veere i hgijrestilling. Da a; og n ligger fast, er det blot t-vektorens retning, som skal fastlee-

ges.

Betragt farst randen i bunden. Komponenterne til n, bestemmes ved hjeelp af det globale koor-

dinatsystem og basisvektorerne.

-1
n, = ( 0 ) =np'a; + nyla, = n, a' +ny,a?
0

Komponenterne kan herved bestemmes til

lel = nbl =-1

lez =nb2 =0

Enhedsvektoren t, bestemmes af (2.51) som derefter oplgses efter basisvektorerne

0
t, =eqn,*a’ = npyla? = — <— sin (p> =t'a, =t,a’
cos @

Dette medferer at

tbl =tb1 =0

th = tbz = _1
Tilsvarende findes i toppen, hvor indeks t benyttes.

ntl =nt1 =1
ntz =nt2 =0

ttl =tt1 =0

t?=t,=1

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

Fra det farste af de to standardtilfeelde, beskrevet i afsnit 5.3, hvor pafgrte kraefter (og momen-

ter) beholder deres starrelse og retning, haves de fire ligninger (5.69) til (5.72). Af disse fremgar

det, at starrelserne 8Ceny, 6Cent), Viny, §A(ne) 09 6A(nn Skal bestemmes. Til dette haves form-

lerne (5.58), (5.59), (5.60), (5.46) og (5.47)

a6vt
OCiumy = SCPngny = €1 = N2 + N1

06v?
Jul

8Cnty = €pp8C %P ngn? = 5C12 = N2 + N

(9.63)

(9.64)
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=8V« = 1_ 1 11 _ asM*  osMZt 1 aow
5Vb(n) =6V Nng = —6V+ = _6Q* + N* 561 = —W—W— N* _au]_

el st niisg, L OOMit 0SMEY L 06w (9.65)
e = OV = 0Q1 = NI13, = =5 i+ o+ N G
8Ame) = —epr6B“Pn nt = 6B = M2 (9.66)
8Aqn) = 8BPngng = 6B = sM!! (9.67)

Starrelserne §C%#, §V*og §B*# bestemmes ved hhv. (5.22), (5.23) og (5.31).

Desuden bestemmes krumningsterrelserne 1/R,,; og 1/R, pa randene af (5.55) og (5.57)

L beptenf =0
o = bapt™n” = (9.68)

Rt
1 ep 1
R~ Destt" =7 (9.69)

Krumningsstgrrelserne er selvfglgelig identiske i top og bund.

Med ovenstaende starrelser findes falgende betingelser, der samtidigt er omskrevet til fysiske

komponenter i det retvinklede koordinatsystem

5A(nt) ou adu
1) 5C(nn) - R, =0= 6Nx + Ny a = 65x + SXW =0 (970)
614( t) adv 1
) Sl =02 SN Ny = 8My, = 0 (9.71)
_95M; 195M;, ;a(sw s 06My _ o bund
06Ame 0x R 0y 0x ds
3) Vy+t—3 =02 asm; L LosMy, 08w 98My (9.72)
dx R 0y * ox s top
4) 8Ammy =0 = SM:=0 (9.73)

Det ses at 1. og 4. er randbetingelser, mens 2. og 3. efter at en lgsning er bestemt benyttes til

at bestemme de tilsvarende randkreefter.

Yderligere ses at 1., 2. og 4. betingelse er identiske i top og bund, mens der sker fortegnseen-

dringer i den 3. betingelse nar der gas fra bunden til toppen.

Med indfarelse af de konstitutive ligninger kan ovenstaende ligninger udskrives pa flytningsform

og dermed som ekstrabetingelser for flytningerne.
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9.3.1 Randbetingelser i lineser stabilitetsteori

Ses farst pa den linezere teori, fds nar de geometriske betingelser fra (9.55) og (9.56) benyttes

6S*+S*65u— (66u+v66v v6 )+N*66u_0=>65u_0

X7 9x  T*\ox 'R dy RV *ox ox (9.74)
SM* = —D v d6v  0%6w v 0%5w “o 026W_0

= TO\Roy T TRy )T o (9.75)

Det ses, at cylinderen mé kreeves "indspaendt” mod Su-flytninger ved belastningen i toppen,
samtidig med at flytningerne i Sw-retningen skal svare til en simpel understgtning i begge ender.

Her er bjeelke-/pladeterminologien for understgtninger benyttet.

9.3.2 Randbetingelser i ikke-lineeer stabilitetsteori

Nar de ikke-lineaere led tages i regning, fas falgende tilsvarende betingelser

353451000 = 0, S EO sy (%0 () | =
* T 9x “lox Ray R 2\ ox 2RZ\ 0y * ox
NP\ OSu 1 /06w\>2 (9.76)
:(”Da)ﬁw(w) =0
oMy =0=> 626W=0
: — (9.77)

Forskellen mellem de lineaere betingelser og de ikke-linegere er, at der i det ikke-linezere tilfaelde
haves en betingelse, der giver en kobling mellem &u og (6w)?. Dette genkendes fra sgjleteori-

en, hvor en sgijles forkortelse pga. udbgjningerne afhaenger af (Sw)?2.
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10 Differensmetoden

De udledte ligevaegtsligninger for en naerliggende ligevaegtstilstand med tilhgrende randbetin-
gelser kan ikke lgses analytisk, hvorfor det er ngdvendigt at behandle problemstillingen nume-
risk. Det er valgt at benytte differensmetoden, som er forholdsvis let tilgaengelig og er kendt for
at give gode resultater. Ulempen ved differensmetoden kan veere indfgrelsen af randbetingel-
serne i det generelle tilfeelde. Pga. den cirkulaere cylinders simple geometri vil det dog i dette
tilfeelde ikke fare til komplikationer. For en mere fyldestggrende beskrivelse af metoden henvi-
ses til (LeVeque, 2007).

Differensmetoden var frem til omkring 1990 den foretrukne metode til at Igse skalligningerne
numerisk, og fgrende skalberegningsprogrammer som Bushnells BOSOR (Bushnell, 1974) og
programmet STAGS, der er udviklet af Lockheed til deres missil og rumfartsprogram, var oprin-
deligt programmer baseret pa differensmetoden. Siden har elementmetoden vundet mere ind-
pas i kraft af, at computernes kapacitet er gget. Desuden har elementmetoden gjort det lettere

at modellere skaller af enhver form og gjort det lettere at indbygge randbetingelserne.

De fglgende ligningssystemer opbygges og lgses i MATLAB. Til lgsning benyttes MATLAB's
indbyggede linezere lgser, hvilket kreever, at en iterationsproces opstilles for at Igse ikke-
linesere problemstillinger. Iterationerne opbygges saledes, at resultatet fra den foregaende itera-
tion benyttes til at bestemme de ikke-linegere starrelser, hvorved problemstilingen, numerisk
set, er gjort lineger. Fra dette afsnit og frem vil matrixnotation blive brugt, séledes at symbolet

{ } benyttes for vektorer og symbolet [ ] for matricer.

Ligningssystemet opstilles saledes, at der for en given belastning bestemmes et §-flytningsfelt.
Der betragtes altsa et kraftstyret system. Desuden vil enhver belastning blive beregnet uaf-
haengigt af resultater for neerliggende belastningstilfeelde og teknikker som Newton-Raphson-
metoden eller arc-length-metoden vil ikke blive benyttet.

P
P cl

Kraftstyret

Flytnings-
styret

Aksial forkortelse

Figur 10.1 — Forskellen mellem kraft- og flytningsstyrede systemer
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Det forventes ikke, at hele arbejdskurven kan bestemmes med denne metode, men kun forlgbet
frem til den fagrste top, se Figur 10.1. Hvis en starre del af arbejdskurven gnskes bestemt vil det

veere ngdvendigt at aendre til et flytningsstyret system samt introducere andre lgsningstekniker.

| Figur 10.1 illustreres det, at for et kraftstyret system er det muligt at fremkalde et vandret
spring i arbejdskurven, hvorefter lasten efter bifurkation kan vokse sig starre end den klassiske

kritiske last. | neervaerende beregninger har det ikke veeret muligt at reproducere dette spring.

For at afggre om den interative proces har konvergeret, males fejlen ved at indseette lgsningen i
det fulde ligningssystem. Fejlen vil lgbende blive beregnet, og der formuleres en restriktion for

fejlen, som skal veere opfyldt.

Beregningerne har vist, at det er ngdvendigt at indfgre en relaksation i iterationsprocessen. En
simpel relaksation, hvor de ikke-linesere led bestemmes ud fra de to foregdende Igsninger, er

valgt.

10.1 Diskretisering

| differensmetoden inddeles skallens midterflade i et net, som i det simpleste tilfaelde, i udfoldet
tilstand, afgreenser rektanguleere felter, se Figur 10.3. De styrende ligninger overfgres til diffe-
rensligninger i netpunkterne vha. passende differensoperatorer. Pa randen benyttes ligeledes
differensoperatorer til at formulere randbetingelserne. Eftersom problemet er formuleret med

flytningerne som ubekendte, skal randbetingelserne ligeledes udtrykkes ved flytningerne.

| differensmetoden er grundstenen at overfgre differentialkvotienter til differensligninger. Dertil
kan flere metoder benyttes. Metoden, der er benyttet her, er beskrevet nedenfor.
Den fgrste afledede af en kontinuert funktion f(x) i et netpunkt O er defineret ved

(%) - lim —fs+ /o (g) - lim —fo+ fn
dx/ g T Ax-0 A, 0x/ o T A0 A, (10.2)

Her benyttes indekserne S og N, der star for hhv. syd og nord, til at betegne de neerliggende

netpunkter til O i afstanden A,, se Figur 10.2.

Heraf fas umiddelbart fglgende simple tilneermelsesformler for den fgrste afledede

%)0 N —fsA :r fo (g)o N ‘fOA_ij (10.2)

Disse tilneermelsesformler er ensidige og konsekvensen heraf bliver en "fejl”, der er proportional

med A,.

94



10 Differensmetoden

En bedre tilneermelse for den fgrste afledede er gennemsnittet af de to udtryk i (10.2), hvorved

fas en andenordens tilneermelse givet ved

(%)0 = _f;A-:fN (10.3)

"Fejlen” bliver nu proportional med A, og dermed veesentlig mindre. Desuden f&s en symme-

trisk fremstilling, hvilket ofte er fordelagtigt.

Selvfalgelig kan ogsa hagjere ordens tilnaermelser benyttes, hvilket dog betyder at operatorerne
blive mere komplicerede, mens "fejlen” ikke reduceres tilsvarende. Derfor benyttes ofte kun an-
denordens tilnsermelser.

(N)
1
(W)-(0)

@9@

7&4

Figur 10.2 — Netpunkter

Ved brug af andenordens tilnzermelser fas falgende udtryk i et netpunkt O for farste-, anden-,

tredje- og fjerdeordens afledede af en funktion f(x, y), se Figur 10.2.

Afledede mht. x

(ﬁ) _ "It/
o

Ox 2A,
ﬁ _ fs = 2fo + fn
d0x? AZ

(9 (*f) _ 1 2% f 3%\ \ _ —fss + 2fs = 2fn + fun
5(@) o, (‘ (W)S * (W)N) = 202 (10.4)
0% (92F\\ _ 1 ((0%*f 9% f 9% f
@(@) ‘E((W> ‘2<ﬁ) *(ﬁ) )
0 N 0 N

_ fss _4f5 + 6f0 - 4fN +fNN
= A

R /'E R
w
RW|\N
N~ N~ N~
(e Q
|
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Afledede mht. y

of —fw + f&
Gy) =755

ﬂ _fw—=2fo+fe
dy? 0 h Az
(10.5)

ﬁ _ —fww + 2fw = 2fe + fre
), 203

ﬂ _ fww —4fw +6fo —4fp + fex
dy* 0 - A%

Blandede afledede

2 — —
(), = (3G0) = s (-(), + (), ) = e

9%f o (02f\\ _ 1 [ (8% (9%
o), ~ (559, - = (-5, 2))
0
_ —fsw+2fs—fse + faw — 2fn + fue
B 20,72

O () _ L (2 (%S (10.6)
~ \ay\ox? o_ 24, d0x? w dx? .

_ —fow + 2fw — faw + fog — 2f5 + fue
2024,

(a#), = (7)), - (). (), - ()

dx20y? o dx?\0y? o AZ\\dy? s dy? o dy? v
_fsw = 2fs+ fsg — 2fw + 4fo — 2fe + faw — 2fn + fae
B 20272

~
Q
x|
Nl W
Q[
<
v
o

|

Det bemazerkes, at hvis man gnsker det at beregne den afledede af den afledede for at fa den
afledede af en hgjere orden, skal farst den ene operator i (10.2) bruges og derefter den anden.
Alternativt kan der indfares midlertidige netpunkter imellem fx 0 og S, og O og N og benytte
(10.3).

Der foretraekkes imidlertid at benytte ovenstaende "feerdige” formler ved opstilling af ligningssy-

stemet.
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10.2 Lineeer teori

De tre ligevaegtsligninger er koblede, hvilket ma tages i betragtning, nar ligningssystemet opstil-
les. Dette far bl.a. betydning, nar det skal vurderes om ligevaegtsligningerne skal opstilles i
randpunkterne eller ej. Betragt eksempelvis su-flytningen i toppen af skallen, §u,. For at kunne
bestemme denne er det ikke nok kun at opstille randbetingelserne i randpunkterne, idet ogsa
ligeveegtsligningerne skal medtages. | bunden af skallen er flytningsstarrelserne kendte, og li-

geveegtsligningerne kan derfor undlades.

Nx
n+2 -+
n+1-+
n,,
e -
\\.\,_/./’/
m,,Nx
077 - T~
1+
21

Figur 10.3 — Netpunkter pa cylinder

Da ligeveegtsligningerne skal opstilles pa og neer randen, er det ngdvendigt at tilfgje et saet fikti-
ve netpunkter uden for randen, som vist i Figur 10.3, hvor ogsa den valgte nummerering er vist.
Ikke mindst pga. tilfgjelsen af fiktive netpunkter er det vigtig at undersgge antallet af ubekendte i

forhold til antallet af ligninger, far ligningssystemet opstilles.
Der teelles fagrst op for systemet, hvor ligeveegtsligninger pa randen i bunden ikke medtages.

Her haves et system med m netpunkter i skallens omkreds og n i skallens laengderetning. |
hvert netpunkt er der tre ubekendte flytninger. | det tilfeelde hvor ligevaegtsligningerne i den ene
ende udelades skal et seet ekstra netpunkter i omkredsretningen i bunden tilfgjes samt to ekstra
saet netpunkter i omkredsretningen i toppen. | alle disse netpunkter skal der bruges fiktive sw—
flytninger, mens der kun skal bruges fiktive su— og dv—flytninger i det farste saet netpunkter
uden for randen i toppen, se Figur 10.3. Dermed haves 3mn + 3m + 2m = (3n + 5)m ubekend-

te flytninger.
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Antallet af ligninger er tre ligevaegtsligninger for hvert netpunkt pa skallen med undtagelse af
netpunkterne pa randen i bunden. Derudover haves fire randbetingelser for hvert netpunkt pa
en rand. Dermed haves 3mn —3m + 4 - 2m = (3n + 5)m ligninger dvs. samme antal som antal-

let af ubekendte.

Det samme vil vise sig at vaere geeldende, hvis ligeveegtsligninger medtages i alle netpunkter. |
dette tilfaelde skal der tilfgjes to saet ekstra punker uden for randen i begge ender. Det er igen
ngdvendigt at indfare fiktive sSw—flytninger i alle disse netpunkter, mens der kun skal bruges fik-
tive Su— og sv—flytninger i det fgrste seet netpunkter uden for begge rande. Antallet af ubekend-
te bliver 3mn + 4m + 2 - 2m = (3n + 8)m. Tilsvarende bliver antallet af ligninger 3mn + 2 - 4m =

(3n + 8)m dvs. ligningssystemet er kvadratisk.

Om ligningssystemet opstilles pa den ene eller anden made bgr naturligvis ikke give nogen for-

skel, hvilket ogsa en simpel numerisk undersggelse har bekreeftet.

For at beskrive hvordan ligningssystemet bygges op ses pa en inddeling af cylinderen med m-
netpunkter i omkredsretningen og n-netpunkter plus to fiktive netpunkter i hver ende i leengde-
retningen. For at anskueligggre opstillingen betragtes fgrst et snit i laengderetningen og et snit i
omkredsretningen. Dernaest vil enkelte eksempler pa operatorerne for de afledede mht. til en
akse samt for de blandede afledede for det fulde system blive vist. | det fglgende vil operatorer-
ne blive opskrevet med sw-flyninger, men de samme operatorer geelder naturligvis ogsa for su—

og dv—flytningerne.

Der gares igen opmaerksom pa, at for Su— og sv—flytningerne er det kun ngdvendigt at arbejde
med et saet netpunkter i hver ende uden for skallen. Dette vil naturligvis afspejles i differensope-

ratorerne, som for du og dv vil blive reduceret ift. operatorerne for sw.

Maden hvorpa ligningssystemet bygges op sker med kvadratiske submatricer, hvis starrelse
bestemmes ud fra det antal ubekendte, der er ngdvendige. Dette medfarer, at systemet "fgdes”

i den rigtige starrelse, hvor der er plads til alle ligevaegtsligninger og randbetingelser.

For snittet i netpunktet m,, i leengderetningen, viser det sig ngdvendigt med tre operatorer til be-
stemmelse af den farste og anden afledede i netpunkterne fra 0 til n samt den anden afledede i

netpunkterne fra —1 til n + 1. Herved fas fglgende afledede
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0 [ 0 6me,—2
0 0 Swmy,—l
adw/ox,, 10 1 5me’0
aéw adw/ox,, . 1 10 1 Wi 1
e = V= 4 = [dx1,]1{6
{Bx }my_om : 24, S : [dx n]{ me}
65W/axmyln 10 1 5me'n
0 0 5me,n+1
0 - 0 5me,n+2
[0 5me,—2
0 6me,—1
1 -2 1 Wm0
2286w 1 1 -2 1 Wi 1
{ 9x? } Y W : e = [dx2,] {5me}
mon 1 -2 1 sw
- my,n
0 Swmy,n+1
0 | 5me,n+2
[0 Sme,—Z
1 -2 1 Wi, —1
1 -2 1 Wm0
926w 1 1 -2 1 Wi, 1 +
{ %2 } = AZ .. : oo = [dx2]] {5me}
my,—1:n+1
1 -2 1 Wi, n (10.7)
1 =2 1 |[%Wmymne
0 5me,n+2
[0 6me,—2
0 5me,—1
-1 2 0 -2 1 Wm0
938w 12 0 -2 1 Sw
i — + _ - my,1
my,O.n
-1 2 0 -2 1 Wi n
0 6me,n+1
0 | 6me,n+2
= [dx3,] {6me}
[ 0 5me,—2
0 5me,—1
1 -4 6 -4 1 Wm0
646w} 1 1 -4 6 —4 1 Wi 1
—_— = [dx2,][dx2}] 6wy, t = — X My
r 7 W . :
wt (v} =55 AR
1 —4 6 —4 1| 6wyn
0 Swmy,n+1
0 6me,n+2

= [dx4,] {6me}
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Tilsvarende opstilles operatorerne for den fgrste og anden afledede mht. y for et seet n,, net-

punkter i omkredsretningen. Herved fas falgende afledede

[0 1 =17 ( Owin,
-1 0 1 5W2,nx
aow 1 -1 0 1 . SW?_nx
Gl =m| o " taltom,)
L Y -1 0 1 SW_2n,
-10 1 W1,
L1 -1 0 I\ Swpp,
—2 1 11 5W1'nx
1 -2 1 Wy,
928w 1 1 -2 1 5w-3'nx
o)., <% Lo b= ayzal{ow,)
tmne Y 1 -2 1 Wm—an,
1 -2 1 [|6wpn_1n,
L1 1 =21\ dwyq,
[0 -2 1 -1 27( Owin,
2 0 -2 1 —1|| Swyn,
938w 1-1 2 0 21 SWsp,
{W} =[dylm][dy2m]{6wnx}=ﬁ " . ;
1mn, y 1 2 0 -2 1 5Wm_2,nx
1 —1 2 0 —2|[Wm-1n,
-2 1 -1 2 01\ swpp,
= [dy3,,]{6wy, }
[—6 —4 1 1 —47( Win,
-4 6 -4 1 1 Won,
a*éw 111 4 6 -4 1 Wi,
{W} = [dyzm] [dyzm] {6an} = A_4, . :
1mn, X 1 4 6 -4 1 6Wm_2’nx
1 1 -4 6 —4||wn_1n,
-4 1 1 -4 61\ 6wy,
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For generalisering af ovenstdende operatorer vises systematikken for det fulde ligningssystem

nedenfor
{a‘s—w} — [dx1*]{sw} =
0X )im—1m+1
ro
0
0
0
-1 0 1
-1 0 1
-1 0 1
-1 0 1
-1 0 1
-1 0
-1 0
1 -1 0
24, -1 0
-1
-1
-1
-1
adw
£ = wlew =
y 1:m,0:n
0
0
0
0
0
0
0
0
0 1 -1
-1 0 1
-1 0 1
1 1 -1 0
24, 0
-1
1

Ewy,_»
6W2,—2
bws,_,
Wi, —2
Swy_y
Swa_q
Sws, 4
OWpn,—1
Swi o
Ewyo
Sw.
6WZZ (10.9)
6wy p
Swyp
ws p
Wi
EWini1
5W2,n+1
Owsnis
5Wm,n+1
SWiniz
Wiz

5W3,n+2

Wi n+2

Swy,—;
dwy,—
Sws
W2
owy g
w1
Sws _q
Wiy —1
Swy g
Swy
Sws g
Swr (10.10)
Wy p
Wy
Wz p
Wi
& Win+1
SWan+1
5W3,n+1
SWimn+1
Wi 42
SWan+2
5W3,n+2

6Wm,n+2
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026w .
{axay}l:m’o:n = [dy1][dx1*]{ow} =

0 SWL—Z
0 Swy—2
0 Sws
0 5Wm,72
0 w1
0 Swy—y
0 5W3,—1
0 SWim,—1
-1 10 1 -1 Swio
1 -1 0 -1 1 dwzo
1 -1 0 -1 1 dws o (1011)
1 -1 Wi,
44,4, -1 1 0 1 -1 Swyp
1 -1 0 -1 1 Wy
1 -1 0 -1 1 W3
-1 1 0 1 -1 Wi
0 W1 n41
0 W41
0 W3 nt1
0 Wi n+1
0 W1 nt2
0 Wtz
0 Wtz

SWinn+2

Desuden haves

236w

- = +

axayz} [dy2][dx1*]{6w}
1m,—1n+1

36w

— +

Oxzay} = [dy][dx27]{6w} (10.12)
1m,—1n+1

0*6w

- = +

e 6y2} [dy2][dx2*]{6w}
1m,—1n+1

Ligningssystemet kan nu i farste omgang skrives op uden hensyntagen til randbetingelserne og

eventuelle imperfektioner. Systemet teenkes opbygget pa falgende made

{5u1:m,—1:n+1} {5u1:m,—1:n+1}
[4,] {5v1:m,—1:n+1} = —N,[L] {6v1:m,—1:n+1} (10.13)
{5W1:m,—2:n+2} {6W1:m,—2:n+2}

Den linezere koefficientmatrix [4;] og matricen [L] opbygges vha. ovenstadende differensopera-

torer. De repraesenterer hhv. venstre- og hgjresiden af ligevaegtsligningerne (9.44) til (9.46).

Ses der naermere pa [4;] og [L], er det tydeligt, at disse kan deles op i ni zoner; tre zoner for
hver ligeveegtsligning, og hver af disse tre zoner kan inddeles i yderligere tre zoner for hver af
de tre flytningsretninger. Saledes fas nar [I] indfares for matricen med veaerdien én i diagonalen,

i de raekker hvor der er ligevaegtsligninger.
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“[dxz]+ - Rz[dyZ]] [——[d Uit | [-vg [dxl]”
[4]=D
|

2V dy1][dx1t] ] [Rz [dy2] + [dx2]] [—ﬁ[dyl]]J

_[d"1] | [ ﬁ[dyl] ] [ —%[1] ]
- _ (10.14)
[ ] [ e ] | e
% —3(1 2 l[dyﬂ[dxr]] [ 9(1 [dx2]+—[dy2] ] | e+l |
[ 1—[dy2][dx1+] ] [ 3—[dy1] dx2+]_—[dy3]] [—RZ[dX4]—2[dy2][dx2+]—%[dyzl-]]
[dx2]  [0] [0]
[L]1=| [0] [dx2] [0] (10.15)
(0] [0] [dx2]

Randbetingelserne tilfgjes nu til systemet. P& nuvaerende tidspunkt har ligningssystemet 3mn
ligninger men 3mn + 8m ubekendte. Dermed er systemet, som forudsagt, bygget op med natur-
lige pladser til ligninger for randbetingelserne. Randbetingelserne tilfgjes til koefficientmatricen,

som dermed bliver
[A1rs] = [4] + [RB)] (10.16)

Ranbetingelserne for den lineaere teori, formlerne (9.74) og (9.75), omsaettes pa tilsvarende
made som ligevaegtsligningerne til differencer. Disse ligninger far en naturlig placering i lig-
ningssystemet. Saledes kommer betingelserne for su, §v og éw ind i systemet umiddelbart far
og efter hver af de tre seet ligeveegtsligninger. Dermed placeres koefficienterne taet pa diagona-

len i [RB,], mens nullerne i disse positioner beholdes i [L].

Dermed kan (10.13) omskrives, og det endelige ligningssystem for den lineaere Igsning bliver

{ou}
([Ars] + Nk[L]) § {6V} ¢ = {0} (10.17)
{ow}

10.3 Ikke-lineaer teori

En tilneermet ikke-lineaer teori er foreslaet i afsnit 8, hvor det ogsa er vist, hvorledes der kan ta-
ges hensyn til imperfektioner. | neevnte afsnit beskrives hvilke ngdvendige led fra den ikke-
lineaere tgjningstensor, der medtages. | ligningerne (9.28) til (9.30) er disse bidrags betydning

vist for den cirkuleere cylinderskal.

De ikke-lineeere starrelser bestemmes her ved en simpel iterationsproces, hvor koefficientmatri-
cen i den i-te iteration betegnes [Anl,RB]i. Denne matrix opdateres Igbende igennem

sen. [Anl,RB]i-matricen er bestemt ved summen af den lineaere del [4;] og den ikke-linesere del
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[A4,;]; samt de ikke-linezere randbetingelser [RB,,;];. [An;]; 09 [RB,,;]; opdateres for hvert skridt i

iterationen. Dermed kan koefficientmatricen skrives som
[Anl,RB]i = [A]] + [An]i + [RBy ;i (10.18)

De to ikke-linezere starrelser [4,,;]; og [RB,;]; kan fgrst bestemmes, nar et flytningsfelt er kendt.

2
Starrelsen (Z—f) for den i-te iteration udregnes som produktet af veerdierne for den forudgaende

X

iteration, indeks i — 1, og veerdierne i den pagaeldende iteration, indeks i. Dette betyder, at

2 —_ —
(Z_D O,iz(%)o_i_l (Z_Qof( fSAj fN)i_ ( fSA-: fN>i (10.19)

1

som med de tidligere indfgrte operatorer kan skrives

adw\’
{(a—f)} = diag ([dx1){ow)ey) [dx1}{ow), (10.20)
1:m,0:n,i

Her er indfart operatoren diag (), som omformer en vektor til diagonalen i en kvadratisk ma-

trix.

Tilsvarende findes for de afledede af de ikke-linesere deformationsbidrag

dy dxdy

( 9 (g_fv) ) _, (a5W)oyi_1 (az(sw)o’i

0,i

(%)

d .
o = 2 diag ([dy1]{ow};_y) [dy1][dx1*](ow);
1:m,0:n,i
(10.21)
6w 6w\ 2
Ox dy a (BSW) 926w N (a(SW) 926w
Ox “\ ox 0,i-1 \0x0y 0 dy 0,i-1 0x? 0
0,i
5 (90w 98w 2 . .
ox 0y _ diag ([dx1]{6w};-,) [dy1][dx1*]{6w};
0x +diag ([dy1]{6w};_,) [dx2]{6w};
1:m,0:n,i

Dermed kan [4,;]; og [RB,,;]; opstilles som for de lineaere starrelser.

For at starte processen med den ikke-linegere iteration kraeves et "godt gaet”. Til dette geet vil

den lineeere lgsning blive brugt.
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10.3.1 Imperfektioner

Evt. imperfektioner kan tages i regning som beskrevet i afsnit 8.2, idet flytningerne deles op i to
bidrag: ét bidrag fra imperfektionerne, indeks imp, og ét bidrag fra tillaegsflytningerne ud over
imperfektionerne, indeks til. Dette geelder naturligvis kun de flytninger, som i ligningerne (9.44)

til (9.46) hidrgrer fra snitkreefter og snitmomenter.

Dermed kan (10.13) omskrives, og det endelige ligningssystem bliver

{ou} {u} {u}
[Anrs] {6V} ¢ = =Ne[LI{ {0} +{ (v} (10.22)
{SW} til,i {W} imp {W} til,i
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11 Lineeerelastisk foldningsanalyse uden imperfektioner —
klassisk kritisk last
| farste omgang ses pa den lineaere foldningsanalyse. Dette gares dels for at verificere den op-

stillede teori og dels for at kontrollere det opstillede differensligningssystem.

Som sammenligningsgrundlag benyttes Fligges (Fligge, 1960) velkendte trigonometriske lgs-
ning, ved hjeelp af hvilken foldningslasterne kan bestemmes for forskellige foldningsmgnstre.

Fliigges lgsning af ligeveegtsligningerne til bestemmelse af foldning er

m n, mx
6u=Aucos%ycos WL
m n, TXx
v = A, sin = sin ] (11.1)
oM, TX
éw = A, cos sin I

Her er 4,, A, og A,, er foldningsamplituder, m,, er antallet af bglger i omkredsretningen og n,,

er antallet af halvbglger i leengderetningen.

| Fligges lgsning er su-flytningen altsa i begge rande varierende og kun gennemsnitligt nul.
Dette er ikke, som tidligere naevnt i afsnit 9.3, i overensstemmelse med de randbetingelser som
er formuleret i denne afhandling. Randbetingelserne er her, at du-flytningen ved randen i bun-
den er nul overalt, mens % = 0 i toppen. Randbetingelsen i toppen giver alts& mulighed for at

flytningen kan variere.

Betydningen af de klassiske randbetingelser er grundigt studeret af Yamaki (Yamaki, 1984).
Hans studium viste, hvorvidt randbetingelserne under foldning tillod flytninger i laengderetningen

eller ej ikke gav den store forskel i den kritiske last.

En aksialt belastet cirkuleer cylinderskal kan siges at veere en mellemting mellem en plade og
en sgjle, nar den undersgges for linezerelastisk foldning. Dette skal forstas saledes, at nar
leengde-radius-forholdet L/R er tilpas lille, vil den elastiske foldningslast veere bestemt af plade-
teorien. Tilsvarende nar L/R-forholdet er tilpas stort, kan den elastiske foldningslast bestemmes
som for en Euler-sgjle. Imellem disse to ydrepunkter findes der et stort antal forskellige fold-
ningsmgnstre med et antal bglger i omkredsretningen og et antal halvbglger i leengderetningen,
se Figur 11.1.

Figuren viser den kritiske last P., for et givet foldningsmgnster afbilledet som funktion af L/R-
forholdet og for en given tykkelse. For at ggre afbildningen dimensionslgs er den kritiske last
malt i forhold til den klassiske elastiske foldningslast, som blev bestemt i begyndelsen af 1900-

tallet af Timoshensko.
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Den klassiske kritiske last er, se (1.17)

2mE h?

Pa A= (11.2)

| Figur 11.1 er Fligges foldningskurver for en aksialt belastet cylinder vist. | figuren er lige-
veegtslgsninger afbildet ift. forholdet mellem radius, lsengden og antallet af halvbglger i laengde-
retningen for O til 10 bglger i omkredsretningen. Mindsteveerdierne af kurverne definerer til-
sammen foldningslasten. Bemzerk at der ma haves et heltal af savel halvbgger i leengderetnin-
gen som helbglger omkredsretningen. Desuden skal der mindst veere en halvbglge i laengde-

retningen.
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Figur 11.1 — Flugges foldningslgsning, R/h = 100

Det ses at foldningslasten langt fra er en konstant stgrrelse, men en stgrrelse som udover de
geometriske og mekaniske parametre afhaenger af foldningsmensteret. Det ses ogsa, at der
findes mange forskellige foldningsmgnstre, som giver samme kritiske last, ligesom det kendes

fra pladeteorien.

| ligeveegtsmetoden bestemmes foldningslaster for den perfekte skal ved at undersgge, hvorvidt
der findes ligeveegtstilstande i nabotilstande for en given belastning. Nar der ikke skal tages
hensyn til geometrisk ikke-linearitet eller til imperfektioner, kan kritiske laster og tilhgrende flyt-

ninger findes ved at lgse et generaliseret egenvaerdiproblem.
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Egenveerdiproblemet som skal Igses er jf. (10.13)

{ou} {ou}
[AI,RB] {6v} ¢ = —AN[L]4 {6V} (11.3)
{ow} {ow}
{ou}
Her er < {v} ; foldningsmgnsterets egenvektor, og A er egenveaerdien.
{ow}

Kritiske laster med tilhgrende deformationer bestemmes vha. MATLABSs indbyggede funktion til
bestemmelse af egenvaerdier og egenvektorer. For at ggre beregningerne lettere bestemmes
kun et givet antal af de mindste egenveerdier. Antallet er varierende i de kommende beregnin-

ger, med et minimum pa 400.

Far problemet kan lgses skal en passende inddeling af skallen fastlaegges, saledes at gode re-

sultater opnas for forskellige bglgetal.

Flere FEM-undersggelser fra litteraturen indikerer, at en inddeling svarende til en afstand mel-
lem netpunkterne p& omkring 0,25vVRh — 0,5VRh er ngdvendig. Dette svarer til at en afstand fra
15 til 30 procent af den klassiske halvbglgeleengde 4., ved aksesymmetrisk foldning er ngdven-
dig. Denne er bestemt ved, se fx (Timoshenko, 1934)

A = ———RR

121 —v?) (11.4)

Nar det skal vurderes, hvorvidt et resultat har konvergeret mht. til inddeling, er det naturligt at se
pa savel afstanden mellem netpunkterne som antallet af netpunkter pr. bglge bestemt ved fold-

ningsanalysen.
Til foldningsanalysen er benyttet en cylinder med falgende dimensioner

e R=100mm
e h=1mm
e [ =200 mm

Med ovenstaende dimensioner bliver den starste #—vaerdi 2. Desuden geelder det at mere end
w

10 bglger i omkredsretningen vil give veerdier, som ligger over den klassiske last, se Figur 11.2.
Da der findes mange nzerliggende egenvaerdier, ma der ses pa flere forskellige

foldningsmanstre for at fa et klart billede af hvor fin en diskretisering, der er ngdvendig.
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Figur 11.2 — Flugges lgsning, R/h = 1000g L/R = 2

/]

11.1 Diskretisering

L 2

Rn, n,

10

Farst ses pd inddelingen i leengderetningen. | Figur 11.3 er den kritiske last for forskellige fold-

ningsmgnstre vist som funktion af afstanden mellem netpunkterne i leengderetningen. Antallet af

netpunkter i omkredsretningen i Figur 11.3 er 400, men samme tendens er fundet for savel feer-

re som flere netpunkter i omkredsretningen.
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Figur 11.3 — Afstand mellem netpunkter i leengderetningen for forskellige foldningsmgnstre

Tendensen er forholdsvis entydig. | hovedsagen gaelder det, at for de fleste tilfselde er det vur-

deret at veere tilstraekkeligt med en afstand pa 5 mm svarende til 0,5vRh. Dog ses det, at i spe-
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cielt et tilfeelde geelder dette ikke: For en aksesymmetrisk foldning med 10 halvbglger i leengde-

retningen kraeves en finere inddeling.

1,2 L
m, n, —
1,18 Y Rn,,
1,16 ‘\ —+—0100,2
1,14 \ O\ —8—5100,2
Py 1,12 \ — | —4—10100,2
P, 11 \ “ 106 0,33
1,08 %—105 0,4
I A
1,06 k \ —e—1040,5
1,04 <4 B = e 930,67
1,02 i 621
1 | a
0 5 10 15 20

Antal netpunkter pr. halvbglge

Figur 11.4 — Antal netpunkter pr halvbglge i laengderetningen for forskellige foldningsmgnstre

| Figur 11.4 er parameteren derfor antal netpunkter pr. halvbglge. Ved at tilfgje den ekstra be-
tingelse at der minimum skal vaere 10 netpunkter pr. halvbglge fas, sammen med afstandskrite-

riet, en tilfredsstillende konvergeret inddeling i leengderetningen.

Hvad angar det ngdvendige antal netpunkter i omkredsretningen, er billedet ikke lige sa tydeligt,
som for netpunkter i la&engderetningen. | Figur 11.5 er resultatet for de samme foldningsmgnstre,
som blev benyttet ved studiet af betydningen af netpunkter i ls&engderetningen, vist ift. afstanden

mellem netpunkterne i omkredsretningen.

1,2 L
m,n, —
1,18 v Y Rn,,
1,16 —=—0100,2
1,14 —4—5100,2
1,12 —%—10100,2
PCT
. 11 - L >¢ —0—1060,33
cl /
. 10504
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1,06 10405
1,04 s Z = = 930,67
1,02 ° 621
1 A—Ah—+—h—Ah— A&
0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0

Afstand mellem netpunkter [mm]

Figur 11.5 — Afstand mellem netpunkter i omkredsretningen for forskellige foldningsmgnstre

111



DEL 2

Umiddelbart ses det, at falsomheden overfor antallet af netpunkter i omkredsretningen er bety-

deligt stgrre end overfor antallet af netpunkter i leengderetningen.

Som en noget uventet tendens viser det sig, at antallet af halvbglger i laengderetningen har ind-
flydelse pa kravet til antallet af netpunkter i omkredsretningen. Saledes ses det, at i det givne
tilfeelde vil det veere tilfredsstillende med en afstand mellem netpunkterne pa 3,5 mm svarende
til 0,35VRh. Dette gaelder for foldningsmgnstre med op til 10 halvbglger i leengderetningen, sva-

rende til en halvbglgelaengde pa 20 mm.

Desuden ses det, at ved aksesymmetrisk foldning har afstanden mellem netpunkterne praktisk
taget ingen betydning. Det er fundet, at resultatet for aksesymmetrisk foldning er det samme,

enten der er 50 eller 600 netpunkter i omkredsretningen.

Ses pa antallet af netpunkter pr. balge i omkredsretningen, se Figur 11.6, anslas det, at der skal

benyttes op mod 80-100 netpunkter pr. bglge for resultatet for de fleste foldningsmgnstre kon-

vergerer.
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1,18 mn R_
)§ n
1,16
114 \ 510 0,2
' \ —%—101002
1,12
p 106 0,33
11
Pa o8 N 1050,4
' R — 10405
1,06
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1,04 | 621
1,02 |
1 1 ! }
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Antal punkter pr. bglge

Figur 11.6 — Antal netpunkter pr. bglge i omkredsretningen for forskellige foldningsmgnstre

| Figur 11.7 er vist resultatet af en foldningsanalyse med en fem gange sé lang skal end den
ovenfor benyttede, men med samme R /h-forhold. Resultaterne for foldningsmgnstrene svaren-
de til ovenstaende er vist under den forudsaetning, at bglgetallet i leengderetningen ligeledes er
fem gange sa stort. Samme tendens ang. antallet af netpunkter i omkredsretningen gar sig
geeldende for s&vel korte som lange cylinderskaller. Dermed konkluderes det, at ved en halv-
balgelaengde i laengderetningen starre end 20 mm skal antallet af netpunkter i omkredsretnin-

gen gges betragteligt.
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Figur 11.7 — Antal netpunkter pr. bglge i omkredsretningen for forskellige foldningsmgnstre,
L/R =10

Resultatet af undersggelsen af antallet af ngdvendige netpunkter er dermed:

e For netpunkter i leengderetningen ma afstanden mellem netpunkterne maksimalt vaere
0,5VRh, og der ma ikke vaere mindre end 10 netpunkter pr. halvbglge.

e For netpunkter i omkredsretningen mé& afstanden maksimalt vaere0,35 vRh , og nér
halvbglgerne i leengderetningen er laengere end 20 mm, skal antallet af netpunkter i

omkredsretningen gges betragteligt.

Hvad angar en foldningsanalyse, hvor resultatet forventes at fglge Fliigges lasning, skal der

mindst benyttes en inddeling med ca. 600 netpunkter i omkredsretningen og 400 netpunkter i
leengderetningen for at fa tilfredsstillende resultater i intervallet 0,1 < RL < 2. Resultater for net-

nw

op denne inddeling er vist i det fglgende.

11.2 Resultat

For at vurdere om den opstillede differensmetode kan reproducere Fligges resultater bestem-

mes fgrst foldningslaster, hvor betingelsen §u = 0 i bunden er erstattet med betingelsen % =

0. Dermed haves en Fliigge-lignende tilstand, dog er det ikke kreevet, at du-flytningerne i en-
derne gennemsnitlig er nul. Resultat af en sadan analyse er vist i Figur 11.8, hvor ogsa afvigel-

sen i procent mellem den fundne kritiske veerdi og Fliigges lgsning er afbildet.
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Figur 11.8 — Resultat og afvigelse mellem Fliigges lgsning og differensmetodens lgsning for til-

svarende randbetingelser, d5u/dx = 0 i top og bund.
Det ses, at resultaterne er stort set identiske med Fliigges lgsning op til # = 0,33, svarende til
6 halvbglger i leengderetningen. Ved feerre bglger i laengderetningen bliver afvigelsen numerisk

starre, idet foldningskurverne er lidt forskudt i forhold til Fligges. | hele intervallet er foldnings-

mgnstrene identiske med Fliigges lasning, for savel sw-feltet som §u- og sv-feltet.

Arsagen til den lille forskel ved feerre end seks halvbglger i leengderetningen er ikke undersggt
yderligere. Den mest oplagte forklaring er naturligvis forskellen i de to teorier pa de led, der mul-

tipliceres med bgjningsstivheden, jf. afsnit 9.2.1.
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Ved beregningen blev som naevnt de 400 mindste egenveerdier bestemt. De stgrst fundne
egenveerdier er omkring 1,5 P../P.;, og veerdier over dette niveau er fiernet. Dermed finder man
kun resultater med en halvbglge i leengderetningen, nar der er 4-6 balger i omkredsretningen,

hvilket stemmer overens med Fliigges Igsning, se Figur 11.2.

Derneest til betingelsen su = 0 i bunden. Resultatet af en analyse vedr. denne betingelse er vist

i Figur 11.9. Her blev de 2000 mindste egenveerdier bestemt.
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Figur 11.9 — Resultat og afvigelse mellem Fligges lgsning og differensmetodens lgsning med su

=0 i bunden og d6u/dx = 0 i toppen.
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Det ses igen, at Igsningen er stort set sammenfaldende med Fliigge ned til 6 halvbglger i leeng-
deretningen, hvorefter forskellen vokser kraftigt. Det kan dermed umiddelbart konkluderes, at
randbetingelsen hovedsageligt har betydning, nar der er fa bglger i leengderetningen, hvorved

der ikke fremkommer et nyt minimum i foldningslasten.

Pga. randbetingelsen éu = 0 beskriver m,, og n,,, i Figur 11.9, som udgangspunkt kun en vaerdi
for antallet af hhv. hel- og halvbglger i sw-feltet. Det viser sig, at dv-feltet har samme form som
dw-feltet, mens antallet af halvbglger i leengderetningen i Su-feltet er forskudt en kvartbglge ift.
ow-feltet. Antallet af bglger i omkredsretningen er dog det samme for alle tre flytningsstarrelser.
Desuden geelder det, at du-flytningerne i toppen er varierende. Derfor kan det rimelige i en af-

bildning med L/(Rn,,), som abscisse diskuteres, men intet bedre er fundet.

Sammenlignes foldningsmgnstrene for de to typer randbetingelser ses en tydelig forskel. | Figur
11.10 er dw-bglgerne i leengderetningen vist. | Fligges lgsning findes sinusbglger med konstant
amplitude, uafthaengigt af antallet af balger i omkredsretningen, se de sorte kurver i Figur 11.10.
For randbetingelsen 6u = 0 i bunden, findes varierende former for Sw-flytninger afhaengigt af an-
tallet af bglger i omkredsretningen, og i visse tilfeelde er det ikke tydeligt, hvor mange halvbglger

der er

Ses farst pa foldningsmenstrene med 1 og 2 halvbglger i la&engderetningen. Her afviger specielt
tilfeeldene med op til 6 bglger i omkredsretningen fra Fligges sinusbglger. Med 7 eller flere bgl-

ger i leengderetningen fas tilnsermelsesvis Fliigges resultat.
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Figur 11.10 — Foldningsmgnstre for 1, 2, 3, 5 og 10 bglger i laengderetningen og forskellige bgl-

geantal i omkredsretningen. Sorte kurver: sinusbglger.

For 3 halvbglger laeengderetningen ses, at tilfeeldene med 2 og 10 bglger i omkredsretningen

stort set er sammenfaldene med sinusformen, mens 4, 6 og 8 balger i omkredsretningen afviger

tydeligt. Med 5 og 10 halvbglger i leengderetningen fas sinusbglgeformen for samtlige resultater

dog har enkelte lgsninger ikke konstant amplitude.

Som forventet er foldningsmanstre med fa halvbglger i la&engderetningen generelt influeret mere

af randbetingelsen du = 0 end tilfeeldet er for 5 og 10 halvbglger. Der er dog ikke fundet nogen

sammenhaeng mellem foldningsmgnstrenes afvigelse fra Flliigges resultat og afvigelsen i den

kritiske last som vist i Figur 11.9.
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12 Ikke-linegere lgsninger for imperfekte skaller
| det fgl